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Kapitola 1

Pripomenuti

Zde rychle pFipomeneme nékteré pojmy z vysledky ze zékladniho kurzu linearni algebry |Hladik, [2017].

Skalarni soudéin a norma. Pokud nezminime jinak, pouzivime standardni skalédrni souc¢in v R", defi-
novany jako (z,y) = z'y, a eukleidovskou normu |z|| = vaTz.

Rm)(n

Maticové prostory. Pro matici A € plati
R(A)L = Ker(A),

Ker(AT A) = Ker(A),

R(ATA) = R(A),

S(AAT) = S(4),

rank(AT A) = rank(A).

Ortonormalni systém. Vektory xq, ..., %, € C" tvori ortonormalni systém, pokud maji eukleidovskou
normu 1 a jsou navzajem kolmé, to jest ||z;|| = 1 pro v8echna i a (x;, x;) = 0 pro i # j.

Projekce. (Ortogonalni) projekci vektoru € V' do podprostoru U je takovy vektor x; € U, ktery
splije

lz = 2y || = min |z - y].

Tedy ze vSech vektorti z U je to ten, ktery je k vektoru z nejblize. Ekvivalentné projekci miZeme cha-
rakterizovat podminkou x — x;; € U L tudiz rozdil vektoru a jeho projekce je kolmy na viechny vektory
podprostoru U a zadny jiny vektor tuto vlastnost nemé.

Zobrazeni projekce x +— x; je linedrnim zobrazenim, a proto jde reprezentovat maticové. Pokud
projektujeme do sloupcového prostoru S(A) matice A € R™*™ hodnosti n, pak z;; = A(ATA)"1ATx.
Tudiz matice projekce je A(ATA)~1AT.

Ortogonalni a unitarni matice. Matice Q € R™ ™ je ortogondini, pokud QTQ = I,,. Matice Q € C"*"
je unitdrni, pokud @TQ = I,.
Ekvivalentni charakterizace, kdy je matice A € R™*"™ ortogonélni, jsou
e Qjeregularni a Q' = Q7T
e sloupce ) tvoii ortonorméalni bézi R™.

Ortogonalni matice jsou uzaviené na soucin a transpozici. Linearni zobrazeni x +— Qx s ortogonalni matici
Q zachovava thly a délky. Nijak tedy geometrické objekty nedeformuje, pouze je otoCi resp. prevrati.
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Vlastni ¢isla. Bud A € C™"*". Pak A € C je vlastni ¢islo matice A a x € C" jemu piislusny vlastni
vektor, pokud Az = Az, z # 0. Levy vlastni vektor matice A se pak definuje jako vlastni vektor matice
AT,

Vlastnich &isel matice A € C™*" je n véetné nasobnosti. Nejvétsi absolutni hodnota z vlastnich &isel
se nazyva spektralni polomér a znaci p(A).

Kazda matice A € C™*" je podobna matici v Jordanové normdlnim tvaru, to jest existuje regularni S
takové, ze A = SJS™!, kde J je Jordanova matice. Jordanova matice je blokové diagonalni matice a na
blokové diagonéle jsou Jordanovy bunky. Jordanova bunka piislusné vlastnimu ¢islu A mé tvar

A1 0O ... 0
0

Je(A) = 0
: oo 1
O ... ... 0 X

. Pokud matice J je diagonalni, pak iikame, Ze A je diagonalizovatelna a pise se A = SAS~™!. Diagonalni
matice A mé na diagonale vlastni ¢isla matice A, matice S ma ve sloupcich pfislusné vlastni vektory a
matice S~ ma v Fadcich piislugné levé vlastni vektory.

Specidlni vlastnosti ma realnd symetrickd matice A € R™ ™. Ta ma vzdy realna vlastni ¢isla a je
diagonalizovatelna. Muzeme ji téZ rozlozit tzv. spektralnim rozkladem jako

A=QAQT,

kde @ € R™™™ je ortogonélni a A € R"*" diagonalni. Navic matice A mé na diagonale vlastni ¢isla matice
A a matice () méa ve sloupcich piislugné vlastni vektory.

Positivni semidefinitnost. Symetrickd matice A € R™ "™ je positivné semidefinitni, pokud je splnéna
jedna z nasledujicich ekvivalentnich podminek:

e 7 Ax > 0 pro vechna z € R”,
e vlastni ¢isla A jsou nezaporna,
e existuje matice U € R™*™ takové, ze A =U"TU,

e determinanty vSech hlavnich podmatic jsou nezaporné.
(hlavni podmatice je matice, ktera vznikne z A odstranénim urcitého, i nulového, poctu fadki a
sloupci s tymiz indexy)

Positivni definitnost. Symetrickd matice A € R™ " je positivné definitni, pokud je splnéna jedna
z nésledujicich ekvivalentnich podminek:

e 27 Az > 0 pro viechna z € R\ {0},
vlastni ¢isla A jsou kladn4,

e existuje matice U € R™*™ hodnosti n takova, ze A = UTU,

determinanty vSech hlavnich vedoucich podmatic jsou kladné.
(hlavni vedouci podmatice je leva horni podmatice A velikosti 4, tj. vznikne z A odstranénim
poslednich n — i fadkt a sloupcu)



Kapitola 2

Vlastni cCisla

2.1 Vlastni ¢isla obecnych matic

Schuriv rozklad je dulezitym vysledkem v teorii vlastnich ¢isel. Stejné jako Jordanova norméalni forma
existuje pro kazdou ¢tvercovou matici, ale vyuziva unitarnich matic a v tom spociva jeho sila.

Véta 2.1 (Schurtav rozklad). Pro kaZdou matici A € C™*™ ezistuje unitdrni U € C"*™ a horni trojihel-
nikova T € C™*"™ takové, Ze A =UTU*.

Diikaz. Matematickou indukei podle n (analogicky jako dikaz spektralniho rozkladu symetrické matice).
Pro n =1 je to zfejmé, tak uvazujme indukéni krok.

Bud A € C vlastni ¢islo A a z € C", ||z||2 = 1, odpovidajici vlastni vektor. Doplnime x na unitarni
matici V = (z | V). Pak

S (= (A xFAV
vav = (5) e fav) = () 0wl av) = () 74T

Podle indukéniho predpokladu existuje unitarni W e CM=Dx(=1) takova, ze T := W*V*AVW je horni
trojihelnikova. Nyni

1 of V*Af/lOT_loT A AV (10T (A AV (A afAVIV
0o w* o w) \o w+)\o vav)\o w) \o w*v:avw) \o T )’

Tedy A =UTU*, kde
- (1 of A AV
U_V<0 W>’ T‘(o T > -

Protoze matice T' je podobné matici A, vlastni ¢isla matice A jsou na diagonale T'. Pro realnou matici
A bohuzel stale mohou byt U, T komplexni, ale existuji nasledujici varianty.

Véta 2.2 (Schuriv rozklad, redlné varianta 1.). Pro kaZdou matici A € R™ " existuje ortogondlni Q) €
R™*™ g blokove horni trojuhelnikovd T € R™ ™ takové, ze A = QTQT. Bloky matice T jsou wvelikosti 1
nebo 2, pricemsz ty velikosti 2 obsahuji komplezné sdruzend vlastni cisla.

Véta 2.3 (Schurtv rozklad, realna varianta I1.). Pro kaZdou matici A € R™*™ existuje requldrni S € R™*™
a blokové horni trojihelnikovd T € R™ " takové, Ze A = STS™'. Bloky matice T jsou velikosti 1 nebo 2,

pricem?Z ty velikosti 2 magi tvar (fb Z) a obsahuji komplexné sdruZend vlastni ¢isla a £ tb.

Jednim z dusledkt Schurova rozkladu je pozorovéni, ze libovolné blizko kazdé matice je diagonalizo-
vatelna matice (viz véta [B.27]).

Matice, jejichz Schurtv rozklad ma matici 7' diagonélni, se nazyvaji normdlni. Typickym piikladem
normalni matice je symetrickd realna matice, protoze jeji spektralni rozklad QAQT (Q ortogonalni a
A diagonalni) je pfesné Schuriiv rozklad. Jiné neZ symetrické matice rozklad QAQT nemaji, protoze
vysledkem je symetrickd matice. Nicméné diky komplexnim maticim U, T v Schurové rozkladu mohou byt
normalni i jiné redlné matice nez jen symetrické — napiiklad antisymetrické (A = —A”) nebo ortogonalni.
Normalni matice maji podobné pékné vlastnosti jako symetrické matice, a nékteré z vysledka nésledujici
sekce plati analogicky i pro né.
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2.2 Vlastni ¢isla symetrickych matic

Rayleighova—Ritzova formule je elegantni vyjadieni nejvétsiho a nejmensiho vlastniho &isla symetrické
matice. Rik4, Ze jsou to nejvétsi resp. nejmensi hodnoty kvadratické funkce f(z) = 27 Az na jednotkové
eukleidovské sfére.

Véta 2.4 (Rayleigh-Ritz). Necht A\; > ... > X\, jsou vlastni ¢isla symetrické matice A € R™*". Pak

A = max z'Az, )\, = min z!Az.
z:||z||2=1 z:||z||2=1

Driikaz. Pouze pro A1, druha ¢ast je analogicka.

Nerovnost ,,<“: Bud z vlastni vektor pfislusny k A\; normovany ||z1]|2 = 1. Pak Azq = A\jz;. Pfena-
sobenim z7 zleva dostaneme

A= AlxlTxl = :UlTAxl < max z!Az.
:l|ll2=1

Nerovnost ,>“: Bud = € R™ libovolny vektor takovy, Ze ||z|s = 1. Oznaéme y := Q7 z, pak [|y|j2 = 1.

S vyuzitim spektralniho rozkladu A = QAQ” dostaneme:

aTAz = 2TQAQTx = yT Ay = Y1 Niw? < S0 hy? = Mllylls = A O

Poznamka 2.5. Symetrické matice nejen, Ze maji specifické vlastnosti, ale obecné se chovaji , rozumné;ji*
nez ty obecné. Uvazme napiiklad zobrazeni x — Az, kde

1K
=)

kde K je libovolné velké. Matice A ma jen jedno vlastni &islo, a to 1. Nicménég, vektor es = (0, 1)T se mize
zobrazit na libovolné velky vektor, nebot Aes = (K, 1)T. Tedy vlastni &isla neomezuji velikost obrazi.

U symetrickych matic je to jiné. Bud A € R™*" symetrickd a x € R™, ||z||2 = 1. Pak podle Rayleighovy—
Ritzovy formule

1Azl2 = y/ (A2)T(Az) = VaT A2z < /A1(A?) = Vmax{A(A)], A (A} < p(A).
Tudiz velikost obrazii je omezend, maximalné se zvétsi p(A)-krat.

Véta je piimym disledkem nésledujici véty (nahlédnéte!). Ta dava formuli pro libovolné vlastni &islo,
tedy nejen to nejmensi a nejvetsi.

Véta 2.6 (Courant—Fischer). Necht Ay > ... > X\, jsou vlastni ¢isla symetrické matice A € R"*". Pak

A = max min T Ax (2.1)
VeER":dim V=k €V ||$||2:1
= min max  z! Az. (2.2)
VeR":dim V=n—k+1 zeV:|z|2=1
Diikaz. 1) Rovnost (1) Budte qi,...,q, ortonormalni vlastni vektory odpovidajici vlastnim &slim

Ayvoy Ap. Oznatme Q == (q1 | -+ | qn)
Nerovnost ,,<“: Definujme U := span{qi, ..., qx}. Pak kazdé x € U se da vyjadiit jako

k n
r=Y g+ Y, 0g=Qar,...,an)".
i=1

i=k+1

Je-li ||z]|2 = 1, pak z ortogonality Q je také 1 = [|QTz|y = 2%, a2. Nynf

ol Aw = (31 cug) TA(S 2y a505) = (D0 i) (- ajhja5)
= >F i ciaggl gy =0 a2 > S a2 = A
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Tudiz

< min T Az < max min 7 Ax.
z€U: ||z||2=1 VeR":dim V=k zeV:|z|2=1

Nerovnost ,,>“: Bud V libovolny podprostor R dimenze k. Pak V N span{gx,...,¢,} ma dimenzi
aspon 1, tudiz v ném existuje vektor v = zy jednotkové délky. Ten lze vyjadiit jako z = Y ", a;q;. Opét
|lz]l2 = 1 implikuje Y" , a? = 1. Nyni

k
o’ Az = i aiq@-)TA(Z?:k @;q;) = Zijk aiajqzr‘[qi)‘j = i AN < g AP AR = Mg

Tudiz
max min 27 Az < max xl Az, < .
VeRn: dim V=k zeV: |z]2=1 VERn: dim V=Fk
2) Rovnost (2.2). Upravme
T
Me(A) = = Apr1(—A) = —z' Ax

— max min
VeR™:dimV=n—k+1 zeV:|z|2=1

= min max 2T Ax. O
VeR":dimV=n—k+1 zeV: ||:L'||2=1

Jednim z diisledki je nésledujici Cauchyho proplétaci vlastnost (Cauchy interlacing theorem), spojujici
vlastni ¢isla matice a matice po odstranéni i-tého fadku a sloupce.

Véta 2.7 (Cauchyho proplétaci vlastnost). Bud A € R™™ symetrickd a necht matice B vznikne z A
vySkrtnutim i-tého radku a sloupce. Oznaéme A1 > ... > A, vlastni ¢isla A a p1 > ... > pp—1 vlastni
¢isla B. Pak

A > 2> 02> A1 2> i1 > Ape

Diikaz. Bez tjmy na obecnost predpokladejme, Ze i = n. Ozna¢me W := span{ey,...,e,_1}.
Nerovnost A\ > pp":

A = max min 2T Az > max min 2T Az = Lo -
VeR": dimV=k zeV:|z|2=1 VeW:dimV=k zeV:|z|2=1

Nerovnost g > Apr1“: Bud Vi prostor, pro ktery se nabyde maximum z (2]). Pak Vi1 N W méa
dimenzi aspon k a tudiz

Akl = min 2T Az <

< ax min x < . O
mer+1: ||:B||2=1 VeWw:dim V=k Z'GVk+1ﬂW: ||;)3||2:1

Cviceni
2.1. Bud A € R™"™ symetrickd matice a D € R™*" diagonélni s kladnou diagonalou. Dokazte, Ze
Ai(A) < Ni(A+ D) prokazdé i =1,...,n.
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Kapitola 3

SVD rozklad

3.1 Konstrukce a souvislost s vlastnimi ¢isly

v

SVD rozklad jednou z nejdilezitéjsich numerickych technik. Zkratka je za Singular value decomposition,
rozklad na singularni ¢isla. Byl objeven r. 1873 nezavisle fadou autortu jako byli napt. Ital Eugenio Bel-
trami, Francouz Marie E. Camille Jordan, Angli¢an James Sylvester, Némec Erhard Schmidt nebo Svycar
Hermann Weyl. Nicméné k praktické pouzitelnosti jej dovedla az implementace od Gene Goluba a Williama
Kahana.

Véta 3.1 (SVD rozklad). Bud A € R™*" ¢ := min{m,n}. Pak ezistuje diagondlni matice ¥ € R™*"
s proky 011 > ... > 044 > 0 a ortogondlni matice U € R™™ 'V € R™" tak, e A=UXVT.

Jesté nez fekneme ideu ditkazu, zavedeme nékolik pojmi a ukdZeme nékolik souvislosti.

Cislim na diagonale o11,...,04q matice ¥ fikdme singuldrni cisla matice A a zna¢ime je obvykle
o1,...,04. Zjevné pocet kladnych singularnich ¢isel je roven hodnosti matice, tedy r = rank(A), kde
or>0ao0,41=0.

Redukovany tvar SVD rozkladu vypada nasledovné: Rozlozme U = (U; | Uz), V = (Vi | V2) na prvnich
r sloupct a zbytek, a dale S := diag(oy,...,0,). Pak

S 0\ [V
A=UxvT = (U, U < ><1>:USVT.
(1 2) 0 0 VQT 1 1

Redukovany SVD pouziva jen ¢ast informace z SVD rozkladu, ale tu podstatnou, ze které muzeme plny
SVD rozklad zrekonstruovat (doplnénim U, V na ortogonalni matice).

Vé&ta 3.2 (Vztah singularnich a vlastnich &isel 1.). Bud A € R™ " r = rank(A), a necht AT A md vlastni
¢isla A1 > ... > M\, Pak kladnd singuldrni ¢isla matice A jsou o; = /i, i =1,...,7.

Diikaz. Necht A =UXV7T je SVD rozklad A. Pak
ATA=vs"UTUsvT = ve'sv? = Vdiag(ot,...,0.,0,...,00V",

coz je spektralni rozklad positivné definitni matice AT A. Tudiz A= 022. ]

Priklad 3.3. Bud Q € R™" ortogonalni. Pak Q7 Q = I,, ma vlastni ¢isla samé jednicky. Tedy ortogonalni
matice () ma singularni ¢isla také samé jednicky.

Toto pozorovani plati i opa¢nym smérem: pokud mé matice A € R™*™ v8echna singularni ¢isla rovna
jedné, pak je ortogonalni. To se nahlédne snadno, nebot ¥ = I, a tedy A = USVT = UL, VT = UV”T
diky tomu, Ze soucin ortogonalnich matic je opét ortogonalni matice. O

Piiklad 3.4. Bud A € R™ " symetricka. Pak AT A = A% ma vlastni ¢isla druhé mocniny vlastnich ¢isel
Ay ...y Ap matice A. Tudiz singularni ¢isla A jsou |A1], ..., |A\,| po sestupném setiidéni. O

13
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Diikaz véty 31 Bud ATA = VAVT spektralni rozklad matice AT A, a oznac¢me vy, ... ,v,, sloupce ma-
tice V. Bud rank(A) = r. Pak

Ai  pokud i = j,
UJTATAUZ- = va)\ivi =P , ‘7 (3.1)
0 pokud i # j.
Definujme u; = ﬁAvi pro ¢ =1,...,r. Pak diky (3] mame v; L v; a navic
wil|3 = (i, u;) = <\/%7Avi, %Avi> = )\%’U;TATA’Ui =1
TudiZ wuy,...,u, tvoii ortonormalni systém. Nyni ([B.I]) 1ze pFepsat na tvar
u? AV )\1 0
- av- ; (32)
ul Vi 0
Rozsifime systém na uq,...,uUy,..., Uy, ortonormalni bazi R™. Protoze u; € S(A) a rank(A) = r, tak

doplnéné vektory patii do S(A)* a proto ul'A = 0 pro i = r + 1,...,n. Tudiz rovnost ([B2) mizeme
rozsitit na

T v 0

Uy _
LAV = B :
T vAr 0
m o ... 0 0

Oznaéime-li tuto rovnost jako UT AV = ¥, dostaneme tpravou A = ULV, O

Poznamka 3.5. Dikaz véty prozradil navic, Ze matice V' je ortogonalni matici ze spektralniho rozkladu
matice AT A. Podobng, matice U je ortogonalni matici ze spektralniho rozkladu AAT":

AAT = uxvTyvetuT = usy?u? = U diag(e?,...,02,0,...,0)UT.

) q’
Bohuzel, spektralni rozklady matic AT A a AAT nemiizeme pouzit ke konstrukci SVD rozkladu, protoze
nejsou jednoznac¢né. Pouzit muZzeme jen jeden a druhy dopocitat trochu jinak.

Diukaz véty také naznadil, jak se d4 SVD rozklad spocitat.
Pi#iklad 3.6. Bud A = (111 1). Spektrélni rozklad matice AT A je

/2 ..\ /4 /2 1/2 1/2 1)2
/2 ... 0

/2 ... 0

/2 ... 0

AT A =

—_ = = =

11
11
11
11

—_ =
|

Nyni u; = \/%Avi = 1. TudiZ plny a redukovany SVD rozklad je

1/2 1/2 1/2 1)2

A=@mEooo| . .. . = (1)(2)(1/21/21/21/2). O

Kromé véty existuje jesté jiny vztah mezi singularnimi a vlastnimi &isly.

Véta 3.7 (Vztah singularnich a vlastnich ¢isel I1.). Matice A € R™*"™ md singuldrni ¢isla o1, . .., 0, pravé
tehdy, kdyZ nenulovd vlastni ¢isla matice
0 A
(4 9) (33

480U O1y. ..y Op, —COpy...,—01.
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Diikaz. Implikace ,<=“. Bud X vlastni &islo a (y”,27)T odpovidajici vlastni vektor (AOT ’3), t].

(r 0) () -2C)
AT 0 ) \x x)’
To se rozpada na dvé rovnosti ATy = Az, Az = \y. Tudiz AT Az = AT(Az) = AT Ay = A2z. Podle
véty B2 je 0 := VA2 = |A| singularni &islo A.

Implikace ,,=“. Bud o singularni ¢islo A. Pak podle véty B2 je AT Az = o2z pro jisté 2 # 0. Oznaéme
Y= éACE. Pak Az = oy, ATy = ox, neboli

(r 0) ()=~ ()

Proto je o vlastnim ¢islem (AOT ‘3) Analogicky ozna¢me 3’ = —%Am. Pak Az = —oy/, ATy = —ox,
neboli

0 A yl _ ., yl

AT 0 x x )
Proto je i —o vlastnim ¢islem ( /?T 6‘). O

Jako diisledek dostaneme proplétaci vlastnost pro singularni ¢isla.

Dausledek 3.8 (Proplétaci vlastnost pro singularni ¢isla). Bud A € R™*™ hodnosti r a necht matice B
vznikne z A odstranénim jednoho tddku ¢ sloupce. Pak

O'1(A) > O'1(B) > O'Q(A) > ... 2 0'7«,1(14) > 0'7«,1(3) > )\T(A)

Diikaz. Plyne piimocaie pouzitim Cauchyho proplétaci vlastnosti z véty [2.7] na matici ( AT O ) Pokud B

0 A

AT 0 ) odstranime i-ty fadek a sloupec. O

vznikne a A odstranénim i-tého fadku, tak z matice (

Jinym dutsledkem véty [3.7] je min-maxové representace singulédrnich ¢isel. Pro jednoduchost uvadime
jen adaptaci Rayleighovy—Ritzovy formule, namisto obecnéjsi Courantovy—Fischerovy.

Disledek 3.9 (Min-maxova representace singularnich ¢isel). Bud A € R™*". Pak

o1(A) = max 2T Ay. (3.4)

lzll2=llylla=1

Diikaz. Aplikaci Rayleighovy-Ritzovy véty 2.4] na matici ( ) dostaneme

o1(A) = max (2T < ><> max z! Ay,
1(4) ||<x,y>||2:1( AT 0 1
> 2 max Ay = max ! Ay.
l(@y)ll2=1, [|z]l2= ||y||2 lzll2=llyll2=1

Na druhou stranu, necht A = ULVT je SVD rozklad a necht u je prvni sloupec matice U a v je prvni
sloupec matice V. Pak u? Av = uTUSVTv = el'Se; = 01(A). Tedy rovnost v (3.4) se nabyde pro z := u
ay =v. O

3.2 Aplikace SVD rozkladu
Poznamka 3.10. Neékolik praktickych aplikaci (v angli¢ting):

e A pattern analysis of the second Rehnquist U.S. Supreme Court:
http://www.pnas.org/content/100/13/7432.abstract

e Blockbuster Algorithm:
https://wuw2.bc.edu/ "baglivo/MT210/SVDBlockbuster . pdf


http://www.pnas.org/content/100/13/7432.abstract
https://www2.bc.edu/~baglivo/MT210/SVDBlockbuster.pdf
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SVD a ortogonalizace

SVD rozklad lze pouzit k nalezeni ortonormélni baze (nejen) sloupcového prostoru S(A). Na rozdil od
dosavadnich pfistupt nemusime predpokladat linearni nezavislost sloupcii matice A.

Véta 3.11. Necht A=UXVT = U, SV je SVD rozklad matice A € R™*". Pak

(1) Sloupce Uy tvofi ortonormdlni bdzi prostoru S(A).
(2) Sloupce Uy tvori ortonormdini bdzi prostoru Ker(AT).
(8) Sloupce Vi tvofi ortonormdlni bdzi prostoru R(A).

(4) Sloupce Vo tvori ortonormdlni bazi prostoru Ker(A).

Diikaz.

(1) Redukovany SVD rozklad je A = U, SV{'. Pfenasobenim V; zprava dostaneme AV; = U;S. Nyni,
S(A) 3 S(AV)) = S(U1S) = S(Uy) diky regularité matice S. Protoze rank(A) = rank(U; ), méame
rovnost S(A4) = S(Uy).

(2) Analogicky jako [(4)]

(3) Plyne z predchoziho diky R(A) = S(AT).

(4) Z transpozice AT = V,SU{ dostavame redukovany SVD rozklad matice A”. Tedy sloupce V; tvoif

ortonormalni bazi prostoru S(AT) = R(A) = Ker(A)*. Proto sloupce Va, které dopliuji sloupce
V1 na ortonormalni bazi R™, predstavuji ortonormélni bazi Ker(A). O

SVD a projekce do podprostoru

Pomoci SVD rozkladu muzeme snadno vyjadfit matici projekce do sloupcového (a fadkového) prostoru
dané matice. Dokonce k tomu nepotiebujeme predpoklad na linearn{ nezévislost sloupct matice.

Véta 3.12. Necht A=UXVT = U, SV je SVD rozklad matice A € R™ ™. Pak matice projekce do
(1) sloupcového prostoru S(A) je U, UYL,
(2) tddkového prostoru R(A) je V, VT,

Diikaz.

(1) Z vety BIIl je S(A) = S(Uy). Sloupce U jsou linearné nezavislé, a proto matice projekce ma dle
znamé véty tvar Uy (UL Uy) UL = U, (1)UL = U,UT.

(2) Plyne z predchoziho diky R(A) = S(AT). O

Podobnym zptsobem lze odvodit i vzorecek pro priblizné feSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich
¢tverct. Nicméné, pozdéji ve vété [4.7] ukazeme silngjsi vysledek.

SVD a geometrie linearniho zobrazeni

Bud A € R™™ "™ regularni matice a studujme obraz jednotkové koule pii zobrazeni x — Axz. Z SVD roz-
kladu A =UXVT plyne, Ze linearni zobrazeni lze rozlozit na slozeni ti{ zadkladnich zobrazeni: ortogonalni
zobrazeni s matici V7, gkalovani podle ¥ a ortogonalni zobrazeni s matici U. Konkrétné, zobrazeni s matici
VT zobrazi kouli na sebe sama, ¥ ji zdeformuje na elipsoid a U ji otoéi/pievrati. Tedy vysledkem bude
elipsoid se stfedem v pocatku, poloosy jsou ve smérech sloupct U a délky maji velikost o1,...,0p,.

Hodnota g—:L > 1 se nazyva mira deformace a kvantitativné udéva, jak moc zobrazeni deformuje geo-
metrické utvary. Je-li hodnota rovna 1, elipsoid bude mit tvar koule, a naopak ¢im vétsi bude hodnota,
tim protahlejsi bude elipsoid. Vyznam této hodnoty je ale nejenom geometricky. V numerické matematice
se podil Z—:L nazyvéa ¢islo podminénosti a ¢im je vétsi, tim hife podminéna je matice A ve smyslu, Ze vyka-
zuje §patné numerické vlastnosti — zaokrouhlovani v pocitacové aritmetice s pohyblivou fadkovou ¢arkou
zpusobuje chyby. Vice budeme probirat v sekci
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SVD a numericky rank

Hodnost matice A je rovna poc¢tu (kladnych) singularnich ¢isel. Nicméné, pro vypocetni ucely se hodné
malé kladné ¢islo povazuje za praktickou nulu. Bud e > 0, pak numericky rank matice A je max {s; os > €},
tedy pocet singularnich ¢isel vétsich neZ e, ostatni se berou za nulova. Naptf. Matlab / Octave bere
e == max{m,n} - o1 - eps, kde eps ~ 2 - 1071 je piesnost pocitacové aritmetiky.

SVD a low-rank aproximace

Bud A € R™" a A = USV7T jeji SVD rozklad. Jestlize ponechame k nejvétsich singularnich &isel a
ostatni vynulujeme ox41 =0, ..., o, = 0, tak dostaneme matici

A = U diag(oy,...,05,0,...,00VT

hodnosti k, ktera dobfe aproximuje A. Navic tato aproximace je v jistém smyslu nejlepsi moznéa. To jest,
v ur¢ité normé (viz véta[5.26]) je ze viech matic hodnosti k pravé A’ nejblize matici A. Low-rank aproximaci
vyuzijeme v nasledujicim:

SVD a komprese dat

Predpokladejme, Ze matice A € R™*™ reprezentuje data, které chceme zkomprimovat. Pokud rank(A) = r,

tak pro redukovany SVD rozklad A = U;SV{! si potiebujeme zapamatovat mr +r +nr = (m +n+ 1)r
hodnot. Pfi low-rank aproximaci A ~ U diag(oy,...,0,0,... ,O)VT si sta¢i pamatovat jen (m +n+ 1)k
hodnot. Tedy kompresni pomér je k : 7. Cim mensi k, tim mensi objem dat si stadi pamatovat. Ale na
druhou stranu, mensi k£ znaci horsi aproximaci.

Priklad 3.13. Zminény postup ilustrujeme na kompresi obréazku. Pfedpokladame, Zze matice A € R"™*"
reprezentuje obrazek, ve kterém pixel na pozici (7,j) ma barvu s ¢islem a;;. Nasledujici obréazky ilustruji
komprimaci pro riznou volbu k. Pro k = 480 mame originélni obrazek, pro 150 asi tfetinovou kompresi
bez znatelné Gjmy na kvalité obrazku, pii k = 50 uz dochazi k zrnéni a pfi k = 5 je obrazek znacné
rozmazan (ale na to, Ze mame zhruba 1% ptivodniho objemu dat, je vysledek stéle slusny).

original (k = 480)
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k =50

Obrazek predstavuje foto z konference o numerické algebie v Gatlinburgu z r. 1964, a zaznamenava
nejvetsi numerické matematiky své doby, zleva: James H. Wilkinson, Wallace Givens, George Forsythe,
Alston Householder, Peter Henrici, a Fritz Bauer. Obrazek se sklada z 480 x 640 pixelt, SVD rozklad trval
cca b sec (11.5.2010). Zdrojovy kod pro Matlab / Octave:

( )
load gatlin,

[X,S,Y] = svd(X);

figure(2), clf,

k = 150;
Xk = X(:,1:k)*%S(1:k,1:k)*Y(:,1:k)?;
image (Xk) ,
colormap (map) ,
axis equal, axis off,
N O

SVD a mira regularity

Hodnota determinantu se jako mira regularity matice moc nehodi. Zato singularni ¢isla jsou pro to jako
stvofena. Bud A € R™ ™. Pak o0,, udava vzdalenost (v jisté normé, viz véta [(.26) k nejblizsi singularni
matici, podrobné&ji viz m, M] TakZe je to v souladu s tim, co bychom si pod takovou mirou pred-
stavovali. Ortogonalni matice maji miru 1, naproti tomu Hilbertovy matice maji malou miru regularity,
tj. jsou témér singularni:

n  on(Hpy)
3 ~0.0027
5 =~1076
10 ~10°13
15 ~107!8
Cviceni
3.1. Urcete singularni ¢isla matic:

(@) (§0);

(b) (11i1)

(¢) a=(ar,...,an)",

(d) a=(a1,...,an),

(e) positivné definitni matice s vlastnimi &isly Ay, ..., \,.
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0 a O 0
0

(f) A= 0
0o . Up—1
a, O 0 0

3.2. Urcete SVD rozklad matic

(a) A= 0pp,
(b) A =diag(ai,...,an), a1 > ... >a, > 0.
(c) A=diag(ay,...,an).

3.3. Bud A = zy”, kde x,y € R". Uréete o1(A), p(A) a porovnejte je. Kdy se rovnaji?
3.4. Ukazte, Ze matice A € R™"™ méa nulové singulérni &islo pravé tehdy, kdyz méa nulové vlastni &islo.

3.5. Necht v8echna singularni &isla matice A € R™ "™ jsou stejna. Ukazte, Ze A je nasobek ortogonalni
matice.

3.6. Necht regularni matice A € R™*™ ma singularni ¢isla o1 > ... > 0,. Najdéte singularni ¢isla matic
AT A1 a adj(A).
3.7. Vime, 7e matice AB a BA maji stejna (nenulova) vlastni ¢isla. Co singularni ¢isla?
3.8. Poldrni rozklad matice A € R™" je rozklad A = PQ, kde P je positivné semidefinitni a @
ortogonalni.
(a) Ukazte, ze kazda matice A € R™*"™ méa polarni rozklad.
(b) Ukazte, Ze matice P je jednozna¢né urena tak, ze vyjadiite P = vV AAT.
(¢c) Zobecnéte tvrzeni na obdélnikové matice: Kazda matice A € R™*™ m > n, ma rozklad
A = PQ, kde P je positivné semidefinitni a () mé ortogonalni sloupce.
(d) Najdéte polarni rozklad matice a € R™.
(e) Ukazte, ze polarni rozklad a SVD rozklad jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze jeden lze snadno

odvodit z druhého.
*3.9. DokaZzte druhou ¢ast disledku 3.9
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Kapitola 4

Pseudoinverzni matice

Pfirozena snaha zobecnit pojem inverzni matice tak, aby tato zobecnéna inverze (=pseudoinverze) existo-
vala i pro singularni ¢i dokonce obdélnikové matice, vedla k nékolika konceptiim. Nejznaméjsi je Mooreova—
Penroseova pseudoinverze, ktera existuje pro kazdou matici a vyskytuje se u ortogonalnich problému jako
je napiiklad metoda nejmensich ¢tverct. Drazinova pseudoinverze, kterd existuje jen pro ¢tvercové matice,
se spiSe vyskytuje u neortogonélnich problémd.

Kazdopadné je dobré mit na paméti, ze pseudoinverze se mélokdy pocita explicitné. Spis se pouziva
pro stanoveni a explicitni vyjadieni urcitych vlastnosti. Je to podobné jako pro klasickou inverzi: soustavu
Az = b nefesime podle vzorce x = A~1'b, nicméné toto explicitni vyjadieni FeSeni je velmi uzitecné.

Podrobné se pseudoinverzemi zabyva napiiklad kniha Ben-Israel and Greville [2003].

4.1 Mooreova—Penroseova pseudoinverze
Nejcastéjsi pseudoinverzi je tzv. Mooreova—Penroseova pseudoinverz, ktera spociva na SVD rozkladu.

Definice 4.1 (Mooreova-Penroseova pseudoinverze). Bud A € R™*™ matice s redukovanym SVD rozkla-
dem A = U, SV, Je-li A # 0, pak jeji pseudoinverze je AT = V71U € R™™. Pro A = 0 definujeme
pseudoinverzi piredpisem Af = AT,

Piiklad 4.2. Pseudoinverze nenulového vektoru a € R” je af = aTlaaT, specialné napt. (1,1,1,1)F =

1(1,1,1,1)T. O

) ) )

Véta 4.3 (Vlastnosti pseudoinverze). Bud A € R"™*"  pak
(1) Je-li A reguldrni, tak A~' = AT,

(2) (AN} = 4,
(3) (AT)! = (A")T,
(4) A= AAT4,

(5) AT = ATAAT,

(6) AAT je symetrickd,

(7) ATA je symetrickd,

(8) md-li A linedrné nezdvislé sloupce, pak AT = (AT A)~TAT,

(9) md-li A linedrné nezdvislé Fdadky, pak AT = AT(AAT)~1.
Diikaz. Vlastnosti se dokdzou jednoduSe z definice. Pro ilustraci ukdzeme jen dvé vlastnosti, zbytek ne-
chavame Ctenari.

Y Nezavisle ji objevili americky matematik Eliakim Hastings Moore r. 1920 v feéi ortogonalnich projekei a anglicky fyzik,
slavny popularizator, Roger Penrose r. 1955 jako matici spliiujici vlastnosti [(H(7)| z vety 31

21



22 Kapitola 4. Pseudoinverzni matice

7 predpokladu je Vi Etvercova, tedy ortogonalni. Pak
(ATA) ™' = (VSuT U sV )~ = (Vs Tt = s
z Gehoz (AT A)~1AT =V, S72V]'V,SUT = v, S~1UT = AT O

Prvni vlastnost fika, ze se skutecné jedna o zobecnéni klasické inverze. Vlastnosti|(4)H(7)|jsou zajimavé
v tom, Ze davaji alternativni definici pseudoinverze; ta se totiz ekvivalentné dé definovat jako matice, ktera
spliuje podminky |(4)H(7)} a takova matice kupodivu existuje vzdy pravé jedna.

Poznamenejme, Ze nékteré vlastnosti, u kterych bychom ocekévali Ze plati, tak obecné platit nemusi.
Napi. obecné AAT # ATA a (AB)T # BTAT.

Pomoci pseudoinverze elegantné vyjadiime matice projekce do maticovych prostoru.
Véta 4.4. Bud A € R™*". Pak matice projekce do

(1) sloupcového prostoru S(A) je AAT,

(2) tddkového prostoru R(A) je ATA,

(3) jadra Ker(A) je I,, — ATA.

Diikaz.
(1) S pouzitim redukovaného SVD rozkladu A = U, SV{!" upravme

AAT = U svivis—iul = v Ut
Podle véty 312 je to hledana matice projekce U,U{ .

(2) Analogicky jako v piedchozim je ATA = V;V{T, coZ je matice projekce do R(A).
(3) Plyne z vlastnosti Ker(A) = R(A)*. O

Zajimava je interpretace pseudoinverze z hlediska linearnich zobrazeni.

Véta 4.5 (Pseudoinverzni matice a linearni zobrazeni). UvaZujme linedrni zobrazeni f(x) = Az, kde
A e R™*",
(1) Pokud definiéni obor f(x) omezime pouze na prostor R(A), tak dostaneme isomorfismus mezi R(A)
a f(R™).
(2) Inverzni zobrazeni k tomuto isomorfismu md tvar y — Ay,

Driikaz.

(1) Zobrazeni s omezenym definiénim oborem je ,na“, protoze
FR™) = §(A) = R(AT) = R(AAT) = S(AAT) = {Ay; y € R(A)} = F(R(A)).

Jelikoz prostory f(R™) a R(A) maji stejnou dimenzi, musi byt zobrazeni isomorfismem.

(2) Podle véty EA(2)| se kazdy vektor 2 € R(A) pii zobrazeni z +— AT Ax zobrazi na AT Az = z. Tudiz
A" je matice inverzniho zobrazeni k zobrazeni z — Ax. O

ey,

piibliznych feSeni metodou nejmensich ¢tverct nefesitelnych soustav. V obou piipadech je AT v jistém
smyslu vyznacné feSeni.

Véta 4.6 (Pseudoinverzni matice a FeSeni soustav rovnic). Bud A € R™*" b€ R™ a X mnoZina fesent
soustavy Az = b. Je-li X # 0, pak
X = A'b 4 Ker(A).

kde
Ker(A) = S(I, — ATA).

Navic, ze viech vektorii z mnoZiny X md Atb nejmensi eukleidovskou normu, a je to jediné resent s touto
vlastnosti.
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Diikaz. ,=“ Bud z € X, tj. Az = b. Potom AATD = AATAz = Az = b, tedy AT € X. Vime, 7e
X = xo+ Ker(A), kde zg je libovolné fegeni. Podle véty LA(3)| je Ker(A) = S(I, — ATA) a za z¢ miZeme
volit Afb.

»Norma.“ Podle véty LH(2)] je ATb € R(A), a dale plati R(A)" = Ker(A4). Nyni podle Pythagorovy
véty pro kazdé y € S(I, — ATA) plati

1ATD + yll5 = [ ATB]I3 + [lyll5 > [ ATb]l3.

Tedy ATb nejmensi eukleidovskou normu. Kazdy jiny vektor z X ma normu vétsi, protoze y # 0 implikuje
yll2 > 0. O

Véta 4.7 (Pseudoinverzni matice a metoda nejmensich ¢tverci). Bud A € R™*" b€ R™ a X mnoZina
piiblizngch TeSent soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci. Pak

X = ATh + Ker(A).

Navic, ze viech vektori z mnoziny X md Atb nejmenst eukleidovskou normu, a je to jediné vesent s touto
vlastnosti.

Diikaz. Mnozina pribliznych feSeni soustavy Az = b metodou nejmensich ¢tverci je popsana soustavou
AT Ax = ATb. Protoze X # (), podle véty mame

X = (ATA)T(ATb) + Ker(AT A).

Jelikoz (AT A)TAT = AT a Ker(ATA) = Ker(A), ma mnozina X pozadovany popis a ATb pozadovanou
vlastnost. O

Piedchozi dvé véty tedy mj. Fikaji, ze ATb je vyznacény vektor. V pifpadé, Zze soustava Az = b ma
feSeni, pak je jejim FeSenim s minimé&lni normou. A v pripadé, Ze soustava Axr = b nemé feSeni, pak je
jejim pfibliZznym feSenim (opét s minimalni normou) metodou nejmensich ¢tverci. Navic neni zapotiebi
predpokladu na linearni nezavislost sloupct matice A.

4.2 Drazinova pseudoinverze

Druhy typ pseudoinverze, ktery zminime, je Drazinova pseudoim)erz. Existuje pouze pro ¢tvercové
matice.

Definice 4.8 (Drazinova pseudoinverze). Bud A € R™ " a necht A = SJS~!, kde J je Jordanova
normélni forma matice A. Necht J je tvaru J = ((3 9 ), kde C je regularni a N obsahuje Jordanovy buiky
pro nulové vlastni &sla. Pak Drazinova pseudoinverze je AP = § (Ca ! 8) S—1

Piiklad 4.9. Bud A = (J}). Pak AT = (09), ale AP = (39). Tudiz Mooreova-Penroseova a Drazinova
pseudoinverze obecné nejsou shodné. O
Véta 4.10 (Vlastnosti Drazinovy pseudoinverze). Bud A € R™*"™ pak

(1) Je-li A reguldrni, tak A= = AP,

(2) APAAP = AP,

(3) AAP = AP A,

(4) AFTLAD = AF | kde k je nejmensi takové, ze rank(AFT1) = rank(A*) (tzv. index).
Diikaz. Vlastnosti se dokdzou jednodusSe z definice. Pro ilustraci ukdzeme jen dvé vlastnosti, zbytek ne-
chavame ¢tenafi.

Je-li A regularni, tak A = SCS~!. Proto A=l = SC~18~1 = AP,

[ AP447 =5 (5" §) (§0) (%' ) S =5 (760 8,) s = 5(S' ) s = 4P D

2 Objevil ji americky matematik Michael P. Drazin, viz Drazin [1958].
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Drazin puvodné definoval pseudoinverzi jako jednozna¢nou matici, kterd spliuje vlastnosti |(2){H(4)]
Tedy podobné jako Mooreova—Penroseova pseudoinverze se da Drazinova pseudoinverze zavést vyctem
vlastnosti, které ma splhovat.

S Drazinovou pseudoinverzi se miZeme setkat napf. pri feSeni linearnich diferencidlnich rovnic, ale
objevuje se i jako tzv. grupova inverze.

Priklad 4.11 (Maticova grupa). Je dobfe znadmo, Ze regularni matice z R"*" s nasobenim tvoii grupu a
inverzni prvek odpovidéa klasické maticové inverzi. V prostoru R™*™ miZeme najit ale i jiné grupy s operaci
nésobeni.

Bud S € R™™ pevna a regularni a bud k& < n. Definujme mnoZinu G v8ech matic z R™*" tvaru
S (g 8) S~1 kde C € RF*¥ je regularni. Tedy vSechny matice v G jsou singularni. Neni t&7ké nahlédnout,

7Ze G tvori grupu s nasobenim. Neutralni prvek je S (Iéf 8) S~1 a inverzni prvek k A = S (g 8) S~ je

S ( “ ! 8) S—t = AP Tedy inverzni prvky piesné odpovidaji Drazinové pseudoinverzi. O
Cviceni
4.1. Urcete psudoinverzi matic
(a) A=diag(ay,...,an), a1 >...>ay >0.
(b) A=diag(ay,...,ay).
4.2. Dokazte:
(a) AAT je symetricka,
(b) A= (AHTATA,
4.3. Bud A € R™*" p e R™ a pro soustavu Ax = b ukazte, Ze

ma aspon jedno feSeni pravé tehdy, kdyz AATh = b,

(a
(b
(c
(d

)
) méa nanejvys jedno feSeni pravé tehdy, kdyz AAT = I,,,

) méa pravé jedno feseni pravé tehdy, kdyz AATb = b a AAT = I,,,

) méa-li aspon jedno feeni, pak viechna feSeni jsou vyjadfit jako ATb +y — AT Ay, kde y € R?
je libovolné.

4.4. Bud A € R™", Dokaite, 7e X = Al je optimalnim FeSenim tlohy

min ||AX — I,||r
XGR”XWL

a diskutujte jednoznacnost optima (zde je potfeba znalost z kapitoly F). Pseudoinverze A' je tedy
v jisté normé nejlepsi jednostrannou inverzi k A.

*4.5. Ukazte, Ze maticova soustava rovnic AXB = C s libovolnymi maticemi vhodnych rozméri ma
feSeni pravé tehdy, kdyz AATCB'B = C. Navic, mnozina fedeni je tvaru X = ATCBT +V —
ATAY BBT, kde Y je libovolna matice piislusnych rozmérii.

4.6. Dokazte zbylé vlastnosti véty 10 o Drazinové pseudoinverzi.
4.7. Dokazte ((AP)P)P = AP (AP)T = (AT)P.
4.8. Najdéte priklad, kdy (AP)P # A.
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Maticova norma

Norma matice je dilezita, protoze umoznuje Fici jak je matice ,velkd*, jaka je vzdalenost dvou matic, co
znamend, ze posloupnost matic konverguje k matici, nebo zavést nekoneény soucet matic.

Pripomenme, ze wvektorovd morma na redlném ¢i komplexnim vektorovém prostoru V' je zobrazeni
II-1]: V — R, spliujici:

(1) |||l = 0 pro vSechna x € V, a rovnost nastane pouze pro x = 0,

(2) |laz| = |a| - ||z|| pro v8echna x € V/, a pro vSechna « € R resp. a € C,

B3) [l +yll < llz] + [yl

Dulezitym piikladem norem v R™ jsou £,-normy definované

1
l2lle, = (327 |=il?) 7,

kde p > 1. Specialné pro p € {1,2} a limitnim pfechodem pro p = co dostavame souctovou, eukleidovskou
a maximovou normu

qufl = Z?:l ’1‘2‘,

2lle; = /220y 275

[#]les = max |a;].
i=1,...,n

Protoze prostor matice R™*™ tvoii vektorovy prostor, muzeme vektorové normy aplikovat i na matice.
Tim dostavame nasledujici normy

| Alle, = ZZ]‘:l |aij|’
| Alle, = ZZj:l a?ja

[Allee = max ag].
i,J=1,...,n

Specialné, norma |[All¢, se Casto nazyva Frobeniova norma a znali se ||A||rp. MuZeme ji ekvivalentné
vyjadrit jako
| Al = 1/ trace(AT A).

5.1 Definice a priklady, indukovana norma

Po maticové normé se oproti vektorové vyzaduje jesté jedna dileZita vlastnost navic, tzv. konsistence
¢ sub-multiplikativita, |AB|| < ||A]|| - || B]|. Proto maticovou normu definujeme nésledujicim zptsobem.
Omezime se na redlné matice a normy, komplexni se definuji analogicky.

Definice 5.1 (Maticova norma). Zobrazeni ||-||: R"*™ — R je realn& maticovd norma, pokud spliuje pro
vSechny A € R"*" a o € R:

25
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(1) |A|| = 0, a rovnost nastane pouze pro A = 0,

(2) llaAll = laf - [lAl,

3) 1A+ Bl < (Al + [IB]l

(4) [|AB[| < [|A[-1B]]-

Tvrzeni 5.2. Pro kazdou maticovou normu a k € N plati || A*|| < || A%,

Diikaz. Matematickou indukei: Aplikujeme iterativné vlastnost z definice maticové normy. O

Pfirozena otazka je, jestli £,-normy splituji vlastnost tedy jestli jsou skuteénymi maticovymi nor-
mami.
Véta 5.3.

(1) |Alle, je maticovd norma,

(2) ||Alle, = ||AllF je maticovd norma,

(3) ||Alle,, meni maticovou normou, ale je ji

[Alley, = - max agl.

2,J=1,...,
Diikaz. Staci ovérit jen vlastnost
(1) [[ABlley = 2255 1 22k @ikbrsl < 225 5 1 1ainbs| < 225 ;5 k.o lainbei| = s i laie]) (g5 1bes]) = 1 Alley | Blley

(2) S vyuzitim Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti || AB|/% = > (Ok aikbrj)? < > (O k az) (>, sz) =
(Zi,k a?k)(Zz,j b%j) = ||AH%HB||%»

(3) ||A]l¢., neni maticovou normou, nebot napitklad pro A = (1) je 2 = [|4%] £ ||A* = 1.
Nicméng, pro variantu || Al mame [[AB|[¢g = n-max; ;| aixbrs| < n-max; ;) |am||br;| <
n-maxi; ) oy [ Allec|Blle =1 |Alle -1 [ Bllew = 1 Alle 1Bl O

Je-li ||v|| vektorovou normou, pak a||v|| je vektorovou normou pro v8echna o > 0. Tato vlastnost pro
maticovou normu uz neplati, jak ukéazal protipiiklad pro ||A||¢,, . Nicméné, plati nasledujici slabsi verze.

Tvrzeni 5.4. Je-li ||A|| maticovou normou, pak | Al je maticovou normou pro vsechna « > 1.

Diitkaz. Staci opét ovéfit jen vlastnost [(4)] Protoze ||AB|| < ||A| - || B]|, tak plati || AB|| < a|A| - | B|| <
([ All) - ([ B)- O

~ev .

normy.

Definice 5.5 (Indukovanid maticovd norma). Bud || - ||: R® — R vektorovd norma. Pak indukovand

maticovd norma na R™ ™ je definované

[All = max [[Az].

:|jz]|=1
ProtoZe jednotkova sféra je kompaktni a norma spojité, tak maximu z definice se nabyde a indukovana

norma je tak dobfe definovana. Alternativné miizeme indukovanou normu téz vyjadrit jako

A
|A|l = max [|Az|| = max ||Az| = max I $||.
z:f|z]|=1 z:||z|| <1 270 Hx”

Druh4 rovnost nastava diky tomu, Ze norma je konvexni funkci a maximum konvexni funkce se nabyde na
okraji mnoziny pfipustnych reSeni.

Poznamka 5.6 (Geometricky vyznam indukované normy). Uvazujme linearni zobrazeni z — Ax s re-
gularni matici A. Jednotkova kruznice {z € R"; ||z|| = 1} se zobrazi na mnozinu {Azx € R"; ||z|| = 1}.
Nejvétsi velikost vektort z této mnoziny je pravé ||A||, ¢ili indukovand norma odpovidd maximalnimu
roztahnuti jednotkové kruznice. jak uvidime ve tvrzeni 510, nejmensi ztZeni je naopak rovno ||A~1|| 1.
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Véta 5.7. Indukovand norma je maticovou normou a navic plati ||Azx| < || Al - ||z| (%j., maticovd norma
je konsistentni s vektorovou normou, kterd ji indukuje).
Diikaz. Ovérime axiomy z definice maticové normy

(1) Zrejms ||A|| > 0. Rovnost nastane pokud ||Az| = 0 pro vSechna x, coZ je jenom kdyz A = 0.

(2) Vlastnost ||aA|| = |a| - ||A]| je zFejma.

(3) [[A+B|| = max,,|z=1 [[(A+B)z| < maxy, =1 ([[Az||+||Bz|]) < max,.|q=1 [[Az|+max,. =1 | Bz|| =
Al + [|B]]-

(4) Odvodime (za pfedpokladu Bz # 0, kteryzto lze snadno uéinit)

_ o 1ABzl _|ABz|| [|Bx| [ABz| Bz
|AB|| = max = max < max m
w20 |zl w0 [[Bxf] lzl] T a0 [|Bz| wro 2]
1Ayl Bz
< max — 4] B

y20 |yl w0 [|2]

(5) Nakonec, z (ekvivalentniho vyjadieni) definice indukované normy mame pro kazdé = # 0: ||A|| >

5t Tedy |l Az] < A - |12 =

Podivame se, jaké maticové normy indukuji vektorové £,-normy. Pro ten tcel oznacime tzv. maticové
p-normy

JAl, = max [Az],.
aillalle, =1

vvvvvv

Specialné pro p = 2 se maticova 2-norma nazyva spektrdlni norma a je jednou z nejdilezitéjsich maticovych
norem. (Schvalng, ktera norma je defaultni v Matlabu ¢i Octave?)

Lemma 5.8. Maticovd norma ||All2 je ortogondiné invariantni, tj. |[UAV |2 = ||All2 pro libovolné orto-
gondlni matice U,V .

Dikaz. S vyuzitim toho, ze eukleidovskd norma je ortogonalné invariantni,

lUAV|2 = max |[[UAVz|p, = max |AVz|,
z:[|z[le, =1 :||z]ley=1
= max AVzxllp, = max |Ayle = ||A]l2. O
AVl = e (ldyle, = 1]

Pro p € {1,2,00} lze maticovou p-normu jednoduse vyjadfit. Pro jiné hodnoty p jiz zadny jednodu-
chy vzorecek neni znam |Higham, 1996]. Pro hodnoty p ¢ {1,2,00} je dokonce vypocet ||A|, nebo jeji
aproximace NP-tézky problém |Hendrickx and Olshevskyl, 2010].

Véta 5.9. Plati[)
(1) | Ally = max; 37, |ai;|,
(2) ||All2 = 01(A) (nejvétsi singuldrni ¢islo A),
(3) | Alloc = max; 35 |ai;| = AT 1,
Diikaz. Staci ovéfit jen vlastnost
(1) Oznatme h = max; ), |a;;| = max; || As;jle, -
»,=>% Zvolme x = ek, kde k je index, pro néjz se nabyde maximum v definici h. Pak ||A|; >
[Az[le, = | Asklle, = h.
< Odvodme [|Ally = maxy ), =1 [|[Az[le, = maxy, |z, =1 | 22; @Al < maxgz, =122, 7] -
[Asjlle, < maxg: oy, =1 ;b = h.

Y Mnemotechnicka pomiticka na zapamatovani: symbol ,,1¢ je svisly, proto 1-norma vybir4 maximalni sloupcovy soudet,
zatimco ,,00“ je nalezato, proto oco-norma prochazi fadky.
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(2) Necht A = UXVT je SVD rozklad. Dle lemmatu B8 je |[Al2 = |[|X|2 = MaXy. |||,

1 |loilnze, = MAXy: |, =1 o1|lx|le, = o1, a rovnost nastane pro x = e;.

—1[Zz]le, <

MAXz:||z]|¢,

(3) Oznacme h = max; ), |ai;|.
,>“ Bud k index, pro néjz se nabyde maximum v definici h. Zvolme = = sgn(Ag,) znaménkovy
vektor k-tého Fadku A. Pak ||A|lec > ||Az]s,, = h.

, < Odvodme
[Alloo = maxy |z, =1 |AZ[le = maxy. ), =1 max; | 2; ai;z]
< MAXe o, =1 WX D |aij][ 2] < maxe ), -1 max; 325 [aijllz]le. = h- O
Tvrzeni 5.10. Pro indukovanou maticovou normu a reguldrni matici A plati ming, =1 ||Az|| = [|A7 1.
Dihaz. mingjoj || As]| = mingso gl = masx L fgly = max J Pl = a-r =, O

Poznamka 5.11 (Ekvivalence maticovych norem). VSechny maticové normy na R™™ jsou ekvivalentni
v nasledujicim smyslu: Budte || - ||o, || - |3 dvé& normy. Pak existuji ¢isla v, > 0 takové, ze pro kazdou
matici A € R™ "™ plati:

Y Alla < 1Al < 0] Alla-

Pro konkrétni normy pak muZzeme ur¢it i odpovidajici koeficienty, napiiklad plati [Horn and Johnson,
1984, str. 365]:

1
%HAHI <[ All2 < V7l Alx,
1

Al < | All2 < VAl Al
\/ﬁH oo < [ All2 < VnllAl

Al < [|AllF < vVnllAll2.

5.2 Spektralni polomér versus norma matice

Jedna (a zdaleka ne jedina) z podstatnych vlastnosti maticové normy je vztah ke spektralnimu poloméru.
Nez k nému prikro¢ime, poloZzme si otazku, jestli je spektralni polomér maticovou normou.

Piiklad 5.12. Spektralni polomér neni maticovou normou, protoze
1. p(A) =01 pro A # 0, napifklad pro A = (J}).
2. Neplati p(A + B) < p(A) + p(B), napiiklad pro A = (J}), B = AT.
3. Neplati p(AB) < p(A)p(B), napiiklad pro A = (9{), B= ({ 1), nebot p(A) = p(B) =1, p(AB) =
(1++/5)/2.

Nikoli ndhodou matice z protipiikladii jsou nediagonalizovatelné. Bude spektralni polomér maticovou
normou, kdyZ se omezime tfeba jen na symetrické matice? O

Prestoze tedy spektralni polomér neni maticovou normou, mizeme ho pomoci maticové normy vice ¢i
méneé tésné aproximovat.

Véta 5.13 (Odhad spektralniho poloméru pomoci normy). Bud A € R™ ™. Pak pro kaZdou maticovou
normu p(A) < ||A]|.

Diikaz. Bud A € C libovolné vlastni &islo a x odpovidajici vlastni vektor matice A, tedy Ax = Ax.
Definujme matici X :== (x| 0| --- | 0). Protoze plati AX = AX, miizeme odvodit

AL X = IAX] = lAX] < [[A]] - [l

Vydélenim || X|| # 0 dostavame || < || A4]]. O



5.2. Spektrdlni polomér versus morma matice 29

Nerovnost z véty mize byt ostra, napitklad pro A = (§}) je 0 = p(A) < ||A]], ¢ili nerovnost je ostra
dokonce pro kazdou maticovou normu. Navic rozdil || Al — p(A) mize byt libovolné velky, staci uvazovat
matici A = (J %) a a > 0 dost velké.

Na druhou stranu, jak fik4 véta dole, ke spektralnimu poloméru se muzeme piiblizit libovolné blizko
za pouziti vhodné normy.

Lemma 5.14. Bud' S € R™" reguldrni a || - || maticovd norma na R™*". Pak ||Al|s == ||[SAS™L|| je také
maticovou normou.

Diikaz. Axiomy z definice se snadno ovéfi. Napiiklad konsistence se odvodi takto:
IABlls = [SABS™!|| = [|SAST'SBS™!| < ISASTH[[ISBS™!|| = || Als]|B]s- O
Véta 5.15. Bud A € R"*™ a ¢ > 0. Pak existuje maticovd norma takovd, Ze p(A) < ||A|| < p(A) +e.

Diikaz. Kazda ¢tvercova matice je podobna matici v Jordanové normalni formé. Tedy existuje regularni
R € C™*" takova, ze RAR™! = J a matice .J je v Jordanové normalni formé. Definujme jako D diagonalni
matici s prvky ¢,t2,...,t" na diagonale, kde t > 0 je uréity parametr. Nyni

A 10,1} 0

0 Ao t=1{0,1} 0
DJD '=|": : ,
>\n71 t_l{o’l}
0 0 A

kde {0, 1} symbolicky zna¢i moznou hodnotu 0 nebo 1 (pfesny tvar Jordanovych bunék zde neni dilezity).
Tedy pro dost velké ¢ > 0 jsou mimodiagonalni prvky libovolné malé, a soucet prvki ¢-tého sloupce je
libovolné blizko vlastnimu &islu );. Podle lemmatu [5.14] definujme normu || A||s := ||[SAS~!||; pro S = DR.
Pak

|Alls = 1SS~ = [DRAR™D™ | = IDIDY; < plA) +=. =

Jak jsme zminili na zac¢atku této sekce, jedna z vlastnosti maticové normy je, ze ndm déva horni odhad
na spektralni polomér. To se miize hodit i v oblastech, kde se matice pfimo nevyskytuji.

Piiklad 5.16 (Odhady pro kofeny polynomt). Uvazujme polynom p(z) = 2" +a,_ 12" ' +... + a1z +ag.
Pfipomenme, Ze matice spole¢nice polynomu p(x) je ¢tvercova matice fadu n definovana

0 0 —agp

1 . R
Clp)=1o0 : —as

: .0 :

0O ... 0 1 —ap

a plati, Ze kofeny polynomu p(z) se shoduji s vlastnimi ¢isly matice C(p).
Bud z* kofen polynomu p(z). Pak pro libovolnou maticovou normu plati |z*| < p(C(p)) < [|C(p)].

Ruznou volbou normy dostaneme ruzné odhady na umisténi korenii. Napiiklad pouzitim normy || - ||oo
ziskdme

|2*| < |C(p)|loo = max{|ao|, 1+ |a1],..., 14 |an_1]} <1+ ,_fnax_ la;|,
coz je tzv. Cauchyho mez. O

Dalsich vztahi mezi maticovou normou a spektralnim polomérem je cela rfada. V pristi sekci zmi-
nime jesté jeden pozoruhodny vysledek (véta [19), ale k nému potfebujeme znat néco o mocninnych
posloupnostech.
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5.3 Mocninné posloupnosti

Nyni se dostavame k mocninné posloupnosti A, A%, A3, ... a jeji konvergenci. Nejprve ale rozsifime po-
jem konvergence posloupnosti na matice. Bud B, Bs,... € R™" posloupnost matic a A € R™*™. Pak

vyrazem limg_,o, By = A myslime ||By — A|| —k—o0 0. ProtoZe podle poznamky [5.11] jsou vSechny normy
ekvivalentni, je jedno jakou pouzijeme. Pouzitim normy ||A||,_ z véty B3] vidime, Ze maticova konvergence
je ekvivalentn{ konvergenci po prvcich.

Véta 5.17 (Postac¢ujici podminka pro konvergenci). Bud A € R™"*"™. Je-li ||A|| < 1 pro néjakou maticovou
normu, pak limy_,. A*¥ = 0.

Diikaz. Podle tvrzeni 5.2 plati ||A¥|| < [|A||¥ =400 0. Tudiz A% — 0 0. O

Obracena implikace obecné neplati pro kazdou normu, sta¢i vzit matici A = (J}) a ur€ité normy.

Norma matice A muze byt dokonce libovolné velka; staéi opét uvazovat A = (&) a a > 0 dost velke.

Na druhou stranu, ekvivalenci doséhneme prechodem ke spektralnimu poloméru. Navic do hry kromé
mocninnych posloupnosti zapojime jesté mocninné fady a ukaZeme slavny vysledek o Neumannovych
fadach. Je to pfimocaré zobecnéni znameé poucky o tom, Ze geometricka fada » - ¢ = 1%(1 praveé tehdy,
kdyz |q| < 1.

Véta 5.18 (Neumannovy fady). Bud A € R™ ™. Nasledujici jsou ekvivalentni:

(1) p(4) <1,
(2) limy_o0 A¥ =0,
(3) S22 AF konverguge.

Pokud plati jedna z téchto vlastnosti, pak (I, — A)~1 =Y 32, AF.

Diikaz.

A(D)={(2)F Protoze p(A) < 1, tak podle véty B.I5] existuje maticova norma takova, ze ||A|| < 1. Nyni
sta¢i pouzit vétu [B.171

JDOKERF Bud Az = Az, kde ) je vlastni &islo a 2 odpovidajici vlastni vektor. Pak A¥z = Mz,
Protoze A —j .o 0, musi i pravé strana konvergovat k nule. Tudiz |\| < 1, z éehoz p(A) < 1.

AB3)E(2)f Jasné.

AR)E[B) Matice (I, — A) (31, A*) = I,, — A"+ konverguje k I,, pro m — oo. Pro dost velké m je
I, — A" regulérni, a proto je I, — A rovnéz regularni. Tudiz miZeme psit > jo, A% = (I, — A)~Y(I, —
ALY e (I — A)7L O

Zde je dobré si uvédomit, ze (I, — A)~! mize existovat, aniz by platila jedna ze t¥f podminek véty.

Neumannovy fady se hodi leckde. Jedna okamzita aplikace je pro aproximaci inverzni matice (I, —A)~*
pomoci nékolika prvnich élent fady > 5o, A*. Je-li p(A) dost malé, pak i aproximace (I, — A) "' ~ I+ A
muze byt pouzitelna.

Véta 5.19 (Gelfandova formule). Pro kazdou maticovou normu a A € R™ ™ plati p(A) = limy_,o || A%||/%.

Diikaz. ,<“ Plati p(A)* = p(A¥) < ||A¥||, z cehoz p(A) < ||A¥||'/*. Tudiz nerovnost plati i v limité.

»,>" Bud e > 0 libovolné a definujme B := WA. Pak p(B) = mp(/l) < 1aproto B¥ =, 0.
Bud ko tak velké, ze pro viechna k > ko plati || B¥|| < 1. To nam dava ||A*| < (p(A) + e)F, z &ehoz

|A*||Y/* < p(A) + e. Tudiz pro viechna dost velka k je ||A*||'/* je libovolné blizko p(A). O

5.4 Ortogonalné invariantni normy

Definice 5.20. Maticovd norma ||A|| je ortogonéalné invariantni, pokud ||[UAV| = ||A]| pro libovolné
ortogonéln{ matice U, V.
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Bud A € R™*" hodnosti 7 a bud A = USV7 jeji SVD rozklad. Pro kazdou ortogonalné invariantni
normu plati ||A|| = [|[USVT|| = |||, tudiZ norma zavisi pouze na singularnich ¢islech matice A.

Z lemmatu 0.8 vime, Ze spektralni norma ||Al|2 je ortogonélné invariantni. Nicméné, neni to jediny
pripad. Nésledujici véta tika, Zze i Frobeniova norma je ortogonalné invariantni, protoze zavisi pouze na
singularnich ¢&islech.

Véta 5.21. Bud A € R™*"™ se singuldrnimi ¢isly o1,...,0,. Pak ||Allp = /> i 0%.

Dikaz. Podle a vety B2 mame |[Allp = />0, 377, af; = /trace(ATA) = /37, o7 O

Dalsimi priklady ortogonalné invariantnich norem je napfiklad Ky Fanovae norma, definovana jako
soucet k nejvétsich singularnich &isel, kde k je pevné. Tedy

k
IAllk, = > iy oi-

Specialng, pro k = 1 dostaneme spektralni normu a pro k = r dostaneme tzv. trace norm & nukledrni
normu. Nukledrni norma se ur¢itym zpusobem d& vyuZit pro aproximaci hodnosti matice — napf. v ro-
bustni PCA namisto minimalizace hodnosti matice minimalizujeme jeji nukledrni normu, protoze je jejim
nejlepsim dolnim konvexnim odhadem uvniti jednotkové koule. Nuklearni norma se téz znadi ||A||, a je
zajimavy jeji vztah s Frobeniovou normou:

|AllF = \/trace(AT A), ||All. = trace(\/ ATA).

To Schattenova norma je pii pevném p definovana jako £p-norma vektoru singularnich ¢isel (o1, ..., 0y),
tedy

1Alls, = (5, o?) 7.

Ukézat ortogonalni invariantnost dvou vySe zminénych norem je trividlni. Stejné tak prvni dvé vlast-
nosti z definice maticové normy. Vé&tsi praci da ukazat trojihelnikovou nerovnost a konsistenci, to vSak
dokazovat nebudeme.

Vyse uvedené normy se pouzivaji napiiklad v kvantové teorii informace. Mé&ri mj. vzdalenost dvou
kvantovych stavi a tim i podobnost vystupt (idealniho a skuteného) daného protokolu. To umoziuje
ur¢ovat jak dobfe protokol funguje [Wilde, 2017].

5.5 Dalsi aplikace maticové normy

Prokrustiv problém. Mé&me A, B € R™*" a otazka zni, jestli A vznikne z B vhodnou rotaci, tj. jestli
existuje ortogonalni ) € R™*™ takova, ze A = QB. Problémy tohoto typu vznikaji p¥irozené napiiklad
kdyZz porovnéavame dvé chemické struktury a chceme védét, jak moc si jsou podobné, pripadné jestli jsou
shodné az na otoceni resp. zrcadleni. V tom pfipadé () representuje matici otoCeni a fadky A resp. B
udéavaji napr. pozici jednotlivych atomt v prostoru prvni resp. druhé struktury.

Resme obecnéjsi optimaliza¢ni problém

min{||4A — QBJ; @ € R™*™ ortogonalni}. (5.1)

Ziejmé, pokud je optimalni hodnota 0, pak A = QB pro vhodnou ortogonélni ) a FeSeni ptivodniho
problému existuje. Pokud je optimélni hodnota kladna, pak feSeni ptivodniho problému existuje. Volba
vhodné maticové normy je na nas. Je prirozené volit ortogonalné invariantni normu, protoze pracujeme
s ortogonalnimi maticemi. Speciélné vyhodné je vybrat Frobeniovu normu.

Véta 5.22. Necht ABT = USVT je SVD rozklad matice ABT. Pak optimum 1ilohy (51) je Q@ = UVT.
Dudle, existuje ortogondlni QQ takovd, Ze A = QB prdvé tehdy, kdyz

[Alle = [IBllr = V3 iz1 0
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Diikaz. Pfipominame, Ze Frobeniova norma jako vektorovd norma je indukovana skalarnim soucéinem
(A, B) = trace(AT B). Nyni upravme tcelovou funkci minimalizaéni tlohy

|IA—QB|}=(A—QB,A—QB) = |A|% + |QB|7 — (4,QB) — (QB, A)
= |Al|% + | B|[% — 2(QB, A).

Necht ABT = UXVT je SVD rozklad matice ABT. Jelikoz ||A||% + || B||% je konstantni, maximalizujeme
vlastné na mnoziné ortogonalnich matic @ funkci

(QB, A) = trace(BTQT A) = trace(ABTQT) = trace(UXVTQT) = trace(XVTQTU).
Oznaéime-li ortogonalni matici H := VTQTU, méa vyraz nahofe hodnotu
(@B, A) = trace(XH) = Y ;_, oihy.

Jelikoz hi; € [—1,1] pro kazdé ¢, mé vyraz nejvétsi hodnotu Y ;_, 0y, ktera se nabyde pokud h;; = 1, tedy

H =1I,,. Z rovnosti I,,, = H = VTQTU pak odvodime Q = UV,

V druhé ¢asti tvrzeni je zfejmé, ze musi platit |A||p = ||B||r jako nutnd podminka diky ortogonalni
invariantnosti Frobeniovy normy. Z prvni ¢asti mame, Ze existuje ortogonalni () takova, ze A = QB prave
tehdy, kdyz

2 2
0=[|A-@Bl|r =2[Alr —2(@B, 4),

neboli kdyz
A% = (@B, A) = X1, 0i. O

Poznamka 5.23. Specialné pro B = [ pak dostavame, Ze nejlepsi aproximace matice A pomoci ortogo-

nalni matice Q je @ = UVT, kde A = USVT je SVD rozklad matice A.

Interpretace Mooreovy—Penroseovy pseudoinverze. Podobnou tlohou je nasledujici interpretace
MooreovyPenroseovy pseudoinverze, ktera ¥ika, ze ve Frobeniové normé je matice AAT nejlepsi aproximaci
jednotkové matice. Nejprve dokédZzeme pomocné tvrzeni, které je maticovou variantou Pythagorovy véty.

Lemma 5.24. Pokud pro matice X,Y € R™" plati XY =0 (¢ili S(X) L S(Y)), pak
IX + Y = IXIE + IYIZ.
Diikaz. Pisme

|X + Y[ = trace((X + V)T(X +Y)) = trace(X" X + X7V +YTX + YY)
= trace(XTX + YTY) = | X||% + |[YV]%. O
Véta 5.25 (Interpretace Mooreovy Penroseovy pseudoinverze). Bud A € R™*". Pak matice X = Al je

optimdlnim TeSenim lohy
min{ ||, — AX||p; X € R™*™}.

Diikaz. Lemma [5.24 aplikujeme na matice X = I, — AAT a Y := A(A" — X). Protoze S(Y) C S(A) =
Ker(AT)+ a S(I,, — AAT) C Ker(AT) (nebot podle véty B4l je I,,, — AAT matici projekce do Ker(AT)),
méme predpoklady lemmatu. Nyni
12 — AX|[F: = || Ly — AAT + AAT — AX |} = |1y — AAT|F + | AAT — AX ||
> I — AAT|I%.

Tedy matice X = A! minimalizuje hodnotu ||I,, — AX||p. O
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Interpretace singularnich c¢isel. Dalsi velmi zajimava vlastnost singularnich ¢&isel je, Zze o; udéva v 2-
normé vzdalenost matice k nejblizsi matici hodnosti nanejvys ¢ — 1. V ditkazu nasledujici véty je schované
i to, jak tuto matici sestrojit — ne ndhodou je to matice z low-rank aproximace.

Véta 5.26 (Interpretace singularnich ¢isel). Bud A € R™ " se singuldrnimi cisly o1, ...,0.. Pak o; =
min{||[A — Bll2; B € R™*" rank(B) <i— 1} pro kazdé i =1,...,r.

Diikaz. Nerovnost ,>“. Necht A = ULVT je SVD rozklad matice A. Definujme matici hodnosti i — 1
piedpisem B := U diag(o1,...,0;_1,0,...,0)VT. Pak

|A — B||2 = ||U diag(0,...,0,0;,... ,O'n)VTHQ = || diag(0,...,0,04,...,00)|2 = 0;.

Nerovnost ,,<*. Bud B € R"*" libovolna matice hodnosti nanejvys i — 1 a ukazeme, ze |A— Bll2 > o;.
Necht V; sestava z prvnich i sloupcii matice V. Bud 0 # z € Ker(B) N S(V7), to jest Bz = 0, a navic
normujeme z tak, aby ||z||2 = 1. Takovy vektor existuje, protoze dim Ker(B) > n—i+1 a dimS(V;) =i.
Pak

|A-B|3= e I(A = B)z|3 > [I(A - B)z[3 = | 42|13 = lUSV2]5.
Protoze z € S(V4), lze psat z = Vy pro néjaky vektor y = (y1,...,¥:,0,...,0)T, pricemz |jy|2 = ||V 2|2 =
[[2]l2 = 1. Nyni
i i
ISV = [USVIVY|3 = IZyl5 = Yo%y =Y aiy; = ofllyls = of O
j=1 j=1

To znamend, Ze matice A + C je regularni pro vSechny matice C' € R™*" spliwjici ||C||2 < op.

Véta plati analogicky i pro jiné ortogonélné invariantni normy, napiiklad Frobeniovu. Tudiz vzdélenost
matice A k nejblizsi singularni matici ve Frobeniové normé je téz o,,.

Dalsi zajimavé souvislosti viz napf. [Prasolov [1994].

Dalsi. Pomoci maticové normy muzeme formalné vyjadrit tvrzeni typu, Ze libovolné blizko dané matice
je matice s n&jakou vlastnosti. Tohoto typu je i nasledujici véta, fikajici, Ze mnozina diagonalizovatelnych
matic je husta v prostoru vSech matic, tj. ke kazdé matici najdeme libovolné blizko matici diagonalizova-
telnou. Diky ekvivalenci norem je jedno, kterou pouZijeme.

Véta 5.27. Pro kaZdou matici A € C"™" a kazdé € > 0 existuje diagonalizovatelnd matice A" € C"*"
takovd, Ze ||[A — A'|| < e.

Diikaz. Podle Schurova rozkladu (véta 1) je A = UTU*, kde U je unitarni a 7' horni trojahelnikova.
Zvolme A’ = UT'U*, kde T' = T +diag(9,...,0™) a § > 0 je dost malé. Pokud ¢ < |t;; —t;;|/2 pro vSechna
i # j, tak T" m4 na diagonale riizna ¢isla, tedy A’ mé navzajem rizna vlastni ¢isla a je diagonalizovatelna.
Navic

|A— A'lla = ||U diag(6, . ..,8™")U*||s = || diag(d, ...,™)||2 =6,

¢ili pro spektralni normu staci brat libovolné § < min;z;{e, 1, 3[t; — t;5]}- O

Cviceni
5.1. Ukaite, Ze maticovd norma je konvexni funkci na prostoru matic R™*".

5.2. Budte || ||q, || - ||[» dv& maticové normy na prostoru R™*"™. Rozhodnéte, zda || A|| := ||All. + || Al je
také maticovou normou.

5.3. Dokazte, ze pro P matici projekce do netrividlniho vlastniho podprostoru plati ||P||2 = ||I — P||a.

54. Bud A € R™*" a B := (A | I,,,). Dokaite, ze || B||3 = 1+ || A||3.

5.5. Bud A € R™*". Dokazte ||All2 < ||Allr < v/n||All2 a ukazte, ze meze nelze zlepsit (tj., jsou tésné
pro urc¢ité matice).
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5.6.
5.7.
5.8.
5.9.
5.10.
5.11.

5.12.

5.13.

Bud A € R™™ regularni a \ jeji vlastni ¢islo. Dokazte ||A7 |5 < [\ < ||A]lo.

Ukazte, ze pokud A € R™™"™ je singularni, pak ||I,, — A|| > 1 pro kaZdou maticovou normu.
Rozhodnéte, pro které ze zmifiovanych norem plati ||Al| = ||AT].

Rozhodnéte, pro které ze zminhovanych norem plati H(’é‘ %)H = max{|| 4|, || B}

Ukazte, 7e ||AT Az = ||A||3, ale obecné || A?||2 # ||A]|3.

Dokazte, ze ||I,|| = 1 pro kazdou indukovanou maticovou normu. Dale spocitejte || I,|| 7, ||In]l¢, a
| Iner_, coz prokaze, ze tyto normy nejsou indukované zadnou vektorovou normou.

Bud A € R™*™. DokaZte, Ze ze vSech symetrickych matic je matice %(A + AT) nejblize k matici A
ve Frobeniové a maticové 2-normé.

Bud matice A tvaru A = al, — N, kde N >0 a p(N) < a.



Kapitola 6

Cislo podminénosti

Cislo podminénosti je charakteristika ¢tvercové matice a zhruba FeCeno udava, jak nepfesné se s touto
matici numericky pracuje, to jest, jak velké numerické chyby zptisobuje. Nejmensi ¢islo podminénosti je
1 a maji ho dobfe podminéné matice (typicky ortogonalni matice). Cim vetsi je ¢islo podminénosti, tim
hife podminéné matice je (typicky je blizko k singularni matici).

Cislo podminénosti bylo zavedeno Turingem roku 1948 pro Frobeniovu normu, ale podobny koncept
uZ pouzivali von Neumann a Goldstine roku 1947.

Definice 6.1. Cislo podminénosti regularni matice A € R™*" je hodnota k(A) = ||A|| - [[A~Y], kde || - ||
je indukovana maticova norma. Specialné pro p-normu pak znacime k,(A) = || A, - A7,

Prestoze ma definice smysl i pro neindukovanou maticovou normu, indukovana norma se pouziva hlavné
kvili vliastnosti z tvrzeni

Lemma 6.2. Pro indukovanou maticovou normu plati: ||I,| = 1.

Diikaz. Podle definice ||I,|| = max,.| =1 [[In| = maxy. =1 [|=]| = 1. O
Vyse zminéna vlastnost neplati pro v8echny maticové normy, napiiklad ||1,||¢, = n.

Tvrzeni 6.3. Plati: k(A) > 1.

Diikaz. Podle definice a lemmatu 6.2]je k(A) = ||A]| - [|A7Y| > [|AA™Y]| = || 1.]| = 1. O
Shrneme nékteré zakladni vlastnosti ¢isla podminénosti.

Tvrzeni 6.4. Plati: k(A) > %. Rovnost nastane mj. je-li A symetrickd a k(A) = ka(A).

Diikaz. Podle véty BI3 mame k(A) = || Al - |A7] > p(A)p(A™Y) = [Amax(A)]/[Amin (A4)].

Je-li A symetrickd a pouZijeme-li spektralni normu, pak ko(A) = ||All2 - [|[A7 |2 = p(A)p(A~Y) =
[ Amax (A)]/ | Amin (A)]- O
Tvrzeni 6.5. Plati:

(1) k(AB) < k(A)k(B),

(2) k(aA) =k(A), a #0.

Diikaz.
(1) k(AB) = [|AB|| - [|BT'ATY| < [[A| - |B] - |B~!] - [|[A7!] = k(A)k(B).
(2) k(aA) = [laA - [[a P A7 = |a - [a ] - A - [JATH] = k(A). O

Podle tvrzeni tedy ¢islo podminénosti nezavisi na skidlovani. Na druhou stranu, pfi nasoben{ matic se
zvétsuje, specidlné pfi umocnovani matice se ¢islo podminénosti také umochiuje.
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Poznamka 6.6. Cislo podminénosti slouzi spis k odvozeni teoretickych vlastnosti. Malokdy se pocité,
protoze pii vypoétu A~! dochazi k numerickym chybam, ale spiSe se odhaduje.

Prevracenad hodnota ¢isla podminénosti udavéi relativni vzdalenost k singularni matici v prislusné
maticové normé (Gastinel & Kahan 1966). Proto matice s velkym ¢islem podminénosti se chovaji numericky
hufte.

Poznamka 6.7. Matice, které se bézné vyskytuji v rtznych situacich, nejsou ndhodné, a proto tézko
lze urcit distribuci jejich ¢isel podminénosti. Na druhou stranu je zajimavy vysledek |[Demmel, 198§],
ktery ukazuje, Ze ndhodné zvolena matice (pfi rovnomérném rozdéleni) fadu n ma &slo podminénosti
(pfesné feceno, uréity jeho typ) hodnotu aspon h s pravdépodobnosti fadové nanejvys n(n? — 1)h=2. Tedy
pravdépodobnost velkého ¢isla podminénosti klesé kvadraticky s jeho prevracenou hodnotou.

6.1 Cislo podminénosti za spektralni normy

Spektralni norma je nejcastéji pouzivanou normou pro &islo podminénosti, a to kvili mnohym péknym
vlastnostem. Diky ekvivalenci maticovych norem se tyto vlastnosti nepfimo pfenaseni i na k(A) s jinymi
normami.

Tvrzeni 6.8. Plati:

(1) ko(A) = o1/0n,
(2) ka(A) = k2(AT),
(3) kao(ATA) = ka(A)?,

ka(A

) = 1 prdvé tehdy, kdyz A je nenulovy ndsobek ortogondini matice.

Diikaz. Necht A = UXV7T je SVD rozklad matice A.

(1) Plati ko(A) = [|All2 - |A7 |2 = o1/0n.
(2) Plyne z pfedchoziho, nebot obé matice A, AT maji shodna singularni &isla.
3) Protoze = = , tak singularni ¢isla matice jsou 07,...,0%.
(3) P ATA = (UsVHT(UXVT) = V2VT| tak singul 1 AT A j 2 2
(4)

n

,,<=" Plyne pfimo z tvrzeni a faktu, Ze ortogonalni matice mé vsechny singularni ¢isla rovné 1.

»= Protoze ka(A) = 1, musi byt vSechny singularni ¢isla matice A shodna, tedy o1 = 0, = ¢ > 0.
Tudiz A = USVT = U(cl,,)VT = ¢(UVT), kde UV je ortogonalni. O

Poznamka 6.9 (Geometricka interpretace I.). Geometricka interpretace ¢isla podminénosti je, ze ka(A) =
cotg(y/2), kde ¢ je minimalni thel mezi Az a Ay, kde z,y € R™\ {0} probiha v8echny vektory takové,
ze x L y. Tudiz, pokud je A ortogonélni, minimalni thel je 90° a ky(A) = 1. Naopak, ¢im mensi uhel jest,
tim vétsi hodnotu dostaneme.

Poznamka 6.10 (Geometrickéd interpretace I1.). Bud A € R™*" regularni a studujme obraz jednotkové
koule pii zobrazeni x — Axz. SVD rozklad A = UXV7T ukazuje, Ze linearni zobrazeni lze rozlozit na slozeni
ti1 zékladnich zobrazeni: ortogonalni zobrazeni s matici V7T, gkalovani podle ¥ a ortogonalni zobrazeni
s U. Konkrétné, zobrazeni s matici V7 zobrazi kouli na sebe sama, ¥ ji zdeformuje na elipsoid a U ji
oto¢i/prevrati. Tedy vysledkem bude elipsoid se stfedem v pocatku, poloosy jsou ve smérech sloupci U a
délky maji o1,...,0p,.

Hodnota ky(A) = g—i > 1 je pak jakousi mirou deformace koule a kvantitativné udéava, jak moc
zobrazeni deformuje geometrické utvary. Je-li hodnota rovna 1, elipsoid bude mit tvar koule, a naopak ¢im
vétsi bude hodnota, tim protéhlejsi bude elipsoid.

Poznamka 6.11 (Numerickd interpretace). Empirické pravidlo ika, Ze je-li ¢islo podminénosti fadové
10%, pak p¥i vypoctech s matici (inverze, TeSeni soustav, atp.) ztracime presnost o k desetinnych mist.
Ortogonalni matice maji ¢islo podminénosti rovné 1, a proto se v numerické matematice ¢asto pouzivaji.

Naproti tomu jsou matice velmi Spatné podminéné, napriklad Hilbertovy matice. Hilbertova matice
H,, tadu n je definovana (Hy);; = 1,7 = 1,...,n. Plestoze H, je regularni pro vSechna n, ¢islo
podminénosti mé velmi vysoké:

1
T
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n  ¢islo podminénosti H,

3 ~ 500
5 ~ 10°
10 ~ 1013
15 ~ 1017

6.2 Cislo podminénosti pri feSeni soustav linearnich rovnic

Uvazujme soustavu lineadrnich rovnic

Az =b.

Necht Z je numericky spocitané FeSeni a zajiméa nés, jak moc presny vysledek jsme dostali. Prvni napad
by mohl byt spocitat tzv. residuum
r:=b— AZ.

Dalo by se éekat ie pro malé r budeme mit pfesnéjéi Vysledek a pro velké r méné presny. Takto jednoduché

vvvvv

Véta 6.12. Oznacme x := A™'b a necht plati b # 0. Pak:

el _ e — 2

et/ —_E]

Ll

KAy T

< k(4)

(Pouzivame libovolnou vektorovou normu a pro k(A) prislusnou indukovanou normu.)
Diikaz. (1) Pouzijeme odhady

r—F=A"—F=AYb— AZ)= A7,

16l = | Az || < [JA]| - [l].

Nyni méme

- - - LA - Nl - [l
lz =&l = A7l < JATH] - firll < F=a = AT - el = B(A) - il
1] 1ol
z ¢ehoz plyne horni mez.
(2) Pisme
] .
lrfl = llb = AZ|| = [[A(z = 2)|| < [|A]l - [l — &[5 Iz = [[A[l - [l — ] Tz
P R 1] el
<Al - e = 2| === = k(A) - [z = Z[|;—
]l ]l
z ¢ehoz plyne dolni mez. O

Dtlezitéjsi je horni mez, ktera 1ika, Ze T je dobrou aproximaci pokud je residuum r a rovnéz cislo
podminénosti k(A) malé. Pokud je matice Spatné podminénd, tak i pfi malém residuu muze byt & daleko
od skutecného feSeni x.

Pokud k(A) = 1, pak podle véty mame ”m” ﬁ: I H ¢ili znormované residuum udéva presnou relativni

vzdalenost & od skute¢ného feseni ||z|.
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6.3 Cislo podminénosti pii pocitani vlastnich cisel

Bud X odhad vlastniho &sla a &, ||Z|| = 1 odhad vlastniho vektoru matice A € R™*™. Jak moc dobré
odhady mame? Opét zkusme zkoumat kvalitu numericky spocitanych odhadi pomoci residua

ri= AT — \I.

I zde bychom ocekavali, Ze pro malé r bude aproximace dobra a pii velkém 7 horSi. A analogicky jako
v pfedchozi sekci zavisi na ¢islu podminénosti matice A.

V nasledujici vété uvazujeme vektorovou £,-normu a pro ky(-) ji indukovanou maticovou normu. Po-
tfebujeme ji mj. proto, aby byla splnéna absolutni monotonie maticové normy, tj. vlastnost

[Al<B = |l A| <|B|
Tato vlastnost neni splnéna pro kazdou maticovou normu, neplati napf. pro nuklearni normu.

Véta 6.13 (Bauer-Fike, 1960). Bud A € R™" diagonalizovatelnd, a bud A = SAS™! spektrdlni rozklad.
Pak existuje vlastni ¢islo A matice A takové, Ze

A=Al < Ep(S) - lI7lle,-
(PouzZivame libovolnou vektorovou normu a pro k(A) prislusnou indukovanou normau.)

Diikaz. Protoze

r=A% — A& = (SAS™! = \[,,)& = S(A — \,,)S™'%,
tak odvodime & = S(A — A\I,)~1S~!r. Bud A vlastni slo A, které je nejblize k A. Nyni
L= [|Z] = [1S(A = AL) 'Sl < YIS 1A = X))~ - IS~ 1l
Yoo < -1 <
= Ep(S) 7l (A = ML) M < Kp(S) - el - [ (1A = AT L) || = Ep(S) - el - A = AT

z ¢ehoz uz snadno odvodime odhad pro |\ — A[. O

Pro symetrickou matici A je matice S ortogonalni, a proto ko(S) = 1. Pii pouziti eukleidovské normy
mé tudiz véta [6.13] jednodussi tvar.

Dausledek 6.14. Je-li A € R™ "™ symetrickd, pak

A=Al < [Irl2.

Cviceni
6.1. Ukazte
(a) k(A) =k(A™Y),
(b) k2(A) = ko(UAV) pro U,V ortogonalni.
6.2. Spocitejte ko(A) pro A = I, + 123z2”, kde € R™ je libovolny vektor normy 1.

6.3. Spocitejte ¢islo podminénosti ortogonalni matice ve Frobeniové normé.

6.4. Spocitejte k(D) pro diagonalni matici D.

6.5. Urcete, jaky je vztah mezi k1(A) a ko(A). Pro které matice nastava rovnost?
6.6. Odhadnéte chybu pii vypoétu A~! analogicky jako ve vété



Kapitola 7

Perturbace

V této kapitole si klademe otazky, jak se zmeéni feSeni daného problému (soustav linearnich rovnic, vlastni
¢isla matice apod.) kdyz vstupni hodnoty trochu zménime.

U ¢isla podminénosti nas zajimaly numerické vlastnosti matice. Nyni se vice zaméfime jak moc se
FeSeni muze zménit, a to jak pro diskrétni zménu, tak pro infinitesimalni zmény.

7.1 Perturbace vlastnich ¢isel

Pro perturbaci vlastnich ¢isel [Horn and Johnson, [1985] obecné matice mtizeme pouzit nésledujici verzi
Bauerovy—Fikeovy véty.

Véta 7.1 (Bauer Fike, 1960). Bud A € R™" diagonalizovatelnd, a bud A = SAS™' spektrdlni rozklad.
Necht B € R™" je perturbacni matice. Pak pro kaZdé vlastni ¢islo p matice A+ B existuje vlastni ¢islo
A matice A takové, Ze

A=l < Ep(S) - |1 Bllp-
Drikaz. Pouzijeme vétu [6.13] pro A= 1 a & odpovidajici vlastni vektor matice A+ B normy 1. Dostaneme

A= pl < Ep(S) - Irlly = kp(S) - [|AZ — pl,
= kp(S) - AT — (A + B)llp = kp(S) - [|BE[p < kp(S) - [ Bllp,
kde posledni nerovnost vyplyva z definice indukované maticové p-normy. U

Je-li A symetricka, pak S z véty [ je ortogonalni, a tedy ko(S) = 1. Cili méame odhad ve tvaru
A = ul < [[Bll2- (7.1)

Pro symetrické matice nicméné odvodime silnéjsi vysledky. Umime totiz pro né porovnat jednotliva vlastni
CGisla, tedy i-té vlastni ¢islo matice A a matice A + B. Tuto interpretaci Bauerova—Fikeova véta nedava!
Pro symetrickou matici zna¢ime vlastni ¢isla Ay > ... > A\,.

Véta 7.2 (Weyl, 1912, specilni verze). Budte A, B € R"*" symetrické. Pak pro kazdé i =1,...,n
Ai(A) + M\(B) < Ni(A+ B) < M\(A) + M(B). (7.2)

Diikaz. Bud i € {1,...,n} pevné a ozna¢me C := A+ B. Bud ay,...,ay, resp. ci,...,c, ortonormalni
baze vlastnich vektorti matice A resp. C, odpovidajici vlastnim ¢&islim setfidénym sestupné. Definujme
prostory

U =span{ay,...,a;}, V =span{c;,...,cn}.

Podle véty o dimenzi spojeni a pruniku prostorti mame

dimUNV =dimU +dimV —dim(U +V)>i+(n—i+1)—n=1.

39
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Tedy existuje z € UNV, [|z|2 = 1. S vyuzitim x € V mamd)]

o' O = (ki ) T O veer) = Zz,z:i mveck Ce
= Y ko WV A(C)ey = Y 1A (C) < DTh_i i (C) = Xi(O),

nebot 1= ||z]|3 = 3% i veck e, = Y p_; 72 Analogicky diky z € U mame
270z = 2T (A+ B)x = 2T Az + 27 Bz > \(A) + M\ (B).
Dohromady to dava dolni odhad v (Z.2)). Druha nerovnost se dokéaze analogicky. O

Véta 7.3 (Weyl, 1912, obecna verze). Budte A, B € R™™ symetrické. Pak pro kazdé i =1,...,n

Ai(A+ B) < Aj(A) + Aimjia(B), Vi <i, (7.3)
Diikaz. Bud i € {1,...,n} pevné. Bud ay,...,a,, resp. by,..., by, resp. ci,...,c, ortonormalni baze

vlastnich vektort matice A, resp. B, resp. C := A + B. Definujme prostory
Vi =span{ai,...,a;}, Vo=span{bi,...,bi_j1n}, V3 =span{c,...,cn}.
Podle véty o dimenzi spojeni a priniku prostorti mame

dimViN(VanVz) =dimV; +dim Vo NV — dim(Vy + Vo N Vi)
=dim V; + dim V5 + dim V3 — dim(V, + V3) — dim(V; + Vo N Vs)
>j+@—j+n)+n—i+1l)—n—-—n=1

Tedy existuje z € V1 NVo N Vs, [|z||2 = 1. S vyuzZitim x € V3 méame

2T Caw = (o mer) T Oy vece) = 2ok oms Wvect O
= ZZ,Z:i 'Yk’YéC%)\Z(C)Cg = ZZ:Z ]3)%(0) < ZZ:@ 'Y/%)‘i(c) = )‘i(c)a

nebot 1 = ||z|j3 = D k=i Yiyecke, = Sop_. 42, Analogicky diky € V4 N V5 méme
2TCx = 2T (A+ B)x = 27 Az + 2" Bx > )\j(A) + \i_j4n(B).
Dohromady to dava nerovnost (T4]). Druh& nerovnost se dokaze analogicky. O

Véta tedy dava pomérné tésné perturbaéni odhady na vSechna vlastni ¢isla. Jako disledek méame i
celkovy odhad na zménu spektralnfho poloméru.

Disledek 7.4. Budte A, B € R™"™ symetrické. Pak p(A+ B) < p(A) + p(B).

Drikaz. Podle Weylovy véty

M(A+ B) < M(A) +Mi(B) < p(A) + p(B),
M(A+ B) > M(4) + Mn(B) < —p(A) - p(B),
Tedy p(A+ B) = max{\ (A + B),—A\(A+ B)} < p(A) + p(B). O

Takovyto odhad pro obecné matice neplati. Napiiklad matice

(02 5=

maji vlastni ¢isla nulova, a tedy p(A) = p(B) = 0. Nicméné A+ B mé vlastni ¢isla +1, a tedy p(A+B) = 1.
Jako dalsi disledek Weylovy véty mame sice trochu hrubsi, ale stejnomérny odhad na velikost zmény
vlastnich ¢isel.

Dysimnéte si analogie s Rayleighovou-Ritzovou vétou 241
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Dusledek 7.5. Budte A, B € R™*™ symetrické. Pak pro kazdé i =1,...,n
[Ai(A+ B) = Ai(A)] < p(B).

Diikaz. Podle Weylovy véty mame z (Z.2)):

Navic podle véty [L.13] mizeme k odhadu pouZit i maticové normy:
[Xi(A+B) = Ai(A)| < [|B]|.

Specialné pro spektralni normu dostaneme nerovnost (Z.1I), ale opét tento vysledek je silné&jsi, protoze
narozdil od ([I]) srovnava i-ta vlastni ¢isla obou matic.

7.2 Spojitost vlastnich cisel

Nyni pfejdeme od diskrétni perturbace representované aditivni matici B k infinitesimalné malym pertur-
bacim.

Véta 7.6. Viastni cisla matice A € C™ ™ jsou spojité funkce vzhledem ke sloZkdm matice A.

Diikaz. Vlastni ¢isla jsou kofeny charakteristického polynomu, a ty jsou spojitymi funkcemi vzhledem ke
koeficienttim polynomu, viz Horn and Johnson [1985]; Meyer [2000] nebo [Mayer, 2017, Thm.1.4.1]. O

Vlastni vektory obecné spojité nejsou, napiiklad matice

0 1
A p—
(0 o)
mé pro o = 0 vlastni &slo 0 a vlastni vektor jen (1,0)”. Ale pro a@ > 0 ma navic vlastni &slo a a
odpovidajici vlastni vektor (1, a)T, ¢ili vlastni vektory jsou dva.

Za celkem obecnych predpokladu ale spojitost vlastnich vektoru plati. Musime ale je$té obejit jeden
problém, a to, Ze vlastni vektory nejsou jednoznacné.

Lemma 7.7. Bud A € C"*™ reguldrni a bud’b € C™. Pak existuje okoli A a b, na kterém je reseni soustavy
Ax = b spojitou funkci.

Diikaz. Je-li A regularni, pak je i na néjakém okoli, protoze det(A) # 0 zustane v platnosti i pro dost
malou perturbaci. Nyni miiZzeme vyjadfit viechny slozky feSeni soustavy Az = b podle Cramerova pravidla
jako podil dvou determinantt. To jsou spojité funkce, tedy i vysledek je spojity. O

Véta 7.8. Necht matice A € C™*™ md navzdjem riznd vlastni ¢isla. Pak lze vybrat vlastni vektory tak, Ze
na okoli matice A jsou spojitymi funkcemi vzhledem ke sloZkdam matice A.

Diikaz. Bud A vlastni ¢islo matice A a z odpovidajici vlastni vektor. Pak = € Ker(A — AI,,) a matice
A — M, ma hodnost n — 1. Protoze x # 0, miZeme piedpokladat bez tjmy na obecnost, ze ma tvar
r = (y',1)T. Pak rovnice (A — A\l,)z = 0 se da vyjadfit jako By = b. To je soustava n rovnic o n — 1
neznamych, li redundantnf rovnici odstranfme. Vysledna rovnice By = b obsahuje regularni matici B.
Podle lemmatu [Z.7] pro dost malou perturbaci bude mit soustava spojité feseni, a to odpovida vlastnimu
vektoru matice A. O

I kdyz jsou vlastni vektory za vysSe uvedenych predpokladii spojité, porad se mtzou chovat velmi

chaoticky. Uvazujme napiiklad
(1 0 _(a B
A= <0 1> , B= (0 0> '
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. . . .y ; T . 1 T
Pak vlastni ¢isla A+ B jsou 1+« a 1. Prvnimu odpovida vlastni vektor (1,0)", druhému \/m( Bya)t.

TudiZ i pro libovolné malou perturbaci B mohou mit vlastni vektory libovolny smér. Navic, pokud 8 — 0
nekonecné mnohokrat zméni znaménko a o — 0, pak vlastni vektor nekone¢né mnohokrat zméni diamet-
ralné smér.

Spojitost vlastnich &isel je uziteéné pro radu véci. UkdZeme si pouziti ve vété o Gerschgorinovych
discich. Ta rika, Ze kazdé vlastni ¢islo A matice A € C"*" lezi v kruhu o stfedu a;; a polomeéru ., [ai;|

vvvvvv

Disledek 7.9. V kazdé topologické komponenté souvislosti Gerschgorinovyjch diski je tolik vlastnich cisel,
z kolika diski dand komponenta vznikla.

Diikaz. Rozdélme A = D 4+ N na diagonaln{ a mimodiagonalni ¢ast, tj.

ajl 0 0 0 aio (050D
D_ 0 c. .. . ’ N = a.21

. - c. 0 '.. '.- a/n—17n

0 ... 0 apn p1 .. Qpp—1 O

Definujme matici A(t) = D+tN, kde ¢t € [0, 1] je proménné. Matice A(0) = D ma vlastni ¢isla a1, ..., ann
a matice A(1) = A ma vlastni ¢isla jako matice A. Protoze se vlastni ¢isla méni spojité, tak pfi prub&hu
t od 0 do 1 nemuze zadné vlastni ¢islo preskocit do jiného, disjunktniho, disku. O

7.3 Maticova derivace

Uvazujme matici A € R™" zavislou na parametru ¢t € R. Kazdy prvek matice tak je redlnou funkei v ¢,
to jest a;;(t): R — R. Pak derivaci matice A rozumime matici slouzenou z derivaci jednotlivych slozek
matice A, tedy

an(t)/ e aln(t)’
A=Al = :
an1(t) ... apn(t)

Pripomenme dale, ze jakobidn vektorové funkce f: R™ — R™ je definovany

of _ [T

a. : : )

or \ op Ofn
Orn, " Oxn

tedy ve sloupcich ma gradienty jednotlivych funkci fy,..., fn.
Ukazeme si n€kolik zakladnich pravidel maticové derivace.

Tvrzeni 7.10. Pro dvé parametrické matice plati (AB) = A’'B + AB’.
Dikaz. (AB)j; = 3k aikbrj) = D g (@inbrs)' = 305 alpbij + Do ainby; = (A'B)ij + (AB');;. O
Tvrzeni 7.11. Pro parametrickou requldrni matici plati (A1) = —A=1A’A7L,
Diikaz. Podle tvrzeni zderivujeme
0=1I = (A4 = A4 4 AA7YY.

z tehoz A(A™1) = —A’A~! a vynasobenim zleva A~! méame tvrzeni. O
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Derivace reSeni soustav linearnich rovnic
Méjme soustavu Az = b s regularni matici, tedy fedeni je x = A~'b. Uvazujme tii p¥ipady:
1. A je pevna a b parametricka®. Pak zderivovanim rovnice z = A~'b dostaneme
= (A7) = A7,
Specialng, pokud ménime pouze prvek by, to jest bi(t) = by + ¢, tak
=AW = Ate, = A;kl.
Souhrnné pro vSechna k to muzeme vyjadfit jako jakobian % =AT,

2. A je parametricka a b pevna“. Pak zderivovanim rovnice x = A~'b dostaneme
o= (AT = (AT Yb=—-AT"AAT = — AT Al
Specialné, pokud ménime pouze prvek a;;, to jest a;;(t) = a;; + t, tak

o o Y T B A T B
r=—-ATAr=-Aeejx=—A_ ;.

3. ,A1b je parametrickd. Pak zderivovanim dostaneme
o= (AT =AYb+ AT = —ATTAAT - AT = AT A+ AT
Vidime, Ze ve vzorcich pro derivaci se vzdy vyskytuje matice A~'. To samoziejmé neni nahoda a souvisi
to i s tim, Ze inverzni matice se vyskytuje v definici ¢isla podminénosti.

Priklad 7.12. Uvazujme parametrickou soustavu
1+t 24¢t|1
3+t 4+t|5
1 (-4 2

Pro t = 0 méa soustava feSeni x = (3, —1)T a inverze matice soustavy je A7l = 5 ( 3 1 ) 7Z toho spoc¢itame

= (2, —2)T. Tudiz, zvétsime-li ¢, tak prvni slozka Teseni roste a druhé klesa stejnou mérou. ]

Derivace vlastnich c¢isel

Piipometime, Ze levy vlastni vektor matice A je definovan jako (pravy) vlastni vektor matice A”. Nasle-
dujici véta |Lax, [2007] dava elegantni formulku pro derivaci vlastniho ¢isla. Pokud matice neni symetricka,
pak vlastni ¢isla jsou obecné komplexni, a tedy i derivace znamena derivaci komplexni proménné.

Véta 7.13. Necht matice A € C™"™ md navzdjem riznd vlastni ¢isla. Bud A € C jeji vlastni éislo,
x,y € C" jeji pravy a levj vlastng vektor znormované tak, e 2’y = 1. Pak

N =yl Az
Specidlné, pokud ménime pouze prvek a;;, to jest a;;(t) = a;j +t, tak
N = YiTj.
Je-li jesté navic matice A redlnd symetrickd, pak

/
AN = xixj.
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Diikaz. Matice A je diagonalizovatelna, tudiz se da vyjadiit jako A = XAX ™! kde A je diagonalni
s vlastnimi ¢sly A na diagonale, X obsahuje ve sloupcich odpovidajici vlastni vektory a X ! obsahuje
v fadcich odpovidajici levé vlastni vektory. Diky vztahu X 'X = I, pak mame zarufeno normovani
Ty =1 z predpokladu véty.

Zderivovanim rovnice AX = XA dostaneme

AX +AX = X'A+ XN,
z ¢ehoz

AX - XN =X'A-AX'.
Vynasobenim X! zleva mame

X TAX - AN =X"1X'A-X"TAX'
=X IX'A - X"1XAXIX'
= X 'X'A - AX1X'.

Diagonélni prvky matice napravo jsou nulové, tudiz je nulova diagonédla matice vlevo, z ¢ehoz mame pro

kazdé k
(XilA/X — A/)kk =0.

Specialné pro dané vlastni ¢islo dostaneme y7 A’z = N,
Pokud ménime pouze prvek a;;, tak A’ = eief a proto N =yl Alz = yTeiefx = y;z;. Pokud je navic
matice A realnd symetrické, tak levé a pravé vlastni vektory se shoduji. O

Pokud je matice A symetrickd a ménime pouze diagonalni prvek a;;, tak \' = ﬂ:f > 0. To znamen4, Ze
pii zvétseni jednoho ¢i vice diagonalnich prvka se zadné vlastni ¢islo nezmensi — kazdé se bud'to zvetsi,
nebo zustane stejné.

Priklad 7.14. Uvazujme matici A = (21). Ta m4 vlastni ¢isla 3 a 1 a prislusné vlastni vektory jsou
@(1, DT a @(1, —1)T. Tudiz podle véty plati

)8 1 oM 1 0\ 1 0\

1
6a11 N 2’ 8a12 N 2’ 6a11 B 2, 6a12 N 5

Vysledek 1ze pouzit i k odhadu vlastnich ¢isel po malé perturbaci. Tak napiiklad matice (%! 1) bude mit

vlastn{ &isla &~ 3.05 a ~ 1.05 a matice (% ') bude mit vlastni ¢isla ~ 3.1 a =~ 0.9. O

Piiklad 7.15 (Magnus |1985]). Uvazujme symetrickou matici
l1+e 0
A= < 5 1+ s)

zévislou na dvou proménnych. Jeji vlastni ¢isla jsou A\j 2 = 1 £ Ve? + 62 a v prostoru (e,d, \) predstavuji
dvojity kuzelovy plast. Jedina moznost, jak vybrat dvé vlastni ¢isla A1 o, aby predstavovaly spojité funkce
proménnych (g,0) je ta, Ze jedno vlastni ¢islo odpovida horni poloviné kuZzele a druhé dolni poloviné. Pak
jsou ale vlastni ¢isla nehladké v pocatku.

Poznamenejme, Ze zde byly zapotiebi obé proménné (g,d), protoZze pii jedné proménné ma mnoZina
vlastni ¢isel tvar podobny X, a tudiz lze vybrat vlastni ¢isla jako hladké funkce tak, Ze jedno odpovida
tvaru "\ "a druhé " /". O
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Dalsi pouziti

Maticové derivace se vyskytuji v fadé jinych oblasti, napf. v optimalizaci. UkdZeme pouziti na zndmém
prikladu metody nejmensich ¢tvercti.

Piiklad 7.16 (Metoda nejmensich ¢tverct). Uvazujme soustavu Az = b, kde A € R™*™ b € R™ a matice
A mé hodnost n. Typicky m je mnohem vétsi nez n. ProtoZe soustava nemusi mit feSeni, hledame pfiblizné
FeSeni optimaliza¢ni tlohou

min [|Az — b||2.

TzeR™

Zde je snaha najit takovy vektor x, aby chyba mezi levou a pravou stranou byla v eukleidovské normeé co
nejmensi. Protoze je druhd mocnina rostouci funkce, optimum se nabyde ve stejném bodé jako pro tlohu
s ucelovou funkei

|Az — b]|2 = (Az — b)T (Az — b) = 2T AT Az — 207 Az + bT'b.

Ugelovéa funkce je konvexni, tedy minimum se nabyde v bodé s nulovou derivaci. Derivace (tj. gradient)
ucelové funkce je roven 247 Az — 2ATb. Pokud méa byt nulovy, dostavame podminku AT Az = ATbh. To
je znamé soustava norméalnich rovnic. Pokud jsou sloupce matice A linearné nezévislé, je matice AT A
regularni a dostavame jednoznacné feseni x = (AT A)~1 AT, O

Cviceni
7.1. Bud A € R™" symetricka a takova, ze A¥ —,_,o 0. Uréete co nejvétsi § > 0 takové, ze matice
bude spliiovat podminku A*¥ —;_,o 0 i kdyZ libovolné prvky matice nezavisle zperturbujeme az
o hodnotu ¢ (se zachovanim symetrie matice).

7.2. Bud A € R™" regularni. Je zobrazeni A — A~! spojité na néjakém okoli matice A?

7.3. Derivace determinantu.

(a) Bud A € R™". Urcete matici det(A)’, jejiz (i, j)-prvek je %NA) (Hint: Laplacetv rozvoj
ij

determinantu.)

(b) Bud A € R™" positivné definitni. Urcete (logdet(A))’. (Pozndmka: Funkce —logdet(A) je
konvexni a vyskytuje se v geometrickych tlohach minimalizace objemu, napiiklad nalezeni
nejmensiho elipsoidu, ktery obsahuje dané body.)

(c) Budte A, B € R™". Urcete det(A + tB)', tj. derivaci podle proménné t. (Hint: Derivace
slozené funkce.)

7.4. Spocitejte:

(a) 255,
(b) BxaT;la: ’
(c) &=,

(a) 2.



46

Kapitola 7. Perturbace




Kapitola 8

Nezaporné a kladné matice

Nezéporné a kladné matice maji z hlediska vlastnich ¢isel zajimavé vlastnosti, proto se vyplati si o nich
fici vice. Matice je nezdporna resp. kladné pokud vSechny jejf slozky jsou nezaporné resp. kladné. Znac¢ime
A > 0resp. A > 0. S podobnym vyznamem ,aplikace po slozkach* pouzivame i absolutni hodnotu.

Teorie nezapornych a kladnych matic se nazyva ¢asto Perronova teorie podle némeckého matematika
Oskara Perrona. Shrnuto, tato teorie fika:

Véta 8.1 (Perron, 1907).

(1) Bud A € R™™ nezdpornd matice. Pak nejuétsi (v absolutni hodnoté) vlastni cislo je redlné nezd-
porné a prislusny vlastni vektor je nezdporny (ve vSech slozkdch,).

(2) Bud A € R™" kladnd matice. Pak nejuétsi (v absolutni hodnoté) vlastni ¢islo je redlné kladné,
je jediné, ndsobnosti 1, a prislusny vlastni vektor je kladny (ve vSech slozkdch). Navic Zddnému
jinému vlastnimu ¢islu neodpovidd nezdporny vlastni vektor.

V nasledujicich odstavcich postupné vybudujeme Perronovu teorii, viz\Horn and Johnsonl [1985]; Meyer
[2000]. T diléi mezikroky davaji silné a uzitecné vysledky — napf. véta pro verifikaci ze Sekce 841
Pracujeme se ¢tvercovymi maticemi (A, B, ...) fadu n.
8.1 Zakladni vysledky pro nezaporné matice
Véta 8.2. Je-li |A| < B, pak p(A) < p(B).

Diikaz. Ze vztahu |A¥| < |AlF < B* odvodime napiiklad pro Frobeniovu normu ||A*||p < |||A*|||F <

I|A[¥||z < || B¥||p. Tudiz || A% < | B*|1/* a podle Gelfandovy formule (véta FEI9) dostaneme limitnm
pfechodem k — oo vysledny vztah p(A) < p(B). O

Dusledek 8.3. Je-li A > 0 a A hlavni podmatice A (tj., vznikne z A odstranénim Fddki a sloupci se

stejngmi indezy), pak p(A) < p(A). Specidlné a; < p(A) pro viechna i.
Diikaz. Podle véty B2 je p(A) = p (é‘ 8) < p(A). O

Lemma 8.4. Bud A > 0 s konstantnimi rdadkovymi soucty. Pak p(A) = || Al|cc-

Diikaz.
»<‘ Plati pro kazdou maticovou normu (véta [5.13)).
»>" Protoze Ae = ||A|w€, tak ||Al|o je vlastnim ¢islem matice A. O

Véta 8.5. Je-li A >0, pak min; ) ; a;; < p(A) < max; ) ; aij.

Diikaz. Definujme o := min; » ; @ij a matici B s prvky b;; := aijﬁ (pro a = 0 plati tvrzeni trivialng,
J 1,

tudiz predpokladame o > 0). Pak plati 0 < B < A a radkové soucty matice B jsou rovny c«. Dle
lemmatu 8.4 a véty B2 pak mame o = p(B) < p(A).
Druha nerovnost je piimo rovna vztahu p(A) < || Alco- O

47
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Véta 8.6. Bud A >0 a x> 0. Pak plati implikace:

ar <Az = a<p(4),
ar < Az = a<p(A),
Az<pe = p(A)<B,
Az < pr = p(A)<p

Diikaz. Dokézeme prvni implikaci, zbytek se dokéze analogicky. Je-li ax < Ax, pak pro kazdé i je ax; <
Zj a;jzj, a tedy a < min; Zj aiji—i. Podle prvni nerovnosti z véty pak méame

a<p (diag(:vfl, o xy D Adiag(x, .. ,Ty)) = p(A). O

Zvolime-li nejlepsi mozné «, 5 pak dostaneme nésledujici meze pro p(A). Kvalita odhadu zavisi na
volbé vektoru & > 0. Pokud se nabyde p(A) jako vlastni ¢islo a pfislusi mu kladny vlastni vektor (coz
vzdy plati, jak uvidime pozdéji), tak nerovnosti v Collatzové vété se nabydou jako rovnosti. Tudiz, ¢im
lepsi je x odhadem vlastnfho vektoru, tim tésnéjsi meze mame.

Dausledek 8.7 (Collatz, 1942). Je-li A >0 a x > 0, pak

i x; 4 £y

Dalsi dusledek nam uz dé diléi tvrzeni z Perronovy véty.
Dusledek 8.8. Md-li A > 0 vlastni vektor x > 0, pak prislusné vlastni ¢islo je p(A).

Diikaz. Bud X vlastni ¢islo prislugné x. Z rovnice Az = Az a x > 0 plyne A je reidlné nezaporné. PrepiSeme-
li rovnici jako Ax < Ax < Az, tak z véty dostavame A < p(A4) < A\ O

8.2 Specifické vysledky pro kladné matice

Nyni dokéZeme podstatnou ¢ast Perronovy véty — hodnota p(A) > 0 se nabyde jako vlastni ¢islo a piislusi
mu kladny vlastni vektor.

Véta 8.9. Bud A >0, Ax = Xz, © #0, |\ = p(A). Pak Alz| = p(A)|z| a |z| > 0.
Drikaz. Pocitejme
p(A)lx| = [Al- o] = |Az| = [Az| < |A[ - [z] = Al].

Pokud nastane rovnost A|z| = p(A)|z|, jsme hotovi a |z| > 0 diky A|z| > 0. V opa¢ném piipadé definujme
z = Alz| > 0. Pak
0 < A(Afz| = p(A)|z]) = Az — p(A)z.

Tudiz p(A)z < Az a podle véty B8 je p(A) < p(A), spor. O

Dalsi ¢ast Perronovy véty je na rfadé — nejvétsi vlastni ¢islo je jediné, tedy nejsou dvé rizné vlastni
¢isla A\, A2 s vlastnosti [\| = |A2| = p(4).

Véta 8.10. Bud A >0 a XA # p(A) jeji vlastni cislo. Pak |A| < p(A).

Diikaz. Pro spor necht |A| = p(A). Bud z vlastni vektor odpovidajici A. Z dikazu véty 89 plyne |Ax| =
Alz[, neboli pro kazdé k plati | >, ax;jz;| = 3 ; akjlz;|. Trojuhelnikova nerovnost pro komplexni ¢isla se
nabyde jako rovnost pravé tehdy kdyz ¢isla lezi na stejné polopiimce smétrujici od pocatku. Tudiz existuje
v € C takové, Ze yay;xz; > 0 pro vSechna j (v representuje otoceni polopiimky tak, aby se shodovala
s kladnou realnou osou). Pro vechna j je yx; realné kladné a tudiz z rovnice A(yx) = A(yx) dostévame,
Ze vlastni vektor vz > 0, tedy i A je realné kladné. Podle dusledku B8 pak A = p(A), spor. O

Zadnému jinému vlastnimu ¢islu nez p(A) neodpovida nezaporny vlastni vektor.
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Véta 8.11. Bud A >0 a budx >0, x # 0, jeji vlastni vektor. Pak Az = p(A)x.

Diikaz. Pro spor necht Az = Az a necht |A| < p(A). Uvazujme vektor z* := x + e, kde € > 0 je libovolné

malé. Podle Collatzovy véty (dtsledek B7)) aplikované na vektor z* je pak hodnota p(A) libovolné blizko

kA,

. Az +e(Ae); . (Ax*); Az; + e(Ae);

min ——————— =min max ————
i T; +€ i T i T; i T;+€

COZ je spor. ]

Pro aplnost Perronovy véty pro kladné matice by jesté zbyvalo ukazat, ze p(A) méa nasobnost 1.

8.3 Specifické vysledky pro neziporné matice

Cast Perronovy véty pro nezaporné matice se ukaze celkem jednoduse limitnim prechodem od kladnych
matic, s vyuZitim spojitosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektoriu (sekce [[.2]). Pro matici A > 0 stac¢i uvazovat
matici A + cee’ > 0, kde € > 0 je libovolné malé; limitnim pfechodem e — 0 pak ziskdme pozadované
vlastnosti (Toto je kli¢ova myslenka, ve skutecnosti je pot¥eba jesté doladit nékolik technickych detailit).

Tim se ukéze, ze nejvétsi vlastni ¢islo je redlné nezaporné a piislusny vlastni vektor je nezaporny. Dalsi
vlastnosti kladnych matic obecné ztratime:

e Matice (§9) ma vicenasobné nejvétsi vlastni ¢islo.

e Matice (§9) ma nejvétsi vlastni ¢islo 1 s vlastnim vektorem (1,0)T, ktery neni kladny. Navic jiné
vlastni ¢islo 0 mé také nezéaporny vlastni vektor (0,1)7.

e Matice () ma nejvétsi vlastni ¢islo 0, 1 kdyZ je nezdporné nenulova.

Pro urcité nezaporné matice ale miZeme zesilit vlastnosti na ty, co maji kladné matice. To vede na
teorii ireducibilnich matic, vybudovanou Frobeniem. Matice A je ireducibilni pokud neexistuje permutacéni
matice P takova, aby PT AP byla blokové horni trojuhelnikova matice. Pro nezapornou ireducibilni matici
pak plati, ze p(A) > 0 je vlastni ¢islo nasobnosti 1 a odpovida mu kladny vlastni vektor. Tedy plati skoro
v8echny vlastnosti kladnych matic, jen se mize stat, Ze p(A) se nabyde pro vice vlastnich ¢isel, nap¥. pro
A= (0}), ktera ma vlastni ¢isla +1.

8.4 Aplikace — verifikace linearnich soustav

Mnohokrét jsme v tomto textu zkoumali numerické problémy pii FeSeni soustav linearnich rovnic (jakozto
jednoho vybraného problému). Oznacili jsme matice nachylné na numerické chyby skrze ¢islo podminénosti
a zkoumali jsme zménu FeSeni pii zménach prvka matice.

Cilem wverifikace |Rumy, 2010] je ur¢it numericky rigorézni (horni) odhad vzdalenosti numericky spo-
¢itaného feSeni od skuteéného. To se miize zdat podivné: Skutecné FeSeni prece neznadme! Navic kazdy
vypocet ja néchylny na chyby, takze vypocet odhadu musi byt chybovy! Pfesto to za urcitych predpo-
kladd umime.

Uvazujme soustavu Ax = b, kde A € R™*™ a b € R™. Necht z* € R" je numericky spoé&itané feeni.
Na3 cil je najit odhad chyby v jakési vaZené maximové vzdélenosti, tedy uréit vektor y® > 0 takovy,
e skutecné feeni x = A™'b spliwje |z — 2*| < y2, neboli z* — y® < x < 2* + y®. Zkracené piseme
x €+ [—yA,yA]. Geometricky vyznam je najit kolem bodu x* hyperkvadr, ve kterém se naléza x
(obr. R)).

Soustavy rovnic se ¢asto predpodminuji. Je-li C € R™ "™ regularni, pak CAx = Cb je ekvivalentni
soustava. Pro nage tcely je nejvhodnéjsi volit C' := A~! nebo jeji aproximaci. V zasadé ma ale véta dole
obecnou platnost.
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Obréazek 8.1: Tlustrace verifikace pfiblizného feseni z* soustavy Az = b.

Ve vété se dale pouziva intervalovéi aritmetika. Je jednoduSe definované jako obraz intervalu pifi dané
operaci. Tedy pro dva intervaly [a,a], [b, b] definujeme

la,@] + [b,b] = [a + b, @+ b],
la,a] — [b,0] = [a — b,a — 1],
la,a] - [b,b] = [min(ab, ab, ab, ab), max(ab, ab, ab, ab)].

P1i implementaci intervalové aritmetiky pak volime vhodny zaokrouhlovaci méd tak, aby vysledny interval
skute¢né obsahoval vSechny mozné evaluace intervalovych hodnot. Tim padem zohlediiujeme i numerické
chyby.

Véta 8.12 (Krawczyk, 1969, Moore, 1977, Rump, 1980). Plati-li
C(b— Az*) + (I — CA)[—y®,y*] C int[—y>, 5], (8.1)
pak A, C jsou requldrni a A~'b € z* + [—y®, y*].

Diikaz. Uvazujme zobrazeni y — C(b— Az*)+ (I — CA)y. Ze vztahu (&) plyne, ze nadkvadr [—y2, y2] se
zobrazi do sebe. Podle Brouwerovy véty o pevném bodé (o spojitém zobrazeni konvexni kompaktni mnoziny
do sebe) ma zobrazeni pevny bod y. Pro négj plati y = C'(b— Az*) + (I — C A)y, neboli CA(z* +y) = Cb.
To znamena, ze x* + y je FeSenim soustavy.

Inkluze (81)) déale znamena, Ze ifka intervalu vlevo je mensi nez sitka napravo, neboli |[I—CAly® < y2.
Podle vét 821 a B8 pak p(I — CA) < p(|I — CA]) < 1. Vlastni &sla matice C'A jsou nenulova. Tudiz C'A
je regularni a i jednotlivé matice C, A jakbysmet. U

Véta tedy dava garantovanou vzdalenost od skute¢ného feSeni a verifikuje regularitu matice A. Pokud
navic cely vyraz (81]) vyhodnotime intervalovou aritmetikou (tedy i operace s redlnymi ¢isly nahradime
intervalovou aritmetikou se spravnym zaokrouhlovanim), tak meze jsou numericky rigor6zni.

Véta se typicky implementuje nasledujicim zpiisobem: C je numerické aproximace A™1, z* je pfiblizné
feSeni soustavy a [—yA, yA] je maly poc¢atecni nadkvadr. Pokud podminka (8.1) uspéje, jsme hotovi. Jinak
nadkvadr [—y®, y2] zvétsime a postup opakujeme.

Cviceni
8.1. Nespektralni vlastnosti:
(a) Bud A > 0. Mtze byt A= > 0?
(b) Bud A > 0. Ukazte, ze A~! > 0 jen pokud kladné prvky matice A odpovidaji permutaci.

8.2. Urcete spektralni polomér latinského ¢tverce velikosti n x n (v kazdém radku i sloupci méa vsechna
¢isla 1,...,n pravé jednou).
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8.3.
8.4.
8.5.
8.6.

8.7.

8.8.
8.9.

8.10.

Bud A > 0. Ukazte, ze p(A) > min;{a;; }.

Bud A > 0. Ukaite, Ze p(A + al,,) = p(A) + a pro kazdé o > 0.
Bud 0 < A < B. Ukazte, ze p(A) < p(B).

Bud A < 0. Rozhodnéte zda plati:

(a) p(A) se nabyde jako vlastni ¢islo,

(b) vlastni vektor, odpovidajici dominantnimu vlastnimu ¢islu, je kladny,

Bud A > 0 a A* > 0 pro né&jaké pfirozené k. Dokaite, 7ze pro matici A plati spektralni vlastnosti
kladnych matic (véta [R)(2))).

Ukazte, ze pokud 0 < A < B, pak pro spektralni normu plati ||Al|2 < || B||2.

Bud A € R™" s kladnymi mimodiagonalnimi prvky, tj. a;; > 0 pro ¢ # j. Dokazte, Ze vlastni ¢islo
s nejvetsi redlnou ¢asti je redlné.

Bud A < 0 a ozna¢me « := p(A). Ukaizte, Ze limitni matice limk%w(éA)k existuje a ma hodnost 1.
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Kapitola 9

Maticové funkce a mocninné rady

S mocninnymi fadami matic jsme se letmo setkali ve vété[5.18 0 Neumannovych rfadach. Nyni prostudujeme
fady matic obecnéji, a to v ramci tématiky maticovych funkefl.

9.1 Maticové funkce

Polozme si otazku: Jak zavést maticovou funkei jako napf. cos(A), e, atp.? Pro realnou funkci f: R — R
a matici A € R"*" zavést f(A) tak, ze aplikujeme funkci na kazdou slozku matice zv1ast,

flan) ... f(ain)
f(A) = : : : (9.1)
flan) ... flann)

je sice mozné, ale moc péknych vlastnosti to mit nebude. Zkusme jiny pfistup. Pfedpokladejme, Ze funkce
[: R — R je dostatecné hladka a da se vyjadrit nekoneénym rozvojem f(x) = > .2, apz®: realné analytické
funkce jako napf. sin(z), e aj. tento predpoklad splituji. Pak je tedy prirozené zavést f(A) = > po, arA".
Tuto mocninnou fadu vyhodnotime pomoci Jordanovy normélni formy.

Bud A = SJS™ !, kde J je Jordanova normalni forma matice A. Protoze A*¥ = §J*S~! dostavame

FA) = apSJFs = Sf(J)S™
k=0

Redukovali jsme tedy problém na vyhodnoceni funkce f pro matice v Jordanové normalni formé. Za¢neme
s jednodussim piipadem, kdy J je diagonalni (tj., matice A je diagonalizovatelna) a na diagonale ma ¢isla
A1, .-, An, €OZ jsou vlastni &isla matice A. Pak

JE = diag(A1,..., An)F = diag(\F, ... \F),

a tudiz

)‘]f Zzozo ak)‘]f f(>\1)

F) =) a = = -
k=0 Xy >0 @k f(An)

Nyni prikro¢ime k obecnému piipadu, kdy J je blokové diagonalni a jednotlivé bloky jsou Jordanovy
bunky Ji, (A1), .-, Jk, (Am). Snadno nahlédneme, ze

f (ks (A1)
fJ) =
S (T (Am))

U Jako prvni o maticovych funkcich pojednéval J.J. Sylvester roku 1883.
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Chybi tedy jesté zavést obraz Jordanovych bunék Ji, (A;). Pro k; =1 je to trivialni, je to opét f(\;). Pro

v

k; > 1 je predpis slozit&jsi [Meyer, 2000]:

FO0) FO) L T
FOOay = O 9.2)
0 0T

Diikaz pro k; = 2. Nebudeme dokazovat (0.2]) v celé obecnosti, ale ukdZeme, pro¢ vztah plati pro piipad
Jordanovy buniky velikosti 2. Zakladni myslenka je zaloZena na tom chtit, aby f(A) byla spojita funkce.
Protoze A lze aproximovat libovolné pfesné pomoci diagonalizovatelnych matic (véta B.27), mizeme hod-
notu f(A) definovat jako limitu obrazi téchto matic.

Specialng, uvazujme Jordanovu buiiku velikosti & = 2, tedy A = Jo(\) = (6‘ }\) Definujme matici
Ag = (6‘ )\_IHS), kde € # 0. Tato matice uz je diagonalizovatelna a

) 11 A0 —1_ (L
A€:S€A€Sel7 SE:(() 5)’ AE:(O )\+6>’ S€1Z<0 1/2&7).

f(Ae) = Sef(Ae)Szt = Se (f%/\) f(AO+ 8)) 51— (f%/\) (f(A J} (? N g)(x))/e> .

Limitnim pfechodem pak dostavame f(A) = (f (0)‘) J},((;)) > O

Tudiz

Priklad 9.1. Uvazujme nasledujici piiklady:

1. Funkce f(x) = 22 méa maticové rozsifeni f(A) = A2, jedna se tedy o klasické maticové mocnéni. Na
druhou stranu, predpis (@.I) by naznacoval mocnit jednotlivé prvky matice zv1ast, coZz neni to, co
bychom chtéli.

2. Pro funkei f(z) = /= a positivné semidefinitni matici dostaneme jako maticovou funkci f(A) = A
standardni odmocninu z matice [Hladik, 2017].

3. Pro funkci f(z) = & a matici A € R™" splitjici p(4) < 1 dostaneme vlastnost z véty G.IS]

o Neumannovych fadach: (I, — A)~1 =322, Ak O

Vyse zminény postup umoziuje zavést maticovou funkci pro mnoho reélnych funkci, zejména analytické

funkce. Tudiz miZeme uvazovat sin(A), cos(A),e4, ... a studovat jejich vlastnosti. Nekteré znamé identity

se zobecni na maticové funkce [Horn and Johnson, [1991], jako napiiklad

sin(2A) = 2sin(A) cos(A),
sin?(A) + cos?(A) = I,,.

Na druhou stranu, jiné se pfimoc¢afe zobecnit nedaji (viz véta [0.4]).

9.2 Maticova exponenciala

Exponenciéla je duleZzitou realnou funkei a z pohledu maticovych funkei jednou z nejzajimavéjsich. Bud
A € R™"™, Podle postupu z predchozi sekce je maticova exponenciila definované fadou

00
et =2
k=0

Vzorec pro maticovou exponencidlu mizeme odvodit pifmo.

| —

k
!A.

™
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Poznamka 9.2 (Odvozeni e?). Vime jiz, Ze maticovou funkei staci vyjadiit pro jednotlivé Jordanovy
buiiky. Bez jmy na obecnost bud A Jordanova buinika, tedy A = A, + N, kde

0 1 0 O
N=J,0) = | 0
: 1
0 0
Pak
Yk Yk
k _ k _ k—mgtk—marm __ k—m arm
AR = (\I, + N) _Z<m>)\ If=mN _Z<m>)\ N™,
m=0 m=0
pticemz (N™); itm = 1 pro i =1,...,n —m a jinak nuly. Specialné¢, N = 0 pro m > n. Nyni tedy
9] 0 k
1 1 k
A = Ak = k—m arm
SR DPELED P Y () Bl
k=0 k=0 m=0
oo k oo 00
_ 1 k k—m arm 1 1 k—m arm
DT EE D D S e e
k=0 m=0 m=0 k=m
S| 1 1
B ST PRSP
| — | |
m=0 m k=m (k m) m=0 m
1 % (n—ll)'
n—1 1 0
_ A N A
D= ’ 1
m=0 . 1
0 ... 0 1

Dale zminime nékteré vlastnosti maticové exponencialy a piiklady pouZiti.
Véta 9.3. Plati det(e?) = etrace(4),

Diikaz. Bud A = SJS™!, kde J je v Jordanové norméalni formé. Pak det(e?) = det(Se’S™!) = det(e”),
pficemz

o 1 © 1 Ak ? eM ?
J _ 7k _ = . —
=l = - -
k=0 k=0 0 Ak 0 et
Tudiz det(e’) = e ... et = Mt tAn — glrace(4) O

Vé&ta 9.4. Pokud AB = BA, pak eAtB = edeB.
Diikaz. Odvodime

k=0m=0 m=0 k=m
1 ad 1 1

o - qm k—m __ - sm, B _ A B

_Zm!A Zi{kz—m)!B —Zm!A e’ =ee”. O
m=0 k=m m=0

Protipiiklad pro vySe zminénou vlastnost pro nekomutujici matice je A = (}9), B = (J{), protoze

A+ _ (e e—1 e e\ AB
¢ _<0 1 >7£<0 1)‘66'

Ctenar si to mtze ovéfit numericky v prostfedi Matlab / Octave zavolanim funkce expm() na vypocet
maticové exponenciily.
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Neékolik aplikaci

Diferencialni rovnice. Uvazujme linearn{ diferenciélni rovnici

y = ay,

kde y = y(t): R — R je hledana funkce a a € R konstanta. Regenim je funkce y = ¢ - e, kde ¢ € R je
libovolné &islo (jeho hodnota vyplyne z tzv. poc¢ateénich podminek, coZ je znalost hledané funkce v jenom
bodé, napt. y(0) = ¢).
Nyni uvazujme soustavu linedrnich diferencialnich rovnic fadu n
/
y = Ay,
At

kde y = y(t): R™ — R je hledany vektor funkeci a A € R™™ pevna matice. Pak FeSenim je y(t) = e“'c,
kde ¢ € R" je libovolny vektor. Diikaz:

y(t) = (eMe) = (35, HAtke) =300 L ARkth "l = A, —(k_ll)!Akfltkflc = Aetc = Ay.
Centrum grafu |[Estrada and Rodriguez-Velazquez, 2005]. Toto je jedna z moznych definic centra
grafu. Bud A matice sousednosti neorientovaného grafu, tj. A;; = 1 pokud 4,j jsou spojeny hranou a

A;; = 0 pokud ne. Pak (Ak)ij udava pocet sledit délky k& mezi vrcholy ¢ a j. Potom jakasi pramérna ¢i
normalizovany pocet sledi miZeme definovat jako

o
eh=2
k=0

se nazyva centrum grafu a odpovida vrcholu ¢ s maximélnim

vvvvvv

| —

k
!A.

o

Nejvétsi hodnota na diagonale matice e

definic centra grafu, ale vyhoda tohoto pfistupu je ta, Ze nezkouma lokalni chovani (stupen vrcholu atp.),
ale zvazuje globalni strukturu grafu.

Matice rotace. Maticova exponenciala se da vyuzit k vyjadieni rotaci v prostoru R3. Matice e®, kde

0 —z
R=al|l =z 0 -z (9.3)
-y x 0

totiz popisuje matici rotace kolem osy se smérnici (z,v,2)” o tihel a podle pravidla pravé ruky (viz

cviceni [@.7)).

Dalsi ¢teni. Jesté jiné zajimavé aplikace maticové exponencialy najdeme v [Higham [2008|, naptiklad
v definici prameérného oka v soustavé optickych zafizeni, nebo jak spocitat pfechodovou matici $iteni AIDS
pfi limitovanych udajich.
Cviceni
9.1. Pro matici A € R™*™ a analytickou funkci f: R — R ukaZte
(a) f(AT) = f(AT,
(b) f(A) komutuje s A,
(c) f(SAS™1) = Sf(A)S~! pro kazdou regularni S € R,
9.2. Vyjadiete f(A) pro matici A € R™*™ a danou funkci:

(a) f(t) = c, kde ¢ je realna konstanta,
(b) f(t) =t
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(c) f(t) = g(t) + h(d).

9.3. Urcete e pro matici A € R™ ™ pokud:

(a) A=0,
(b) A% =0,
(c) A% = A.

9.4. Pro matici A € R™*"™ ukazte:

(a
(b

) e? je regularni a najdéte jeji inverzi,
)

(c) je-li S € R™™ regularni, pak eSAST! = SeAS1,
)
)

urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice e?,

(d) je-li A symetricka, pak e je positivné definitni,
(e) je-li A= —AT pak e? je ortogonalni.
9.5. Najdéte explicitni vyjadieni pro e, kde A = (t 0 )
9.6. Odvodte vzorec pro %em, kde t je skalarni proménna.

9.7. Ukazte, ze matice e, kde matice R byla definovina v (@3), skuteéné popisuje rotaci o thel «
kolem osy (z,v, z)T. Staci, kdyz diikaz predvedete pouze pro rotace okolo souradnych os.

9.8. Jak vypada e pokud A > 0? A jak vypada e pokud pouze mimodiagonalni prvky matice A jsou
nezaporné?

9.9. Jak byste definovali X pro dvé matice X,Y € R"*"?
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Kapitola 10

Nestandardni maticové souciny

Kromé standardnfho maticového soucinu existuji i jiné. Jejich vyznam spocivi zejména ve zjednoduSeni
slozitych vyjadfeni a vyskytuji se v urcitych situacich. PfestoZe nemaji tak dulezity vyznam jako ten
standardni soucin, je dobré o nich néco malo védét.

10.1 Kroneckeruv soudcin

Kroneckeriiv (nebo téz tenzorovy) sou¢in umoziuje vynéasobit matice libovolnych rozmért [Horn and Johnson,
1991].

Definice 10.1. Bud A € R™*" B € RP*4. Pak Kroneckeriv soucin matic A, B je matice AQ B € R™P*"4
definovana blokové jako
allB . e alnB

A® B =

am B ... amnB

Poznamka 10.2 (Geometricky vyznam Kroneckerova soucinu). Budte f: U — V, f: U — V dvé linearni
zobrazeni mezi vektorovymi prostory. Bud déle

U, ..., U, baze U, Vly...,Uy baze V,
U, ..., Uqg baze U, U1,...,0p baze V.

Uvazujme vektorové prostory U x U a V x V. Pro vektory u € U a @& € U vSak nebudeme uvazovat
standardni mnozinu usporadanych dvojic (u, %) s operacemi

a(u, ) = (qu,au),

(u1, 1) + (ug,U2) = (u1 + uz, t1 + Uz).
Namisto toho budeme chtit, aby platily vlastnosti podobné bilinedrnim formam

a(u,u) = (au,a) = (u, ad),
(ul,ﬂ) + ('LLQ,'EL) = (u1 + UQ,’&),
(uvﬁl) +(

Tyto vlastnosti pak pro vektory u= )", au; € U a it = Zj Bju; € U implikuji

u,ﬁg) = (u,fu + QNLQ).

(u, @) = <Z@- i, ) ﬁﬂj) = 2, lBy(ui, ).

Prostor U x U je pak lepsi si predstavit jako mnozinu vyrazi o; Bj(ui, tj), kde o35 € R, nez jako mnozinu
usporadanych dvojic (u,w). Baze prostort lze volit naptiklad jako

(ur, @), .., (ur,dg),. .., (Un,U1),..., (U, dq) pro prostor U x U,
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(V1,01), -+, (V1,Tp)s -+ + s (Vmy 1), -+« 5 (Um, Bp) PrO prostor V x V.

Pak f®@ f: U ><~U — V' x V je linearn{ zobrazeni definované (uj,iig) — (f(u;), f(@i¢)). Bud'te A, B matice
zobrazenich f, f vzhledem k danym bazim, tedy

Fluj) =S a5, Fig) = 32, b

Jaka bude matice zobrazeni f ® f?
Z definice se (uj, ) zobrazi na

(f(uj)’ f(af)) = (ZZ QUi Zk bkﬂjk) = Zivk aijbkg(vi, f)k).

Tudiz hledané matice je A ® B.
Véta 10.3 (Vlastnosti Kroneckerova sou¢inu). Plati pro matice vhodnijch rozméri:

(1) (A® B)(C® D) = AC ® BD, md-li AC, BD smysl,

(2) (A B)™' = A=t @ B7!, jsou-li A, B requldrni,

(3) (A® B)T = AT @ BT,

(4) (A®B)C=A® (BxC),

(5) obecné A® B # B ® A.
Diikaz.

(1) Porovname bloky na pozici 1, j:

c1; D
anB ... ap,B : = (> p_y Gircr;)BD = (AC);; BD.
Cnj D
(2) Podle predchoziho (A® B)(A™' ® B™!) = AA™'®@ BB™! = I,;,,,.
Ostatni ponechavame za cviceni [I0.11 O
Vé&ta 10.4. Necht matice A € R™*™ md vlastni ¢isla Ai,..., N\, a matice B € R™™™ md vlastni &isla

W1y -y fin. Pak matice A ® B md vlastni cisla Ajpj Vi, j.

Diikaz. Vime, Ze pro linearni zobrazeni x — Az zména baze znamena zménu matice na S~1AS pro uréitou
regularni A. Tedy pro linearni zobrazeni (podle poznamky [[0.2]) zména baze prvniho prostoru povede na
tvar ST'AS ® B, a podobné pro B. Pokud matice A, B pfevedeme na Jordanovy normalni formy Jy, Jg,
tak odpovidajici matice bude J4 ® Jg. To je horni trojuhelnikova matice, a proto ¢isla na diagonéle
AL, - oo s Ay« - - s Am i1y - - - Amfbn, jSOU Vlastni Cisla A ® B. O

Disledek 10.5. Plati pro matice A € R™*™ B € R™" s vlastnimi ¢isly A1, ..., \m @ 41, -+, fbn:
(1) Jsou-li A, B positivné (semi-)definitni, pak A ® B je positivné (semi-)definitni,
(2) det(A ® B) = det(A)™ det(B)™,
(8) vlastni éisla A ® B jsou stejnd jako vlastni ¢isla B ® A.
(4) wvlastni cisla matice A ® I, + I, @ B jsou A\j + pj Vi, 7.

Driikaz.

(1) Symetrie A® B plyne z véty [0.3(3)] Kladnost (resp. nezapornost) vlastnich ¢isel z véty [0.4], nebot
nasobime kladné (resp. nezapornd) ¢isla.

(2) Ziejme.

(3) Zrejmé.

(4) Analogicky jako v dukazu véty [[0.4] zménou béaze prvniho prostoru se matice A ® I, + I, ® B
zméni na ST'AS @ I, + S~1S ® B. Tudiz, pokud S representuje matici upravujici A na Jordanovu
normélni formu J4, tak dostaneme tvar J4 ® I, + I,,, ® B. Podobné pro matici B, takZe ve vysledku
dostavame J4 ® I, + I, ® Jg. Tato je horni trojuhelnikova matice a vlastni ¢isla A ® B jsou jeji
¢isla na diagonéle. O

Pozndmka. Matice A ® I, + I, ® B se nazyva Kroneckeriv soucet matic A, B.
Podobny vztah jako pro vlastni ¢isla A ® B plati i pro singularni &isla. To ukazuje, Ze rank(A ® B) =
rank(A) rank(B).
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10.1.1 Maticové soustavy rovnic

Kroneckeruv soudin je uzite¢nym pomocnikem pfi zachazeni s maticovymi soustavami linedrnich rovnic.
Uvazujme napftiklad soustavu AX = B, kde A, B jsou dané matice a X je hledand nezndmé matice.

Tuto soustavu muZzeme piepsat do tvaru klasické soustavy linearnich rovnic (I ® A) vec(X) = vec(B), kde

vec(-) je operator, ktery z matice vytvoii jeden dlouhy vektor tak, Ze bere sloupce jeden za druhym:

VGC(B) = (b117- .. ,bml,blg, .. .,bmg,. .. ,bln, . ,bmn)T.

Podobné maticovou soustavu AX + XC = B miizeme piepsat na tvar (I ® A+ CT @ I) vec(X) = vec(B),
nebo soustavu AXC = B miizeme piepsat na tvar (CT ® A) vec(X) = vec(B).

Vé&ta 10.6. Soustava AXC = B je ekvivalentni se soustavou (CT @ A)vec(X) = vec(B).

Diikaz. (i,7)-t4 rovnice v soustavé AXC = B je

> airzpicy; = AnXCij = (AXC)yy = byy.
kot

Na druhou stranu, rovnice v j-tém bloku soustavy (CT ® A)vec(X) = vec(B) maji tvar
(cijA -+ cpjA) vee(X) = Bsj,

neboli

Z ngAX*g = B*j.
l

Nyni i-t& rovnice v tomto bloku jest
Z cojAix Xuo = Z CejQikTre = bij. U
¢ k0

Prepis maticové soustavy na klasicky tvar je vyhodny pro zjistovani rtznych vlastnosti. Pro feSeni
soustavy to nemusi byt nejlepsi postup, protoze rozmér soustavy se zvétsi. Pokud naptiklad matice v sou-
stavé AX = B jsou ¢tvercové fadu n, pak (I ® A)vec(X) = vec(B) je soustava fadu n?, ¢li velikost roste
s druhou mocninou.

Poznamka 10.7. Existuji i jiné explicitni feSeni maticovych soustav. Napfiklad feSeni Sylvesterovy rov-
nice AX — X B = C lze vyjadfit pomoci maticové exponenciély ze sekce jako

o0
X = —/ eAtCe By,
0

vvvvvv

a Lyapunovy rovnice.

Véta 10.8 (Sylvester, 1884, Rosenblum, 1956). Necht A, B € R™™ nemaji spolecné vlastni ¢islo. Pak
Sylvesterova rovnice AX — X B = C md prdvé jedno Fesent pro libovolné C' € R™*™.

Diikaz. Rovnici lze piepsat do tvaru (I, ® A — BT ® I,,) vec(X) = vec(C). Podle véty M0.H(4)] je matice
této soustavy regularni, nebot nemé nulové vlastni ¢islo. Tudiz je feSeni jediné. O

Véta 10.9 (Lyapunov, 1892). Necht A € R™ ™ md vlastni ¢isla pouze v zdporné poloroviné (tj., jejich
redlnd cdst je zdpornd). Pak Lyapunova rovnice AX + X AT = —1I,, md prdvé jedno veseni. Navic je Fesent
symetrickd, positivné definitni matice.

Diikaz. Podle predpokladu matice A, — AT nemaji spoleéné vlastni &islo, ¢ili ze Sylvesterovy-Rosenblumovy
véty 0.8 existuje jediné Fefeni. Transpozici soustavy dostaneme XTAT + AXT = —1I,,, tudiz i X7 je
feSenim puvodni soustavy. Z jednoznacnosti pak X = X7, tedy X je symetricka.
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Diukaz positivni definitnosti matice X vynechédme pro obecny piipad, dokdZeme si specidlni pripad
kdyZz A je symetricki. Podle predpokladu je A negativné definitni. Bud A vlastni ¢islo X a v pFislusny
vlastni vektor. Pak

0> —vlv =0T (AX + XA )v = vT AXv + 0T X AT
= vl AXv + 0T AXTv = 20T AXv = 2007 Aw.

Protoze vT Av < 0 podle Rayleigh-Ritzovy véty 4] tak musi A > 0. O

Resitelnost Lyapunovy rovnice je diilezita pro stabilitu v teorii fizeni. Proto se také matici, jejiz vlastni
¢isla lezi v zaporné poloroving, Tiké stabilni. Jednoduché vysvétleni mizeme ziskat, pokud budeme uvazovat
soustavu linearnich diferencialnich rovnic fadu n ve tvaru a’ = Ax. Vime (sekce [0.2)), Ze FeSeni je tvaru
z(t) = eAc. Pokud je A stabilni, tak s rostoucim ¢asem ¢ bod z(t) konverguje. Pro jednorozmérny piipad
je to snadné nahlédnout piimo, vicerozmérny piipad lze dokdzat pomoci Lyapunovy véty.

Piehled vlastnosti Kroneckerova soucinu a operéatoru vec(-) najdeme v [Henderson and Searle [1981].

Cviceni
10.1. DokazZte zbylé vlastnosti véty [0.3l
10.2. Pro vektory z,y € R™ vyjadiete z @ y7 .
10.3. Ukazte, Ze trace(A ® B) = trace(A) trace(B).
10.4. Ukazte, ze A ® B = 0 pravé tehdy, kdyz A = 0 nebo B = 0.
10.5. Ukazte pro matici A € R™*™:

(a) (A® In)" = AF @ Iy,
(b) eA®Im — A g elm,
10.6. Kdy vSude plati A® B = 1,7
10.7. Ukazte:

(a) [[A® B| = ||A]|- || B]| pro maticové £, normy || - [|¢, a indukované 1- a co-normy || -[|1 a || - [|oc,
(b) |A® B| = ||4] - ||B]| pro spektralni a Frobeniovu normu,
() |1A® Ly + I, @ B|| < ||A]| + || B|| pro maticové ¢1 a £y normy a indukované 1- a oo-normy.

10.8. Dokazte eln®4 = I, @ e pro A € R"*".

10.2 Hadamarduiv souéin

Hadamardav soucin nasobi matice po slozkach tak, jako je s¢itame [Horn and Johnson, [1985;Horn and Johnson,
1991]).

Definice 10.10. Budte A, B € R™*", Pak Hadamardiv soudin matic A, B je matice Ao B € R™*"
definovana jako (Ao B);; = a;jb;.

N2

Hadamardtv souc¢in se dfive také nazyval Schurtv soucin, préavé podle autora nejvyznacnéjsiho vy-
sledku této oblasti.

Véta 10.11 (Schur, 1911). Budte A, B € R™*™.
(1) Jsou-li A, B positivné semidefinitni, pak Ao B je positivné semidefinitni.
(2) Jsou-li A, B positivné definitni, pak Ao B je positioné definitni.

Driikaz.



10.2. Hadamarduv soucin 63

(1) Bud A = QAQT spektralni rozklad matice A, tedy a;; = > p_; Gik ik, kde Ai,..., A, > 0 jsou
diagonalni prvky matice A (¢ili vlastni ¢isla A). Pro vektor x # 0 upravme

(AoB T = Z TiT;a;5bij = Z ;T ;bij <Z q@k)\k%k>

i,j=1 ,j=1
(k) (k
- Z)\k Z bzg %kxz Qkaj Z)\k Z bl]y@ )y] )
,j=1 ,j=1
_ Z My T By®) > 0
k=1

kde y®) = (qupz1, ..., quezn)’, k=1,...,n

(2) Postupujeme analogicky jako v pfedchozim bodu. Rovnost 27 (Ao B)z = 0 nastane jen tehdy, kdyz
y*) = 0 pro vSechna k. Nyni

n

0= 6P = 3 (g zm (zqzk) vy,
k=1 =1

i k=1 i k=1
z ¢ehoz musi = 0. O

Hadamarduv sou¢in mé samoziejmé jiné vlastnosti nez standardni maticovy soucin, napriklad:
e Jsou-li A, B symetrické, pak A o B je symetricka.
e Jsou-li A, B regularni, pak A o B mtze byt singularni: A = (21), B = (}

7 mnoha dalgich vlastnosti uvedeme jesté jednu.
Véta 10.12. Budte A, B € R™*". Pak ||Ao B2 < ||All2 - || B]|2-

Diikaz. Podle vét 3.2 5.9] E.I3] pro étvercovou matici C plati ||C||2 = p(CTCO) < |CTC|l1 < |ICT )1 - |C1-
Tedy specialné pro C := Ao B dostaneme ||A o B||2 < ||[AT o BT||; - ||A o B||;. Nyni podle Cauchyho-
Schwarzovy nerovnosti a Rayleighovy—Ritzovy véty 2.4 mame

140 Bl = max Z!ambw\— max (Al |Bugl) < max || Aullz - | Bull2

< jmax HA*jHQ max HB*]HQ— max \/ (AT A) j max \/ (BT B);
= max \/ TATAe max \Je TBTBe

< wl(ATAMAl(BTB) = || All> - | Bl

Ze stejného divodu i [|[AT o BT ||y < ||Allz - || B2 O

Piiklad 10.13 (Komprese JPEG). Hadamardtv soucin se pouziva napiiklad pii ztratové kompresi meto-
dou JPEG. Béhem faze tzv. kvantizace se jistym zptsobem upravenéd matice obrazku Hadamardové nasobi
(nebo presnéji feceno déli) kvantizacni matici, a pak se hodnoty zaokrouhli. To provadi ¢ast komprimace
(zaokrouhlenim se mnoho hodnot vynuluje, coz se pouzije ke kompresi) a zaroven ztratu informace — podle
daného komprimac¢niho poméru se pravé sestavuji kvantiza¢ni matice. PFi dekompresi se jednotlivé kroky
provedou v opa¢ném poradi, ¢ili i zde se pouzije Hadamardiiv soucin pro nasobeni s kvantiza¢ni matici. U

Cviceni
10.9. Klasifikujete vlastnosti operace o.
10.10. Jaké t¥idy matic jsou uzaviené na operaci o a které ne?
10.11. Pro A € R™ " regularni dokazte (A=7 o A)e = e.
10.12. Pro matice A, B € R™*™ ukaite ||[Ao B|r < ||A||F - || Bl F.
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Kapitola 11

Kdo nema dosti positivni semidefinitnosti

Mnozina positivné semidefinitnich matic mé specifickou geometrickou strukturu, kterou v této kapitole
probereme podrobnéji. Ozna¢me jako S; mnozinu positivné semidefinitnich matic z R™*"™.

Lemma 11.1. Bud A € S, a x € R". Pokud 27 Az = 0, pak Az = 0.
Dikaz. Rovnost 0 = x;[\/Z\/Z:UZ = ||\/Z$ZH% implikuje VAz; = 0, a tedy Ax = 0. O

Véta 11.2. MnozZina Sy tvoii konvexni kuZel v prostoru symetrickych matic v R™*"™. Vnitrek Sy je tvofen
positivné definitnimi maticemi a hranice Sy singuldrnimi maticemi. Extrémni sméry kuZele jsou tvoreny
positivné semidefinitnimi maticemi hodnosti 1, tedy tvaru xx” pro x # 0.

Diikaz. Mnozina S, je uzavienéd na soucet a nezidporné nasobky, proto tvori konvexni kuzel. Vnitiek je
tvofen positivné definitnimi maticemi, protoze s nimi tam lezi i jejich okoli.

Kazda matice A € S se da podle spektralniho rozkladu vyjadiit jako A = QAQT = S )\iqiqiT, kde
¢ = Q. Tudiz kazda positivné semidefinitni matice je nezapornou kombinaci matic tvaru za’.

Zbyva ukézat, ze matice tvaru za! jsou extrémni, tj. nelezi ve vnitiku tusecky spojujici dvé jiné positivné
semidefinitni matice. Pro spor pfedpokladejme, ze z2” = oA 4 B, kde A, B € S, a, 8 > 0. Bez tjmy
na obecnost necht [|z|2 = 1 a rozsifme jej na ortonormélni bazi x,zs, ..., x,. Pak pro kazdé i = 2,...,n
je

0= (zl2)(aTz,) = 2l (xaT)x; = 2l (@A + BB)x; = axl Az; + pzl Bz, > 0.

%
Tudiz
0=azl Az, = 27 Bz, > 0.

z ¢ehoz 0 = Ax; = Bx; podle Lemmatu [I.Il To znamen4, Ze matice A, B maji hodnost nanejvys 1;
sta¢i uvazovat piipad, kdy je presné 1. Protoze Ker(A) = Ker(B) = Ker(zz”), plati rovnost i pro jejich
ortogonalni dopliiky S(A) = S(B) = S(xzT) = span{z}. Tudiz matice A, B musi byt kladné nasobky
matice zx” . U

Pozndmka. Pokud mnozinu S, fizneme nadrovinou, dostaneme geometrické téleso, nazyvané spektra-
edr (ang. spectrahedron).
Positivni (semi-)definitnost umoziiuje zavést zajimavou maticovou relaci.

Definice 11.3. Budte A, B € R™*"™ symetrické. Pak A > B pokud A — B je positivné semidefinitni, a
A > B pokud A — B je positivné definitni.

Nyni positivni semidefinitnost matice A lze znaéit jako A > 0. Relace > uréuje ¢asteéné usporadani
a relace > urcuje ostré usporadani. Tato relace se nazyva také Lownerovo uspofadani (podle amerického
matematika ¢eského ptivodu Karla Lownera).

Véta 11.4. Relace > predstavuje cdstecné uspordaddni a relace > ostré uspordadand na tridé symetrickiych
matic Tddu n.
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Diikaz. Reflexivita. Plati trivialné A = A.

Transitivita. Pokud A = B > C, tak matice A — B, B — C jsou positivné semidefinitni. TudiZ i jejich
soutet A— B+ B — C = A — C je positivné semidefinitni.

Anti-symetrie. Pokud A = B a zaroven B = A, tak matice A — B ma nezaporna a zaroven nekladné
vlastni &isla, tudiz jsou v8echna nulova a proto A — B = 0.

Analogicky pro relaci . O

Pozorovani 11.5. Budte A, B,C, D € R™*" symetrické. Pak plati:
(1) A= B = SAST = SBST pro kazdou S € R™",
(2) A= B = SAST = SBST pro kazdou reguldrni S € R"*",
(3) A=B,C=D = A+C = B+D.

Véta 11.6. Budte A, B € R™" symetrické a A = 0. Pak A, B jsou soucasné diagonalizovatelné (podle
teorie kvadratickijch forem), tj. existuje requldrni U takovd, Ze UT AU a UT BU jsou diagondini.

Diikaz. Oznatme V := \/Z_l, pak VT AV = I,,. Matice VT BV je symetricka, tudiz ma spektralni rozklad
VTBV = QAQT. Nyni staéi volit U := VQ, nebot UTAU = QTVTAVQ = Q'1,Q = I, a UTBU =
QTVTBVQ = QTQAQTQ = A. O
Véta 11.7. Budte A = 0, B = 0. Pak

(1) A= B prdvé tehdy, kdyz p(A~'B) <1,

(2) A= B prdvé tehdy, kdyz p(A~'B) < 1.

Diikaz.
(1) Podle ditkazu véty M6l lze vyjadiit A = UUT, B = UDU”, kde D je diagonalni matice s nezapor-
nou diagonalou. Nyni A = B pravé tehdy, kdyz U(I — D)U”T = 0, neboli ekvivalentné I — D > 0,
coz znamena d;; < 1. Vlastni ¢isla matice A~1B = U~ Tu-lupuT = u-Tpyu”T jsou di1, ..., dnn
a tudiz plati p(A~!B) < 1 pravé tehdy, kdyz d;; < 1.

(2) Analogicky.

O

Vé&ta 11.8. Budte A,B >~ 0. Pak A> B < A '=<B~ 1l
Diikaz. Podle véty [1.7 je A = B pravé tehdy, kdyz p(A~'B) < 1. Protoze p(A™'B) = p(AA~'BA™1)

Ol

p((B~1)7tA~Y), tak ekvivalentné podle té samé véty je A=t < B~L,
Véta 11.9. Budte A, B € R™*"™ symetrické a A = B. Pak \i(A) > X\i(B) pro vSechna i =1,...,n.
Diikaz. Podle Courantovy—Fischerovy véty je

M = B e T AT e v e T BT NE: O

Obracena implikace obecné neplati, protipriklad: A = (39), B=(39).

Z vySe uvedenych vlastnosti miizeme odvozovat dalsi vlastnosti. Napiiklad A = B = 0 implikuje
det(A) > det(B), trace(A) > trace(B), ...
Véta 11.10 (Hadamardova nerovnost).

(1) Je-li A= 0, pak det(A) <[, ai-

(2) Je-li B € R™*", pak |det(B)| <[] || Bxill2-

Driikaz.
—1/2

(1) Definujme D := diag(ailﬂ, oo, @y’ 7). Pak podminka det(A) < [, as je ekvivalentni s pod-
minkou det(DAD) < 1, nebot det(DAD) = det(A)det(D)? = det(A) [}, a;;'. Budte A1, ..., \,
vlastni ¢isla DAD, pak podle AG nerovnosti (mezi geometrickym a aritmetickym primérem) je

det(DAD) =[N < (% SNt = (% trace(DAD))" = 1.
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(2) Pro B singularni plati odhad trivialné, takze uvazujme B regularni Definujme A := BT B = 0. Pak
nerovnost det(A) < [[iL, ai; ma tvar det(B)? = det(BTB) <[], || Buil3, z ¢ehoz odmocnénim
mame pozadovanou nerovnost. ]

Vyznam druhé nerovnosti lze dobie ilustrovat geometricky. Determinant je objem rovnobé&Zznosténu
s hranami odpovidajicim sloupctim matice B. Pravé strana pak urcuje objem kvadru s hranami odpovi-
dajicim sloupcum matice B. Z toho vidime, Ze nerovnost se nabyde jako rovnost, pokud sloupce matice
B jsou na sebe kolmé (naptiklad, je-li B ortogonalni).

Cviceni
11.1. Dokazte vlastnosti z pozorovani [[1.5]

11.2. Dokazte pro relaci > a Hadamarduv soucin:

(a) A= B, C>0 = AoC > BoC(C,
(b)) A=B=0,C=D>=0 = AoC>=BoD >0,

11.3. Bez pouziti véty [T.9 dokazte A = B = det(A) > det(B).
11.4. Odvodte vétu L8] pFimo z véty bez pouziti véty [T.7

11.5. Pfipomenme, Ze pro kazdy vektor z € R" je ||z|loo < [|z]|2 < ||2z]]1. Odvod'te odhad pro determinant
det(B) < [Ii, ||Bs«illi na zékladé Gerschgorinovych diski a ukazte, Ze je méné tésny, nez ten
z Hadamardovy nerovnosti (véta[ILI0). Ukazte déle, Ze jesté tésnéjsi odhad det(B) < []7; | Bsillso
jiz obecné neplati.

11.6. Uvazujme symetrickou matici v blokovém tvaru

A11 . Aln
A= )
AT A
kde diagonalni bloky Ai1,..., An, jsou ¢tvercové matice.

(a) Dokazte, ze A > 0 implikuje det(A) < [T, det(As).
(b) Ukazte (A2)11 t (A11)2.
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Kapitola 11. Kdo nemd dosti positivni semidefinitnosti




Kapitola 12
Specialni matice

V fadg situaci se setkdvame se specidlnimi typy matic a vyuzivame jejich specifickych vlastnosti. Typy
matic, jako napftiklad regularni, ortogonalni, positivné definitni aj., jiz dobfe zname a v nésledujicim se
zaméfime na dalsi dilezité t¥idy matic.

12.1 M-matice

Zakladni zdroje: Horn and Johnson [1991]; Meyex [2000].

Motivace k M-maticim. Uvazujme &tvercovou soustavu linearnich rovnic Az = b. Z i-té rovnice
vyjadifme i-tou proménnou x;

1 (. _ o -
Ti= o4 <bZ Zj#aUx]), 1=1,...,n.

Tento tvar nas privadi k Jacobiho iterativni metodé na TeSeni soustavy. Jako pocéateéni vektor zvolime
libovolné 20 € R™. V k-té iteraci vyrobime z vektoru zF~1 vektor z* takto

E._ 1 (p k=1 .
Li = an <b2_2j¢ia2jxj >, 1=1,...,n.

1

Za urcitych predpokladi posloupnost 20, 2!, ... konverguje k feseni A~1b.

Iteraci miizeme vyjadrit maticové. RozloZzime A = D + A’ na diagonalni a nediagonalni ¢ast, tedy

ail 0 N 0 0 a2 PN QA1n
0 a
D = ’ A/ — 21
0 : T T Ap—1,n
0 ce 0 Ann apl  -.. OGpn—1 0

Pak rovnice Az = b ma tvar Dx + A’z = b, neboli Dx = b — Az, a tedy k-t4 iterace bude
¥ =D b - AN = DAL+ D7,

Nic nas ale neomezuje rozlozit matici A pouze podle diagonaly. Uvazujme tedy obecny rozklad matice
A = M — N, kde chceme, aby M byla snadno invertovatelna (tedy diagonélni, trojuhelnikova ¢ jinak
specialni). Pak k-té iterace této variace ma tvar

F = MTINZF 4+ M1
Postacujici podminku pro konvergenci davé nasledujici véta.

Véta 12.1. Je-li p(M~'N) < 1, pak A je requldrni a x* —j_,oc A1 pro kazdsj pocitecni vektor z° a pro
kazdé b.

69



70 Kapitola 12. Specidlni matice

Diikaz. Ze vztahu A = M — N vyjadifme M 1A = I, — M~'N. Protoze p(M~'N) < 1, m4 matice
I, — M~ N vsechna vlastni ¢isla s kladnou realnou ¢asti, a tedy je regularni. Proto i matice A je regularni.
Oznatme z* = A~'b a uvazujme

et — " =M IN® + Mo —2* = M N2+ MY (A - M)z* =
=M 'Nz® - M~ INz* = M IN(z° — z%).

Tedy pro libovolnou indukovanou maticovou normu plati
lzt — 2| = IM7IN (2 — 2*)|| < [|IMTIN]| - (|2 = 2],
z ¢ehoz
lz* — || < IMTENF - [l2® — 2.

Podle véty (.15 vime, Ze existuje indukovana maticova norma takova, ze ||[M 1 N|| < 1. Tudiz vzdalenost
zF od TeSeni z* ze zkracuje s geometrickou Fadou. O

Poznamka 12.2. Véta plati i naopak. Je-li p(M~1N) > 1, pak matice A nemusi byt regularni, o Gemz
nas presvédéi pitklad M = N = I,,. Pokud je matice A regularni, i pak posloupnost 2%, 2!, ... typicky
nekonverguje pro viechna 2° a b. Necht p(M~'N) se nabyde pro realné vlastni ¢islo [A| > 1 a necht mu
piislusi vlastni vektor v, tedy M~ Nv = Av. Potom pro volbu b := 0 a z° := v posloupnost nekonverguje
k feseni A~1b = 0, ale sklada se z nezmensujicich se nasobki vektoru v.

vvvvvv

véty o realném Schurové rozkladu existuje regularni S € R™ " a blokové horni trojihelnikova T €
R™ " takové, ze M~'N = STS~!. Navic prvni blok matice T je tvaru B = (_)‘V ’)’\) Zvolme b := 0 a
20 = ST, 007 = S(y1,42,0,...,0) # 0. Nyni 2! = M~'Nz® = ST(yT,0)” = S((By)T,0)T. Vektory z*
jsou stejného tvaru jako linedrni kombinace prvnich dvou sloupci matice S. Nyni je duilezité analyzovat
vektor By. Snadno nahlédneme, ze ||Byl|l2 = p(B)||y||2, tedy postupnymi iteracemi se norma vektoru By
zvétsuje, a tim i (globalné) norma .

Kone¢né M-matice. M-matice pfedstavuji mj. tfidu matic, pro které Jacobiho metoda konverguje
s tim, Ze za matici M stali zvolit vhodny (tj. dostate¢né velky) nasobek jednotkové matice. Dokonce i
kazdy jiny rozklad A = M — N, kde M je regulérni a N nezapornd, splni sviij ac¢el. Vyznam M-matic vSak
prekracuje tyto vlastnosti.

Definice 12.3. Matice A € R™ " je M-matici pokud a;; <0 proi # j a A=t > 0.

Zkratka z ndzvu pochazi z roku 1937 od Alexandera Ostrowského a mé pripominat Hermanna Min-
kowského, ktery ukézal prvni vlastnosti. M-matice se daji charakterizovat mnoha ekvivalentnimi podmin-
kami, ukazujicimi, jak se na jednu vlastnost da pohliZzet z mnoha jinych ahli pohledu [Horn and Johnson,
1991]).

Véta 12.4 (Ekvivalentni podminky M-matice). Bud A € R™" takovd, Ze a;; < 0. Pak nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(1) A je M-matice, tj. A=1 >0,

(2) lze vyjadiit A = al, — B, kde B >0, p(B) < a,

(3) lze vyjadiit A= M — N, kde M~* >0, N >0, p(M~'N) <1,
(4) redlné casti viastnich cisel matice A jsou kladné,

(5) redlnd vlastni ¢isla matice A jsou kladnd,

(6) existuje LU rozklad A = LU, kde L,U jsou M-matice,

(7) existuje x> 0: Az >0,

(8) A~te >0,

(9) pokud Ax >0, pak x >0,
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(10) vsechny vedouct hlavni podmatice matice A maji kladny determinant.

Diikaz. DokaZeme vybrané vlastnosti.
Vlastnost
:> Definujme « := max; |al; a B := al, — A > 0. Dale oznaéme x := A~ 'e > 0. Pak (al,, — B)x =
AA e = e >0, z éehoz Bx < ax. Podle Perronovy teorie (vétaB.6) je p(B) < a.
[(2)]=[(D)} Z véty I8 0 Neumannovych fadach je A~! = (al, —B)™' = 1(I,—1B)"1 = 1 5" (1B)F >
0.
Vlastnost
= [(3)} Plyne z vlastnosti[(2)] sta¢i volit M := al,, N := B.
(3)] = [(1)} Dle vety o Neumannovych fadach je A= = (M — N)™' = (I, - M7'N)"'M~! =
(2 o(MTIN)Y?) M~ > 0.
Vlastnost
= : Vlastni ¢isla A jsou v zasadé vlastni ¢isla — B zvétSena o «, tedy jsou napravo od pocatku.
= Definujme « := max; |al; a B := al, — A > 0. Matice B m4 realné ¢asti vlastnich ¢isel mensi
neZ «. Podle Perronovy véty je dominantni vlastni ¢islo matice B nezaporné, tedy p(B) < .
Vlastnost
Analogicky.
Vlastnost @
= @: P1i Gaussové eliminaci neni potfeba permutovat fadky a staci pouzivat jen tpravu pfi¢teni
kladného nasobku radku s pivotem k Ffadku pod nim. M-maticovost se neztrati, tedy vysledna matice U
bude M-matici. Podobné pro L.
[(6)=[TF At=U"'L"">0.
Vlastnost
(1)] = [(7)} Stact volit z := A~e > 0.
= [(2); Definujme o := max;|al; a B := al, — A > 0. Pak Az > 0 ma tvar Bx < az, tedy dle
Perronovy teorie (véta B8] je p(B) < a.
Vlastnost
= : Jasné z nezapornosti a regularity A~
= [(7)} Dosad z := A~'e > 0.
Vlastnost @
= @: Je-li Ax >0, pak x = A=t Az > 0.
@ = : Matice A musi byt regularni, nebot jinak Ax = 0 pro z # 0 a jeden z vektori +z neni
nezaporny. Nynf pro kazdé i = 1,...,n definuj 2* := A;il = A~ le;. Protoze Ax' = AA le; = ¢; > 0, je
z predpokladu 0 < 2% = A*_il. Vsechny sloupce A™! jsou tak nezaporné.
Vlastnost @
Viz Meyer [2000]. O

Pozorovani 12.5. Symetrické M-matice jsou positivné definitni.

Ohledné umisténi vlastnich ¢isel M-matice lze odvodit jesté silngjsi vysledky. Pro n > 2 se da ukazat

[Horn and Johnson, [1991], Ze tihel v pocatku mezi redlnou osou a pfimkou k vlastnimu ¢islu je mensi nez
s s

2 n’

Priklad 12.6 (Laplacova matice grafu). Laplacova matice grafu G = (V, E) s n vrcholy je matice L €
R™ ™ definovana takto

deg(), stupen vrcholu pokud i = j
Lij =< -1 pokud (i,j) € E,
0 pokud (i,j) € E.

Matice L popisuje plné graf G a nékteré vlastnosti grafu z ni snadno zjistime. Napiiklad pocet koster
grafu G je roven determinantu matice L po vyskrtnuti libovolného Fadku a sloupce.

Laplacova matice sice neni M-matici podle definice (nazyva se singuldrni M-matice), ale méa nekladné
mimodiagonalni prvky a podminka |(2)| véty I24] plati s rovnosti (p(B) = «). Tudiz ma matice L mnoho
vlastnosti spole¢nych ¢i podobnych M-maticim. O
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Priklad 12.7 (Problém linearni komplementarity). Problém linearni komplementarity je tloha piipust-
nosti systému

y=Axr+b, x,y>0, :cTyzo,

kde A € R™"™ a b € R™ jsou dané a z,y € R" jsou proménné. Omezeni jsou linedrni az na podminku
2Ty = 0. Této podmince se Fikd podminka komplementarity, protoze ekvivalentné ik, ze pro kazdé i je
x; = 0 nebo y; = 0.

Tato tloha je NP-tézka a objevuje se v podminkach optimality v optimalizaci (kvadratické programo-
vani, piipustnost celo¢iselného programovani) ¢i k vyjadreni Nashova ekvilibria bimaticovych her.

Pokud A je M-matice, pak tloha linearni komplementarity mé pravé jedno feSeni pro kazdé b €
R™ (ve skutefnosti tuto vlastnost spliuje vétsi t¥ida matic, tzv. P-matice). Navic je TeSeni efektivné
nalezitelné. O

M-matice se objevuji v fadé dalsich situaci. Mayer [2017] ukazuje priklady z diskretizace uréitych typut
diferencialnich rovnic.

Cviceni
12.1. Ukazte, ze hlavni podmatice M-matice jsou M-matice.
12.2. Ukazte ekvivalentni charakterizaci M-matic: existuje x > 0: Ax > 0.
12.3. Budte A, B dvé M-matice. Je (4 %) také M-matice?

12.4. Rozhodnéte, zda jsou (a pfipadné za jakych podminek jsou) M-matice uzaviené na:

12.5. Kdy je horni trojthelnikova matice M-matici?
12.6. Ukazte, Ze vlastni ¢islo M-matice A s nejmensi realnou ¢asti je realné.
12.7. Necht A je M-matici, B > A, b;; < 0 pro ¢ # j. Dokaite:

(a) B je M-matici,
(b) A=t > B~ 1
12.8. Ukaite, ze Jacobiho metoda konverguje pokud je A diagonalné dominantni, tj. |a;| > Zj# |
pro vSechna ¢t =1,...,n.

12.9. Ukazte piimo, Ze problém linearni komplementarity mé jednoznacné feSeni a najdéte jeho vyjadieni
pro pfipad, kdyZz A je M-matice a b < 0.



Kapitola 13

Dalsi témata

Aplikace SVD rozkladu
Téch je mnoho, naptiklad:

e Lawrence Sirovich: A pattern analysis of the second Rehnquist U.S. Supreme Court, 2003,
http://www.pnas.org/content/100/13/7432.abstract

Analyza nezavislosti hlasovani soudct nejvyssiho soudu za 2. predsednictvi soudce Rehnquista.

e Barry A. Cipra: Blockbuster Algorithm, SIAM news, 2009,
https://www2.bc.edu/ "baglivo/MT210/SVDBlockbuster . pdf

Cena Netflixu za milion dolart o vylepSeni aspon o 10% jejich systém, kterym Netflix doporucuje
zdkazniktm filmy.

Numericky range

Numericky range matice A € C™*" je mnoZzina komplexnich ¢isel
F(A) ={2"Az; 2 € C", x*x = 1}.

Protoze tato mnozina zahrnuje vlastni ¢isla matice A, hodi se k jejich odhadu a k odhadu spektralniho
poloméru p(A). Pro symetrické resp. normélni matice ma F'(A) specificky tvar.
Vice: [Horn and Johnson, 1991, kap. 1]

Zobecnéna vlastni ¢isla

Méjme matice A, B € R"*™. Pak A € C je vlastnim ¢&islem a 0 # z € C" pfislusnym vlastnim vektorem
paru (A, B) pokud Az = ABz. Tedy pro B = I,, dostaneme klasické vlastni ¢islo a vektor.
Jaké jsou vlastnosti a jak najit zobecnéné vlastni ¢isla? A jaka je motivace?

Stabilni matice

Matice A € R™*™ je (Hurwitzovsky) stabilni pokud realné ¢asti vSech vlastnich ¢isel jsou zaporné.
Motivace pochazi z konvergence feSeni diferencidlnich rovnic. Uvazme kupiikladu diferencialni rovnici

= Az.
Jeji fedeni, vektorova funkce z(t) zavisla na case t, je z(t) = e*x(0). Pozice x(t) pak v ase dospéje do
rovnovazného stavu, nebo k nému konverguje, pravé tehdy, kdyz A je stabilni.
Ekvivalentni charakterizace stability matice A je Lyapunova véta, ktera tvrdi, Ze A je stabilni préavé
tehdy, kdyz soustava XA + AT X = —I ma jako feSeni positivné definitni X.
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Iterativni metody na reSeni soustav linearnich rovnic

Chceme Fesit soustavu rovnic Az = b. Rozlozime A = M — N, kde M se jednodu$e invertuje (pokud M je
diagonalni s diagonalou rovnou diagonéle A, pak dostaneme Jacobiho metodu). Soustavu pak pfepiSeme
x = M~Y(Nx + b). To nas vede na nasledujici iterativni algoritmus.

Zvolme z°, polozme k = 0 a iterujme

a* = MY (N 2P 4 b),
k=k+1,

Za jakych predpokladi algoritmus konverguje k feSeni?

Normaéalni matice

Jak vime, matice je norméalni pokud jeji Schurtv rozklad (véta 2I]) mé diagonalni matici. Ekvivalentni,
(a prekvapivé, snadno ovéfitelna), charakterizace je, ze AT A = AAT. Normélni matice maji fadu péknych
vlastnostem — podobné jako symetrické matice, ale tvori vétsi tiidu matic.

Vice: Horn and Johnson [1985]

Netradi¢ni maticovy souc¢in — Hadamarduiv

Ran

Hadamardav soudin je definovany podobné jako soucet. To jest, pro matice A, B € definujeme

Ao B e R™*™ jako
(AOB)Z‘J' :aijbij, i,jzl,...,n.

Prestoze Hadamardav sou¢in nedosahuje takového vyznamu jako klasicky maticovy soudin, je to pomiicka,
které se obc¢as hodi. Jak jinak vyjadrit elegantni Schurovu vétu tvrdici, Ze pokud matice A, B jsou positivné
definitni, potom i A o B je positivné definitni?

Vice: |Horn and Johnson, [1991), kap. 5]

Teorie nahodnych matic

Jaka je distribuce vlastnich ¢isel ndhodnych matic?
http://www-math.mit.edu/ edelman/publications/random_matrix_theory_innovative.pdf

Totalni nejmensi ¢tverce

Metoda nejmensich ¢tvercit hleda piiblizné feSeni (typicky nefesSitelné a preurdené) soustavy Ax = b
pomoci optimaliza¢ni tlohy
min{||Az — b||2; x € R"}

Tuto tdlohu lze ekvivalentné vyjadrit jako
min{[|0'||2; Az =b+ b, x € R"}.

Jinymi slovy, hledame nejmensi (v eukleidovské normé) vektor b’ takovy, ze kdyz zménime pravou stranu
soustavy o tento vektor, soustava se stane feSitelnou.

Zde se nabizi pfirozené rozsiteni, a to hledat nejmensi zménu vsech koeficienti, to jest matice (A | b),
tak, aby se soustava stala TeSitelnou. Matematicky vyjadieno ako optimaliza¢ni tloha:

min{||(A" | V)|l; (A+ ANz =b+ 1V, v € R"}.
Toto se nazyva metoda totalnich nejmensich ¢tvercti a jako maticova norma pouziva Frobeniova ¢i spekt-
ralni.
Tenzory

O tenzorech skoro kazdy slySel, ale mélokdo presné vi, co vlastné jsou.

Nekonecéné matice


http://www-math.mit.edu/~edelman/publications/random_matrix_theory_innovative.pdf

Znaceni

MnozZiny

N, Z, Q, R mnozina pfirozenych, celych, racionalnich a realnych ¢&isel
U+V soucet mnozin, U +V ={u+v;u e Uwv eV}

Matice a vektory

rank(A) hodnost matice A
trace(A) stopa matice A, trace(A) =), ai
p(A) spektralni polomér matice A, p(A) = max{|A|; A je vlastni ¢islo A}
A(A) > ... > A\ (A)  vlastni ¢isla symetrické matice A,
01(A) > ... > 0,(A) singularni ¢isla matice A,
k(A) ¢islo podminénosti matice A, str.
AT transpozice matice A
A* Hermitovska transpozice matice A
At Mooreova—Penroseova pseudoinverze matice A, str. 21
AP Drazinova pseudoinverze matice A, str. 23]
A®B Kroneckertiv sou¢in matic A, B, str.
AoB Hadamardtv sou¢in matic A, B, str.
A>B nezapornost matice A — B, tj. a;; > b;;
A>B kladnost matice A — B, tj. a;; > b;;
A= B positivni semidefinitnost matice A — B, str.
A~ B positivni definitnost matice A — B, str.
Ay i-ty fadek matice A
Ay j-ty sloupec matice A
diag(v) diagonaln{ matice s diagonalnimi prvky vy,...,v,
0p, 0 nulova matice (v8echny slozky jsou rovny 0)
1, jedni¢kova matice (vSechny slozky jsou rovny 1)
I, I jednotkova matice (diagonalni s jedni¢kami na diagonéle)
€; jednotkovy vektor, e; = I; = (0,...,0,1,...,0)T
e vektor ze samych jednicek, e = (1,...,1)T
Prostory

S(A) sloupcovy prostor matice A, S(A) = {Az; x € R"}

R(A)  tadkovy prostor matice A, R(A) = S(AT)

Ker(A) jadro matice A, Ker(A) = {x; Az = 0}

M+ ortogonalni doplnék mnoziny vektort M, M+ = {z € V; (z,y) =0 Yy € M}
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Znadeni
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