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V linearni algebie se studuji objekty t¥i typu: ma-
tice, prostory a algebraické formy. Teorie téchto ob-
jektt jsou navzajem tésné spjaty. Vétsina uloh line-
arni algebry pripousti pfirozenou formulaci v které-
koli z téchto t¥i teorii. Maticova formulace je obycejné
nejvhodnéjsi pro vypocetni stranku véci. V geometrii
a mechanice vznika vétsina tuloh linearni algebry jako
ulohy zkoumayjici algebraické formy. Nejhlubsiho po-
chopeni vnitfnich souvislosti mezi ruznymi tlohami
linearni algebry se dosahne pouze vySetfovanim odpo-
vidajicich linearnich prostori, které jsou proto hlav-
nim pfedmétem studia linearni algebry.

A. 1. Mal'cev (1909-1967)!

L Osnovy linejnoj algebry, tieti vydani z roku 1970, resp. étvrté vydani z roku 1975, str. 9.
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PREDMLUVA

Linearni algebra patii k zdkladim vysokoskolské matematiky. Na jedné strané
pfirozenym zpusobem navazuje na nékteré partie matematiky stfedoskolské a za-
fazuje je do uceleného systému, na druhé strané je dulezitym vychodiskem dalsich
matematickych disciplin. Proto byva na vysokych skoladch zafazovana do prvniho
ro¢niku.

Srovnanim vétsiho poctu uc¢ebnic linearni algebry je mozno snadno nahlédnout,
Ze vymezeni obsahu této discipliny znac¢né kolisa, ze latku je mozno pojmout nej-
riznéjsim zptisobem a ze jednotlivé celky lze témér libovolné permutovat. Rovnéz
lze zaznamenat velké rozdily v pfistupu, ve vykladu a v mife obecnosti. Nékdy je
linearni algebra prezentovana jako soubor receptt pro feseni jednoduchych tiloh
(soustavy linearnich rovnic o dvou, resp. tfech nezndmych, determinanty druhého
a tfetiho ¥ddu, aplikace na analytickou geometrii v roviné a prostoru atd.), jindy
je vyklddana jako teorie vektorovych prostorti (obecné libovolné dimenze) nad
komutativnim télesem, nékdy dokonce jako urcita partie teorie moduli.

Tento ucebni text je z velké ¢asti vénovan klasickym partiim linedrni algebry.
Snazi se podat linearni algebru jako ucelenou algebraickou teorii vektorovych pro-
stortl a jejich homomorfismii.? Byl sepsan na zékladé mnoholetych zkusenosti s vy-
ukou; castecné vysel ze skript Vektorové prostory I, II, III, ktera byla vydavana
v SPN v letech 1978 az 1989. Vyklad postupuje vétsinou standardnim zptsobem;
na mnoha mistech jsou vsak pouzity nepfilis obvyklé postupy, obraty a dikazy, kte-
rymi byly béhem let pfednasky ,vylepsovany“. Nékteré paragrafy (napf. posledni
paragraf o pseudoinverznich homomorfismech a maticich) jsou pojaty netradi¢né.

Prvni ¢ast, kterd je nazvana Algebraicky uvod, je pripravna. Obsahuje zejména
definice nékterych zakladnich pojmi obecné algebry, které jsou v dalsim textu uzi-
vany, a fadu pfikladi; vétsi pozornost je zde vénovana télesiim, maticim a permu-
tacim. Na nékolika mélo mistech se v dal$im textu objevi v kratkych poznamkach
i pojmy, které v ivodu vysvétleny nebyly (napf. normalni podgrupa, index pod-
grupy, jadro grupového homomofismu apod.); tato skute¢nost véak neni na Gjmu
srozumitelnosti vykladu.

Nésledujici kapitoly Vektorové prostory, Matice, Podobnost, Formy a Skaldrni

soucin jsou jiz zcela vénovany linearni algebfe.

2 Do znaéné miry tak miize byt priipravou pro nasledné studium obecné algebry, které je
v soucasné dobé zafazeno do druhého ro¢niku.



Domnivam se, Ze neni na skodu, obsahuje-li uc¢ebni text i partie, které nejsou
pfimo obsahem kursovni pfednasky (napf¥. Weyrova teorie charakteristickych ¢i-
sel, racionalni kanonické tvary matic), nebo partie, které ukazuji vyuziti linedrni
algebry v jinych disciplinach. Napi. 20. paragraf demonstruje roli, kterou hraje
Jordantv kanonicky tvar, vlastni ¢isla a vlastni vektory pri feSeni soustav line-
arnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Snad budou tyto partie
inspiraci pro dalsi studium, snad ptispéji k rozsireni obzort.

Priklady, které jsou v textu na mnoha mistech uvedeny, usnadnuji na jedné
strané pochopeni teoretickych partii, na druhé strané demonstruji jednotlivé po-
Cetni postupy. Nékolik piikladét vyuzivd i poznatki (zejména z analyzy), které
mohou byt studentim v prvnim semestru jesté cizi; vétsina z nich je vSak pro-
brana béhem prvniho ro¢niku studia.

V seznamu literatury jsou uvedeny zejména klasické ucebnice a ucebni texty,
které u nas v minulych letech podstatnym zptisobem vyuku linearni algebry ovliv-
novaly.

V tomto ucebnim textu predpokladame, Ze ¢tenaf umi fesit soustavy linedrnich
rovnic nékterym ze zptisob1, které se probiraji na stfedni skole; ve 13. a 14. para-
grafu se pak naudi Fesit soustavy linearnich rovnic pomoci Gaussova elimina¢niho
algoritmu, Cramerova pravidla a dalsimi zptusoby.

Dékuji M. Hyksové, M. Némeckové a M. Ernestové, které s pfipravou tohoto
textu pomohly.

Jindrich Becvar



I. ALGEBRAICKY UVOD

1. MNOZINY A ZOBRAZENI

V tomto paragrafu pfipomeneme nékteré zakladni matematické pojmy a jejich
vlastnosti, zavedeme nékolik symbolil a termint; navic struéné uvedeme néktera
dulezita fakta o mnozinach.

V celém textu budeme uzivat nasledujici oznaceni:

P — mnozZina vsech prvocisel,

N — mnozina vSech pfirozenych ¢&isel, tj. N ={1,2,3,...},

7Z — mnozina vSech celych ¢isel,

Q — mnozina vSech racionalnich ¢isel,

R — mnozina vSech realnych cisel,

C — mnozina vSech komplexnich ¢isel.

Budeme uzivat i tzv. kvantifikdtory; muzeme je chapat jako symboly pro nasle-
dujici slovni oznaceni:

YV — pro kazdé , d — existuje .

V celém textu budeme predpokladat znalost zdkladnich poznatkt o mnozinach
a mnozinovych operacich (podmnozina, sjednocent, prinik, rozdil, kartézsky soucin
apod.).

Zdiaraznéme, ze nelze uvazovat mnozinu vSech mnozin — to vede k logickym
sportim; proto se na nékolika mistech objevi termin trida vsech mnozin.

Poznamenejme, ze od mnoziny je tfeba odliSovat soubor; zatimco mnozina obsa-
huje prvky navzajem rtizné, v souboru se mohou prvky i vicekrat opakovat. Napft.
{1,1,2,1,3,2,2,3,2,3} je soubor, ktery obsahuje prvek 1 t¥ikréat, prvek 2 étytikréat
a prvek 3 trikrat.

Casto se setkdme s tzv. indexovanym souborem. Jsou-li A a X mnoZiny, pak

{ze; a €A}, resp. {za}acn

je indexovany soubor prvkli mnoziny X, jestlize z, € X pro kazdé o € A (indexy
probihaji mnozinu A); znamend to, ze kazdému « € A je jednozna¢né pfifazen
prvek z, € X. Znovu zdliraznéme, ze jednotlivé prvky z, nemusi byt navzajem
ruzné.

V nasledujicim odstavci budeme definovat zobrazeni a nékteré jeho speciilni
typy; tyto pojmy je tfeba dobte pochopit, zavisi na tom porozuméni celého dalsiho
textu.
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1.1. Definice. Zobrazenim f mnoziny A do mnoziny B rozumime pfedpis, ktery
kazdému prvku a € A pfifazuje pravé jeden prvek f(a) € B.

Zobrazeni f se nazyva prosté, resp. injektivni (t6éZ injekce), jestliZe rizné prvky
mnoziny A zobrazuje na rizné prvky mnoziny B, tj.

Vai,as € A a1 #ay = f(a1) # f(a2) .

Rekneme, Ze zobrazeni f je zobrazenim mnoziny A na mnozinu B, resp. surjek-
tivnim zobrazenim (téz surjekce), jestlize na kazdy prvek mnoziny B se zobrazi
alespon jeden prvek mnoziny A, tj.

VbeB JacA fla)=b.

Zobrazeni, které je soufasné injektivni a surjektivni (tj. prosté a na), se nazyva
vzdjemné jednoznacné, resp. bijektivni (téZ bijekce). Bijektivni zobrazeni f mno-
ziny A na mnozinu B je tedy charakterizovano touto podminkou: pro kazdé b € B
existuje pravé jediny prvek a € A, pro ktery je f(a) = 0.

1.2. Priklady.

(i) Zobrazeni, které kazdému ¢éislu n € Z pfifazuje ¢islo —n, je bijekce mnoziny Z
na mnozinu Z.

(ii) Zobrazeni, které kazdému &islu n € Z piitazuje ¢islo 2n, je injekce mnoziny Z
do mnoziny Z. Toto zobrazeni neni surjekce, a tedy ani bijekce.

(iii) Zobrazeni, které kazdému ¢&islu n € Z pfifazuje ¢islo |n|+1, je surjekce mnoZiny
7Z na mnozinu N. Toto zobrazeni neni injekce, a tedy ani bijekce.

(iv) Zobrazeni, které kazdému ¢islu z € R pfitazuje &islo 22, je bijekce mnoziny R
na mnozinu R.

(v) Zobrazeni, které kazdému ¢islu x € R prifazuje ¢islo 22, je surjekce mnoziny R
na mnozinu vsech nezapornych realnych ¢isel. Toto zobrazeni neni injekci, a tedy
ani bijekci.

(vi) Zobrazeni, které kazdému ¢éislu « € R pFifazuje ¢islo e, je injekce mnoziny R
do mnoziny R. Toto zobrazeni je mozno chapat jako bijekci mnoziny R na mnozinu
vSech kladnych realnych cisel.

(vil) Indexovany soubor {z, ; o € A}, kde pro kazdé « je x,, € X, neni nic jiného
nez zobrazeni mnoziny A do mnoziny X.

(viii) Zobrazeni mnoziny A na mnozinu A, které kazdému prvku a € A ptifadi
stejny prvek a, je bijekce. Je to tzv. identita, znaci se vétsinou symbolem 1 4.

(ix) Zobrazeni kartézského sou¢inu A x A do mnoziny A je tzv. bindrni operace
na mnoziné A. Kazdym dvéma prvkim x,y mnoziny A je pfifazen jednoznac¢né
urceny prvek této mnoziny; Casto se oznacuje = -y, vy, * + y apod. Zdiraznéme,
7e obecné zavisi na pofadi prvka x,y, tj. nemusi vzdy byt = -y =y - x.
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Necht f je zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B.

Jestlize se prvek a € A zobrazuje na prvek b = f(a) € B, pak fikame, ze je
prvek b obrazem prvku a a prvek a vzorem prvku b.

Obrazem podmnoziny A’ mnoZiny A nazjvdme mnoZinu

f(A)={beB; Jac A" b= f(a)}.

Obraz f(A) mnoziny A byvéa rovnéz oznacovian symbolem Im f.
Uplngm vzorem podmnoziny B’ mnoziny B nazjvame mnoZinu

{a€ A; f(a) € B'}.

Slozenim zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B a zobrazeni g mnoziny B do
mnoziny C dostaneme zobrazeni mnoziny A do mnoziny C, které znacéime gf.
Velmi jednoduse lze ukazat, Ze slozenim injekci, resp. surjekci, resp. bijekci je
injekce, resp. surjekce, resp. bijekce. Poznamenejme, ze skladéni zobrazeni je aso-
ciativni, tj. pro zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B, zobrazeni g mnoziny B do
mnoziny C' a zobrazeni h mnoziny C' do mnoziny D je

h(gf) = (hg)f .

Necht f je bijekce mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni, které kazdému prvku
b € B pfifazuje prvek a € A, pro ktery je f(a) = b, je bijekci mnoziny B na
mnozinu A; nazjva se inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znaéi se f~1.

Necht f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Toto zobrazeni miZeme pfiro-
zenym zpusobem zuZit na zobrazeni libovolné zvolené podmnoziny A’ mnoziny A;
ziskdme zobrazeni f/ mnoziny A’ do mnoziny B, které je na mnoziné A’ definovano
,stejné* jako zobrazeni f, tj.

Vae A f'(a) = f(a) .

Zobrazeni f mizeme rovnéz prirozenym zpusobem zuZit na zobrazeni mnoziny A
do libovolné podmnoziny B” mnoziny B, kterd obsahuje mnozinu f(A). Toto zob-
razeni f” je na mnoziné A definovano ,stejné“ jako zobrazeni f, tj.

Va € A f"(a) = f(a) .

1.3. Definice. Relacina mnoziné A rozumime kazdou podmnozinu p kartézského
soufinu A x A; jestlize (z,y) € o, pak piSeme xy. Relace g se nazyva
— reflexivni, jestlize
Vre A TOT ;
— symetrickd, jestlize
Y,y € A TOY = YOI ;
— antisymetrickd, jestlize
Vo,y e A TOY, Yor = T =1y ;
— tranzitivni, jestlize
Ve, y,z € A TOY, Yoz = X0% .



12 I. ALGEBRAICKY UVOD

1.4. Definice. Ekvivalenci na mnoziné A rozumime kazdou relaci, kterd je refle-
xivni, symetricka a tranzitivni.

Necht ¢ je ekvivalence na mnoziné A. Jestlize je zoy (a tedy i yox), pak fikame,
ze prvky x,y jsou ekvivalentndi.

1.5. Definice. Disjunktnim rozkladem mnoziny A budeme rozumét kazdy systém
2 neprazdnych podmnozin mnoziny A, které jsou navzajem disjunktni a jejichz
sjednocenim je celd mnozina A.

KaZzdy prvek mnoziny A tedy lezi pravé v jediné podmnoziné systému 2.

Mezi ekvivalencemi na mnoziné A a disjunktnimi rozklady této mnoziny existuje
vzajemné jednoznacné piifazeni (bijekce).

Necht je ddna na mnoziné A ekvivalence p. Uvazujeme-li ke kazdému prvku
a € A podmnozinu vSech prvkd mnoziny A, které jsou s nim ekvivalentni, tj.
podmnozinu {x € A; xzpa}, ziskdme disjunktni rozklad mnoziny A. Hovofime
o disjunktnim rozkladu, ktery je uréen danou ekvivalenci — pfislusnym podmno-
Zindm se vétsinou 1ika tridy ekvivalence g. Disjunktni rozklad mnoziny A uréeny
ekvivalenci o se vétSinou oznacuje A/p (Gteme ,A podle “); Casto se téz hovori
o faktorové mnoziné A/p mnoziny A podle ekvivalence p.

Je-li dan disjunktni rozklad mnoziny A, prohlasime za ekvivalentni ty prvky
mnoziny A, které lezi ve stejné podmnoziné daného rozkladu. Hovofime o ekviva-
lenci uréené danym disjunktnim rozkladem.

1.6. Priklady.

(i) Velmi jednoduchym piikladem ekvivalence je rovnost. Uvazujeme-li napf¥. rov-
nost na mnoziné N vSech prirozenych ¢isel, je odpovidajicim disjunktnim rozkla-
dem rozklad mnoziny N na jednoprvkové mnoziny {1}, {2}, {3} atd.

(ii) Disjunktnim rozkladem mnoZiny Z je rozklad na sudé a lich4 ¢isla
Z={...,—-4,-2,0,2,4,...}u{..., =5 -3, -1,1,3,5, ... }.

Tomuto rozkladu odpovida ekvivalence, pii které jsou navzajem ekvivalentni ta
¢isla, ktera maji stejnou paritu.

(iii) Zvolme pevné pfirozené ¢islo n. Na mnoziné Z uvazujme relaci = (mod n),
ktera je definovana takto:

pro a,b€Z je a=b (mod n), jestlize pro néjaké k €Z je a—b=kn.

Napf. 7 = 3 (mod 4), 6 = 71 (mod 5), —3 = 6 (mod 3). Relace = (mod n) je
reflexivni, symetrickd a tranzitivni, hovofime o ekvivalenci modulo n. Cisla a,b
jsou tedy ekvivalentni modulo n pravé tehdy, kdyz dévaji pii déleni cislem n
stejny nezaporny zbytek. Napt. ¢isla 3, 8, 18, 33, —2, —22, —37 jsou ekvivalentni
modulo 5, nebot ddvaji pfi déleni éislem 5 zbytek 3.
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Disjunktni rozklad mnoziny Z, ktery odpovida ekvivalenci = (mod n), neboli
faktorovd mnozina Z/= (mod n) ma préavé n prvkil; sestava z nasledujicich pod-
mnozin mnoziny Z (t¥id ekvivalence = (mod n) ):

{.., =4n, =3n, —2n, —n, 0, n, 2n, 3n, 4n, ...},
{.., =3n+1, -2n+1, —n+1,1, n+1, 2n+1, 3n+1, ...},
{..., =3n+2, -2n+2, —n+2,2, n+2, 2n+2, 3n+2, ...},
{.., =2n =2, —=n—2, =2 ., n—2,2n—2,3n—2, 4n—2, ...},
{..,.-2n-1, -=n—-1, -1, n—1,2n—-1,3n—-1,4n-3, ...} .

Pri déleni ¢islem n davaji vSechna ¢isla v jednotlivych tfidach po fadé nezaporné
zbytky 0, 1, 2, ..., n— 1.

Faktorovd mnozina Z/= (modn) se vétSinou oznafuje symbolem Z,. Jeji
prvky, tj. vySe uvedené mnoziny, se ¢asto znac¢i pomoci nejmensich nezapornych
¢isel, kterd jsou v nich obsaZena, nap¥. symboly 0, 1, ..., n — 1. Velmi ¢asto se
vSak pruhy vynechavaji a pise se

Z,=1{0,1,2,....n—1} .

Poznamenejme, ze kazda dvé celd ¢isla jsou ekvivalentni modulo 1, pfislusny
disjunktni rozklad mnoziny Z je jednoprvkovy (tj. mnozina Z se vlastné ,neroz-
lozi“), Z, = {0}. Dvé celd ¢isla jsou ekvivalentni modulo 2 pravé tehdy, maji-li
stejnou paritu; pfislusny rozklad mnoziny Z je dvouprvkovy (viz pfiklad (ii) ),
Zs ={0,1}.

Pripomenme jesté, ze se misto ekvivalence modulo n Casto fikd rovnost modulo
n a misto a = b (mod n) se pise a = b (mod n).

1.7. Definice. Uspordddnim na mnoziné A rozumime kazdou relaci, ktera je re-
flexivni, antisymetricka a tranzitivni. Usporddanou mnozinou rozumime mnozinu
s danym uspoiradanim.

Necht A je usporddand mnozina s usporadanim g ; jestlize je apb a a # b, pak
fikdme, Ze a je mensi nez b a ze b je vétsi nez a.

Prvek a € A se nazyva mazimadlnim prvkem mnoziny A, jestlize v mnoziné A
neexistuje prvek, ktery je vétsi nez a, tj. jestlize

Ve A apT = r =a;

prvek a € A se nazyva minimdinim prvkem mnoziny A, jestliZe v mnoziné A
neexistuje prvek, ktery je mensi nez a, tj. jestlize

Vre A ToOa — T =a .
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Prvek a € A se nazyva nejvétsim prvkem mnoziny A, jestlize je vétsi nez ktery-
koli jiny prvek mnoziny A, tj.

Ve e A T0a ;

prvek a € A se nazyva nejmensim prvkem mnoziny A, jestlize je mensi nez kterykoli
jiny prvek mnoziny A, tj.
Ve e A aozr .

Usporadéni o se nazyva tplné, jestlize pro kazdé z,y € A je bud zoy nebo yoz.
Mnozina s Gplnym uspofadanim se nazyva upiné uspordidand mnoZina.

Poznamenejme, Ze nejvetsi, resp. nejmensi prvek miize v usporddané mnoziné
existovat nejvyse jeden; nejvétsi prvek je soucasné maximalnim, nejmensi prvek je
soucasné minimalnim prvkem. Maximalni prvek vsak nemusi byt nejvétsim prv-
kem, minimalni prvek nemusi byt nejmensim prvkem. Maximélnich, resp. minimal-
nich prvkd mtze v mnozin€ existovat vice, nemusi vSak existovat zadny. V tplné
usporadané mnoziné pojmy maximélniho prvku a nejvétsiho prvku splyvaji, totéz
plati pro pojmy minimalniho a nejmensiho prvku.

Necht A je uspofddand mnozina s uspofdddnim o a necht A’ je jeji podmno-
Zina. Podmnozina A’ je potom uspofadanou mnozinou s usporddanim o', které je
definovano jako priinik relace o s kartézskym souc¢inem A’ x A’. Hovofime o zu-
Zeninebo restrikci uspofadani mnoZiny A na podmnoZinu A’. Nékteré podmnoziny
usporadané mnoziny mohou byt iplné usporadané, ¢asto se nazyvaji retézce.

Podmnozina A’ uspofddané mnoziny A se nazyva shora, resp. zdola omezend,
existuje-li prvek a € A s vlastnosti

Vee A =xzoa, resp. vre A aox .

1.8. Priklady.

(i) Na mnozing N vSech pfirozenych ¢isel mizeme uvazovat relaci | (délitelnost),
ktera je definovana takto: pro a,b € N je al|b, jestlize ¢islo a déli &islo b. Je tedy napi.
113, 3|3, 2|6, 5|15, 7|49 apod. Relace | je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, tj.
jde o usporadéani. Toto uspofadani vSak neni tiplné, nebot napt. neni ani 3|5 ani 5|3.
V mnoziné N neexistuji maximalni prvky, nejmensim prvkem je ¢islo 1. Mnozina
v8ech sudych ¢isel, ani mnozina vSech prvocisel neni v mnoziné N shora omezena.
Vzhledem k tomu, Zze mé mnozina N nejmensi prvek, je kazda podmnozina mnoziny
N zdola omezend. Vsechny mocniny ¢isla 2 (nebo libovolné zvoleného &isla) tvoii
v mnoziné N fetézec.

Ztzime-li uspofadani na podmnozinu N = {2, 3,4, ... }, snadno nahlédneme, ze
uspofddand mnozina N’ mé nekoneéné mnoho minimélnich prvka (jsou to prévé
v8echna prvodéisla) a nemd 74dny maximdlni prvek. Mnozina IP v§ech prvoéisel neni
v mnoziné N’ shora ani zdola omezena.



MNOZINY A ZOBRAZENT 15

(ii) Na mnoziné N vSech pfirozenych ¢isel mizeme uvazovat relaci < ; jde o uplné
usporadani,
1<2<3<4<...

Cislo 1 je nejmensim prvkem mnoziny N, nejvétsi prvek neexistuje. Na mno#iné Z
miizeme rovnéz uvazovat relaci <; opét jde o tiplné usporadani,

<3< -2<-1<0<1<2<3<4< ...

Uspofadand mnozina Z nemd ani nejvétsi ani nejmensi prvek.

Rovnéz mnozina Q vsech racionalnich ¢isel a mnozina R vSech realnych cisel
jsou relaci < uplné usporadané.
(iii) Uvazujme mnoZinu 2 vSech podmnozin né&jaké mnoziny A. MnoZina 2 je
uspofddéna tzv. inklusi, tj. relaci C . Uspofddand mnozina 2l mé nejmensi prvek ()
a nejveétsi prvek A. Jestlize je mnozina A alesponl dvouprvkova, neni mnozina 2
iplné usporadana.

Nasledujici tvrzeni, tzv. Zornovo lemma, mtzeme chapat jako axiém teorie mno-
Zin.

1.9. Zornovo lemma. Neprdzdnd usporddand mnoZina, ve které je kazZdy retézec
shora omezeny, md mazimdlni prvek.

V nasledujicich odstavcich popiseme velmi stru¢né a bez diukazu zakladni pred-
stavu o mohutnostech mnozin a kardinalnich ¢islech.

1.10. Definice. Rekneme, ze mnoziny X a Y maji stejnou mohutnost, jestlize
existuje bijekce mnoziny X na mnozinu Y.

Trida vsech mnozin se disjunktné rozlozi na tiidy mnozin stejné mohutnosti,
v kazdé takovéto tiidé jsou mnoziny, mezi kterymi existuje bijekce. Navzajem
raznym t¥iddm mnozin jsou prifazeny navzajem ruzné symboly, tzv. kardindlni
¢isla; kardinalni ¢isla jsou tedy zprostfedkované prifazena i vSem mnozinam: je-li
mnozina X prvkem tfidy, které je prifazeno kardinalni ¢islo o, pak fikame, Ze
mnozina X mé mohutnost, resp. kardinalitu o a piSeme |X| = a.

V jedné ttidé uvazovaného disjunktniho rozkladu tfidy vSech mnozin je pouze
prazdna mnozina, ve druhé jsou pravé vsechny jednoprvkové mnoziny, v dalsi t¥idé
pravé vSechny dvouprvkové mnoziny atd.; odpovidajici kardinalni ¢isla je zvykem
oznacovat symboly 0,1,2,... . Prdzdnd mnozina, vSechny jednoprvkové mnoziny,
vSechny dvouprvkové mnoziny atd., tj. mnoziny, které maji mohutnost 0, resp. 1,
resp. 2 atd., se nazyvaji konecné; u koneéné mnoziny vétsSinou nehovotrime o mo-
hutnosti, ale o poctu prvkid. Napf. mnozina Z,, mé n prvkid, resp. mohutnost n; je
tedy |Z,| = n.

Mnoziny, které nejsou konec¢né, se nazyvaji nekonecne.
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Nejjednodussi a nejsnaze ,predstavitelnou“ nekone¢nou mnozinou je mnozina
N vSech pfirozenych cisel. Ta tfida vysSe uvazovaného disjunktniho rozkladu, ve
které lezi mnozina N, obsahuje vSechny tzv. spocetné mnoZiny, tj. mnoziny, které
maji stejnou mohutnost jako mnozina N. Odpovidajici kardinalni ¢islo je zvykem
znacit symbolem Ry (Gteme alef nula, alef je prvni pismeno hebrejské abecedy).
Spocetnymi mnozinami jsou dale napf. mnozina vSech prvocisel, mnozina vsech
celych ¢isel a mnozina vSech racionélnich cisel, tj.

[Pl = IN| = |Z] = |Q] =Ro .
Spocetnymi mnozinami jsou déle napi. mnozina N? viech dvojic piirozenjch é&isel,
mnozina Q™ vSech n-tic racionélnich éisel (n € N) apod.

Existuji vSak jesté dalsi tiidy uvazovaného disjunktniho rozkladu tiidy vsech
mnozin; lezi v nich nekonecéné nespocetné mnoziny. Takovymito mnozinami jsou
napf. mnozina R vSech realnych ¢isel a mnozina C vsech komplexnich ¢isel.

Kardinalni ¢isla miizeme pfirozenym zpisobem uspoiadat.

1.11. Definice. Nechf «, 3 jsou kardindlni ¢isla. Budeme psat
a<p,

jestliZe existuji mnoziny X a Y, pro které je | X| =« a |Y| =, a jestliZe existuje
prosté zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y.

Dé se dokézat, ze tato definice nezévisi na konkrétni volbé mnozin X a Y a Ze
relace < je na tfidé vSech kardinalnich ¢isel uplngm uspordiddnim. Ziejmé je

0<1<2<--- <R <L

)

kardindlni éisla «, pro kterd je @ < N (tj. @« < Vg a a # Vg), resp. R < «,
se nazyvaji konecnd, resp. nekonecnd; koneénymi kardinalnimi ¢isly jsou pravé
v8echna prirozena ¢isla a nula.

Poznamenejme, Ze jestlize je mnozina X podmnozinou mnoziny Y, potom je
|X| < |Y]. Jestlize je X vlastni podmnozinou koneéné mnoziny Y, pak je vidy
|X| < |Y]. Kazdd nekoneénd mnozina Y vSak md vlastni podmnoZiny X, pro
které je |X|=|Y].

Kardinalni ¢isla mizeme také scitat.

1.12. Definice. Necht ay, A € A, jsou kardinélni éisla a X, A € A, mnoziny,
z nichz kazdé dvé jsou disjunktni a pro které je

| XAl = ax

pro kazdé A € A. Soucet kardinélnich ¢isel oy, A € A, definujeme jako kardinélni
¢islo sjednoceni mnozin Xy, A € A, tj.

ZO‘A:‘UXA"

AEA AEA
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Poznamenejme, ze definice sou¢tu kardinalnich ¢isel nezavisi na konkrétni volbé
mnozin X, A € A.

Kardinalni ¢isla vSak nemuzeme bez obav odeéitat; z rovnosti « + 8 = a +
nevyplyva rovnost § = «y; sta¢l uvazit pripad a =Ry, =1, v = 2.

1.13. Véta. Je-li mnozina Y sjednocenim mnozin Y;, i € I, potom je

i<y [vil. O

i€l

Uvédomme si, Ze mohou nastat pfipady, kdy neplati rovnost; mnoziny Y; totiz
nemusi byt po dvou disjunktni, tj. mohou se ,prekryvat®.

Definujme nyni nasobeni kardinalnich ¢isel.

1.14. Definice. Necht «, 8 jsou kardinélni ¢isla a X, Y mnoziny, pro které je
X =« a Y|=0.

Soucin « - kardinélnich ¢isel o a g definujeme jako kardinalni ¢islo, které je
mohutnosti kartézského souc¢inu X x Y, tj.

a-f=1XxY].

Déa se dokéazat, ze takto definovany soucin kardinalnich ¢isel nezavisi na kon-
krétni volbé mnozin X, Y.

Dulezité tvrzeni, které neni trivialni, je zformulovano v nésledujici vété.

1.15. Véta. Jestlize je a nekonecné kardindlni cislo, potom je

Ng-a=a. O
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2. TELESA

2.1. Definice. Mnozina T se dvéma binarnimi operacemi ” +”7 a ” -”

teleso, jestlize je alespon dvouprvkova a plati nasledujici axiomy:

(i) Ya,b,ceT (a+b)+c=a+(b+c),
(ii) Ya,beT a+b=b+a,

(iii) 30eT VaeT a+0=a,

(iv) VaeT 3FI—a€eT a+(—a)=0,
(v) Ya,b,ceT (a-b)y-c=a-(b-c),
)
)
)

se nazyva

(vi) 31eT VaeT lra=a-1=a,

(vil) Va€T,a#0 3JateT a-at=a1la=1,
(viii) VYa,b,c€ T a-(b+c)=a-b+a-c,

(ix) Ya,b,ceT (a+b)-c=a-c+b-c.

Jestlize je navic splnén axiém

(x) Va,beT a-b=b-a,

pak hovoifime o komutativnim télese nebo o poli.

Axidémy (i) a (i) popisuji tzv. asociativitu a komutativitu sé¢itdni. Prvek 0, jehoz
existenci zaruéuje axiém (iii), se nazyva nulovy prvek télesa T. Prvek —a z axiému
(iv) se nazyvéa opacny prvek k prvku a. Misto a + (—b) budeme psat kratce a — b.

Axiém (v) popisuje asociativitu nasobeni. Prvek 1, jehoZ existenci zaruéuje
axiém (vi), se nazyva jednotkovy prvek télesa T. Prvek a~! z axiému (vii) se
nazyva inverzni prvek k prvku a.

Axidémy (viii) a (ix) jsou tzv. distributivni zakony; svazuji obé binarni operace
na mnoziné T. Jestlize je téleso komutativni, tj. plati-li axiém (x), jsou axiémy
(viii) a (ix) ekvivalentni a staéi pfedpokladat platnost jen jednoho z nich.

V definici 2.1 pozadujeme, aby mélo téleso alespont dva prvky; v opaéném pii-
padé by byl jednotkovy prvek roven nulovému.

Poznamenejme, zZe se da snadno dokézat, ze nulovy prvek existuje v télese prave
jediny, zZe rovnéz jednotkovy prvek existuje v télese pravé jediny, ze ke kazdému
prvku télesa existuje pravé jediny opacny prvek a ke kazdému nenulovému prvku
existuje pravé jediny inverzni prvek.

2.2. Definice. Necht T je téleso. Podmnozina 1" télesa T se nazyva podtéleso,
ma-li tyto vlastnosti:
(i) 0,1 €T,
(ii) jestlize a,b € T', potom a + b,a-b,—a € T",
(iii) jestlize 0 # a € T”, potom o~ € T".

Ma4-li podmnozina T” télesa T vlastnosti (i) — (iii), je (spolu se ziZenimi operaci
7 4+7” a”-” na podmnozinu 7") télesem podle definice 2.1.
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2.3. Piiklady.

(i) Mnozina Q v8ech racionalnich ¢isel s obvyklym séitdnim a ndsobenim je komu-
tativni téleso.

(ii) Mnozina R vSech redlnych ¢isel s obvyklym séitanim a ndsobenim je komuta-
tivni téleso.

(iii) Mnozina C vSech komplexnich ¢isel s obvyklym s¢itdnim a nasobenim je ko-
mutativni téleso.

(iv) Téleso Q vSech racionalnich ¢isel je podtélesem télesa R vSech redlnych éisel
a téleso R je podtélesem télesa C vsech komplexnich ¢isel. Télesa Q, R, C jsou
nekonecna.

(v) Ani mnozina N vSech piirozenych ¢isel, ani mnozina Z vSech celjch ¢isel s ob-
vyklym séitanim a nasobenim neni télesem.

2.4. Pocitani v télese. Nechi T je téleso. Potom plati:
(i) VaeT 0-a=0,
(ii) VYa,beT (—a).b=a.(—b) = —a.b, (-1)a=—a,
(iii) Va,b,ceT (a—b)-c=a-c—b-c,
(iv) VaeT, a#0 VbeT, b#£0 a-b#0,
(v) 1#40.

Dikaz.
(i) Podle axiémi 2.1(iii) a (ix) je

0-a=0+0)-a=0-a+0-a.

Proto je podle 2.1(iv)

0-a+(-0-a)=0-a+0-a)+(-0-a),
podle axiémi 2.1(iv), (i) a (iii) je nyni

0=0-a.

(ii) Podle vyse dokézaného tvrzeni (i), axiému 2.1(iv),(ix) je

0=0-b=(a+(—a))-b=a-b+(—a)-b.
Podle 2.1(iii),(iv) a (i) je nyni

—a-b=—-a-b+0=—a-b+(a-b+(—a)-b) =

=(—a-b+a-b)+(-a)-b=0+(—a)-b=(-a)-b.
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Podobné se dokaze rovnost
—a-b=a-(-b).

Jednoduchym dusledkem pravé dokézaného tvrzeni je rovnost
—a=(-1)-a.
(iii) Podle tmluvy, 2.1(ix) a vySe dokdzaného tvrzeni (ii) je
(a=b)-c=(a+(=b)-c=a-c+(=b)-c=a-c+(-b-¢c)=a-c=b-c.

(iv) Pfedpokladejme, ze a # 0, b#0 a a-b = 0. Podle 2.1(vii) existuje k prvku b
inverzni prvek b=!. Podle tvrzeni (i), pfedpokladu a axiémi 2.1(v), (vii), (vi) je

0=0-b'=(a-b)-bl=a-b-bH=a-1=a

a to je ve sporu s predpokladem. Proto je a - b # 0.

(v) Podle definice 2.1 v télese T existuje nenulovy prvek a (T je alespoii dvouprv-
kové). Jestlize je 1 = 0, potom je podle tvrzeni (i) a 2.1(vi)

0=0-a=1-a=a

a to spor s predpokladem. [

Podobnym zpiisobem miizeme dokéazat fadu dalSich pravidel pro pocitani v té-
lese.

Pfipomenme jesté, ze znaménko
vynechavat a psat napf. ab misto a - b.

” N

operace nasobeni budeme v fadé pripadu

2.5. Priklad. Necht n je pfirozené éislo. Na mnoziné Z, = {0,1,2,...,n — 1}
definujme dvé binarni operace, s¢itani a ndsobeni modulo n.

Souctem modulo n, resp. soucinem modulo n prvku a,b € Z,, je nejmensi neza-
porny zbytek pfi déleni obycejného souctu, resp. obycejného soucinu celych ¢isel
a,b ¢islem n. Napf.

54+44=2 (mod?7), 3+6=1 (mod38), 7+8=4 (modl1l),

5-4=6 (mod?7), 3-6=2 (mod38), 7-6=9 (mod11),
nebot
544=1-7+2, 346=1-841, 74+8=1-11+4,
5.4=2-74+6, 3-6=2-8+2, 7-6=3-11+9.

Uvedme jesté tabulky pro s¢itani a ndsobeni modulo 5 a 6, tj. tabulky binarnich

operaci” +” a” -” v Zs a Zg :
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Ukazeme, Ze pro mnozinu Z, se s¢itanim a nasobenim modulo n plati kromé
axiému (vii) v8echny axiémy z definice 2.1.

Pomérné snadno se usoudi, Zze operace s¢itani i nasobeni modulo n jsou komu-
tativni a asociativni a Ze jsou svazany distributivnim zdkonem; staci si uvédomit,
Ze sCitani a nasobeni celych Cisel tyto vlastnosti ma a ze ke zbytktim pfi déleni
¢islem n je mozno ,prejit kdykoliv“. Pro nazornost dokdzeme asociativitu nasobeni
modulo n; ukdzeme, zZe pro prvky a,b,c € Z, je

(a-b)-c=a-(b-c) (modn).
Pisme
ab=kn+x a bc=In+vy,

s w7

kde k,1 > 0 jsou cela ¢isla a 0 < z,y < n, a dale
re=rn+u a ay =sn—+v,
kde r,s > 0 jsou cela ¢isla a 0 < u,v < n. Nyni je
(a-b)-c=z-c=u (modn) a a-(b-¢)=a-y=v (modn).
Dale je
(ab)e = (kn+ x)c = (ke +7r)n +u a a(be) =a(ln+y) = (al+s)n+wv .

Protoze pro celd ¢isla a, b, ¢ plati rovnost (ab)e = a(be), je u = v. Nésobeni v mno-
ziné Z,, je tedy asociativni.

Cislo 0 je nulovym prvkem vzhledem ke sé¢itani, ¢islo 1 je jednotkovym prvkem
vzhledem k nasobeni. Opa¢nym prvkem k prvku 0 # a € Z,, je ziejmé prvek n —a
(napf. 1 a 5, resp. 2 a 4, resp. 3 a 3 jsou navzajem opacné prvky v Zg, 5 a 4, resp.
6 a 3 jsou navzajem opacné prvky v Zg; opacnym prvkem k 0 je 0 v kazdém Z,,).

2.6. Véta. MnoZina Z,, se scitdnim a ndsobenim modulo n je komutativnim té-
lesem pravé tehdy, kdyz je n prvocislo.

Diikaz. Jestlize n je cislo slozené, je n = ab, kde 1 < a,b < n jsou pfirozena cisla.
Potom je vsak
a-b=0 (modn)

a podle 2.4(iv) neni Z,, t&leso.

V prikladu 2.5 jsme ukézali, Ze pro mnozinu Z,, se s¢itdnim a nésobenim mo-
dulo n plati kromé axiému (vii) vSechny axiémy z definice 2.1. Zbyva ukazat, ze
je-li n prvodislo, plati i axiém (vii). Pfedpokladejme tedy, Ze n =p je prvodislo.

Jestlize pro a,b,c € Zp, a # 0, b # c, je

a-b=a-c (modp),
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potom maji ¢isla ab a ac stejné zbytky pri déleni prvocislem p, tj.
ab—ac=a(b—c)=kp

(pfedpoklddame, ze b > c¢). Protoze je p prvoéislo, déli p bud ¢islo a nebo ¢islo
b — c. To vSak neni mozné, nebot 0 <a<p a 0<b—c<p.

Jestlize je tedy a € Z, nenulovy prvek, potom jsou souéiny a-0,a-1,...,a-(p—1)
navzajem razné a jsou to tedy vSechny prvky mmnoziny Z,. Pro né€jaké b € Z, je
tedy a-b =1, tj. b je v Z, inverznim prvkem k prvku a. Mnozina Z, se s¢itdnim
a nasobenim modulo p je tedy komutativni téleso. [

2.7. Poznamka. Druh4 ¢ast dukazu predchozi véty ma existencéni charakter. Uka-
zali jsme, Ze k nenulovému prvku a € Z, inverzni prvek existuje, ale nezkonstruovali
jsme ho. Opa¢ny prvek k prvku a jsme naproti tomu zkonstruovali — je to prvek
p—a.

Konstruktivni diikaz existence inverzniho prvku k nenulovému prvku a € Z,, lze
snadno provést s pomoci nasledujicitho znamého vysledku.

Mala Fermatova véta: Necht p je prvocislo a a prirozené cislo, ktere je s pr-
vocislem p nesoudélné. Potom

a? ' =1 (modp) .

Podle Malé Fermatovy véty je a?~?2 inverznim prvkem k prvku a, nebot
a-a??=a’P"' =1 (modp) .

Napf. v Zs je 3% =2 inverznim prvkem k prvku 3, v Z; je 2° = 4 inverznim
prvkem k prvku 2.

Podle véty 2.6 jsou tedy
ZQ? ZS; ZSv Z77 cee

komutativni télesa; konecnych téles tedy existuje nekone¢né mnoho.

Poznamenejme jesté, ze ke kazdému prvocislu p a kazdému pfirozenému ¢islu n
existuje v uréitém smyslu jediné téleso, které ma p™ prvki, a jind konecna télesa
neexistuji.? Tento vysledek v8ak neni jednoduché dokazat.

2.8. P¥iklad. Ctyiprvkové téleso ziskdme (pifpad p = n = 2), definujeme-li bi-
narni operace ” +” a” -” na mnoziné {0, 1, a, b} nasledujicimi tabulkami:

3 Presné: Kazdé konecné téleso md p™ prvkid pro néjaké p € P a n € N. Kazdd dvé télesa
o p" prucich jsou izomorfni.
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+ o1 ]a |0 0o [ 1 [ a |0
0 0 1 a b 0 0 0 0 0
1 1 0 b a 1 0 1 a b
a a b 0 1 a 0 a b 1
b a 1 0 0 b 1 a

2.9. Priklad. Prvky tvaru a+bi+cj +dk , kde a, b, ¢,d jsou redlna ¢éisla a i, j , k
specialni symboly, se nazyvaji kvaterniony. Na mnoziné H vSech kvaterniona za-
vedeme dvé binarni operace, séitani ” 4+ ” a nasobeni ” - 7.

Kvaterniony s¢itame ,,po slozkach“:
(a+bi+cj +dk )+ (a'+Vi+cj +d' k) = (a+a')+(b+V)i+(c+)j +(d+d )k .

Kvaterniony néasobime ,distributivné“ s pomoci tabulky pro nésobeni symbolt
Lj,k:

i ‘ j ‘ k
i -1 k —j
j -k -1 i
k j —i -1

Nésobeni symbolt i, j , k se snadno pamatuje. Chapejme trojici (i, j , k ) jako
cyklus; soucin dvou sousednich symbold tohoto cyklu v poradi zleva doprava je
roven tfetimu symbolu (napf.i-j = k, resp. k -i = j) a soucin dvou sousednich
symboli v opacném pofadi je roven zaporné vzatému tfetimu symbolu (napi.
j-i= —k,resp.i- k = —j). Navic je, podobné jako v komplexnim oboru,
i2=j%=k?=—1. Tedy

(a+bi+cj+dk)-(a+Vi+dj+dk) =
= aad +abi+acj +adk +ba'i—bb+bck —bd'j +
+cdj —cb'k —cd +cedi+dad'k +dbj —ddi—dd =
= (ad' — bV —cd —dd') + (ab' +ba’ + cd' — dc’)i +
+ (ac’ +ca’ +dv' —bd')j + (ad + da’ + b — b’ )k .

Scitani kvaterniond je zfejmé asociativni a komutativni, nulovym prvkem je
kvaternion 0 = 0+ 0i + 0j + Ok a opaénym kvaternionem ke kvaternionu
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a+bi+cj +dk je kvaternion —a — bi — c¢j — dk . Mechanickym vypoctem

je mozno dokézat asociativitu nasobeni kvaterniont; stac¢i vsak provérit asociati-

vitu nasobeni symboli i, j , k . Oba distributivni zdkony ziejmé plati.
Jednotkovym prvkem vzhledem k nasobeni je kvaternion

1=1+0i+0j +0k ;

velmi snadno je mozno provérit, ze inverznim kvaternionem k nenulovému kvater-
nionu a + bi 4+ ¢j + dk je kvaternion

(@+ b+ +d*) " (a—bi—cj —dk).

Nasobeni kvaternionti je ziejmé nekomutativni, jak je vidét jiz z tabulky pro néa-
sobeni symboli i, j , k , napf.

ij=k#A-k=j- i,

Mnozina H vSech kvaternionti spolu se s¢itdnim a nasobenim je tedy nekomutativ-
nim télesem. Komutativni télesa Q, R, C jsou podtélesy nekomutativniho télesa H,

QCcRcCcCH.

Uvazujme nyni posloupnost prvku télesa 7', ktera vznikne postupnym scitanim
jednotkového prvku, tj. posloupnost

1, 141, 14141, 1+41+1+1,

V této posloupnosti se muze, ale nemusi objevit nulovy prvek télesa 7. V prvnim
pfipadé nas bude zajimat ,prvni vyskyt nuly“, tj. nejmensi pocet jednicek, které
musime secist, abychom nulovy prvek dostali.

2.10. Definice. Necht T je t&leso. Jestlize n je nejmensi pfirozené &islo, pro které
je

l+14--4+1=0,

—_———

n krat

potom Fikame, ze charakteristika télesa T je n, resp. ze T je téleso charakteristiky n.
Jestlize takové ptirozené Cislo neexistuje, potom fikame, ze charakteristika télesa T
je 0, resp. ze T je téleso charakteristiky 0.
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2.11. Véta. Charakteristika télesa je bud nula nebo prvocislo.

Diikaz. Predpokladejme, Ze charakteristikou télesa T je slozené cislo n. Pisme
n = ab, kde 1 < a,b < n. Potom je

I4+1+-+1D)- Q41+ 4+1)=14+1+---4+1=0.
a krét b krét n krat
Podle 2.4(iv) je bud
(1+14--4+1)=0 nebo (1+1+---+1)=0

a krat b krat

a to je ve sporu s definici charakteristiky. O

Jestlize méa téleso T' charakteristiku p, potom jsou prvky

1, 1+1, ... , 1+1+---+41
S
(p—1) krat
nenulové a navzajem razné; vétsinou je oznacujeme symboly 1,2,...,p — 1. Neni

obtizné ukazat, ze tvori podtéleso télesa T, které je prakticky totozné (v algebie
se Tika izomorfni) s télesem Z,.
Jestlize mé téleso T' charakteristiku 0, potom jsou prvky

1, 141, 14141, 141+1+1,
nenulové a navzajem rizné; vétsinou je oznacujeme symboly 1,2, 3,4, .... K témto
prvkiim existuji v télese T opacné prvky, které znacime —1, -2, —3,—4,... , a in-

verzni prvky, které vétsinou znacime
1 1 1 1
17 27 37 47
V télese T' musi dale existovat souciny vyse uvedenych prvki, tj. prvky

, <2 r
re—, které znacime -
S s
Neni obtizné ukazat, ze vSechny tyto prvky tvotri podtéleso télesa T', které je prak-

ticky totozné (v algebfe se fikd izomorfni) s télesem Q.

2.12. Priklady. T¢lesa Q, R, C a H maji charakteristiku 0. Téleso Z, mé charak-
teristiku p. Ctyiprvkové téleso z piikladu 2.8 m4 charakteristiku 2, jeho podtélesem
je téleso Z,.

2.13. P¥iklad. Nechf r je pevné zvolené nenulové redlné ¢islo. Na mnoziné R
definujme binarni operace ” o” a ” ¢” takto:

1
aOb:a—&—b—i—;, acb=a+b+ abr.

”

Neni obtizné dokazat, ze mnozina R s operacemi ” o” a ” ¢” je komutativni téleso
charakteristiky 0. Zaroven je uzitecné si uvédomit, Ze na mnoziné R je mozno
definovat strukturu télesa nekoneéné mnoha zptisoby (pro rizna r).
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3. OKRUHY, OBORY INTEGRITY

b2 ”

3.1. Definice. Mnozina R se dvéma binarnimi operacemi ” +” a ” -7 (s¢itani
a ndsobeni) se nazyva okruh, jestlize plati nasledujici axiémy:

(i) Ya,b,c € R (a+b)+c=a+(b+c),
) Va,b € R at+b=b+a,

) I0eR VaeR a+0=a,

(iv) Vae R 3-a€R a+(—a)=0,

) Ya,b,c € R (a-b)-c=a-(b-c),

) Va,b,c € R a-(b+c)=a-b+a-c,
(ix) Va,b,ce R (a+b)-c=a-c+b-c.
Pokud plati axiom
(vi) d31e R Ya€eR lra=a-1=a,

pak hovoiime o okruhu s jednotkovym prvkem.

Pokud plati axiéom

(x) Ya,be R a-b=b-a,
pak hovofime o komutativnim okruhu.

Plati-li axiémy (x) a (vi), hovofime o komutativnim okruhu s jednotkovym prv-
kem.

Pokud v okruhu s jednotkovym prvkem existuje k prvku a prvek a~!, pro ktery
je

pak iikame, Ze je prvek a invertibilni a 7e a~! je inverznim prvkem k prvku a.

Poznamenejme, Ze jsme z metodickych diavodi v definici 3.1 uzili pro axiémy
okruhu stejné ¢islovani jako pro axiémy télesa (resp. komutativniho télesa) v de-
finici 2.1.

Axiémy (i) a (ii) vyjadiuji asociativitu a komutativitu s¢itani. Prvek 0, jehoz
existenci zarucuje axiém (iii), se nazjva nulovy prvek okruhu R. Prvek —a z axiému
(iv) se nazyvéa opacny prvek k prvku a. Misto a 4+ (—b) budeme opé&t psat a — b.

Axiém (v) vyjadfuje asociativitu nasobeni. Poznamenejme, Ze se vySetiuji i tzv.
neasociativni okruhy; v jejich definici pravé axiém (v) chybi. Axiém (x) predstavuje
komutativitu nasobeni.

Axiémy (viii) a (ix) jsou distributivni zdkony; svazuji obé binarni operace na
mnoziné R. Jestlize jde o komutativni okruh, tj. plati-li axidm (x), jsou axiémy
(viii) a (ix) ekvivalentni a staci pfedpokladat platnost jen jednoho z nich.

Prvek 1 z axiému (vi), se nazyva jednotkovy prvek okruhu R. Hovofime-li
o okruhu s jednotkovym prvkem, predpokladame vzdy, Ze je alespon dvouprvkovy,
tj. ze 1 £ 0.
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3.2. Definice. Komutativni okruh s jednotkovym prvkem se nazyva obor integ-
rity, jestlize plati axiém
(vi)* VaeT, a#0 YbeT, b#0 a-b#0.

3.3. Poznamka.

(i) Nenulové prvky a,b okruhu R, pro které je a - b = 0, se nazyvaji netrividlni
délitelé nuly.* Oborem integrity je tedy kazdy komutativni okruh s jednotkovym
prvkem, ve kterém nejsou netrivialni délitelé nuly.

(ii) Pfipomenime, Ze v télese neexistuji netrivialni délitelé nuly; v 2.4(iv) jsme vidéli,
7e z axiému existence inverznich prvkt vyplyva neexistence netrivialnich délitelt
nuly, tj. z axiému (vii) plyne axiém (vii)*. Obor integrity je tedy ,mezistupném®
mezi komutativnim okruhem s jednotkovym prvkem a komutativnim télesem.
(iii) Podobné jako v pfedchozim paragrafu (viz 2.4) je mozno dokdzat néktera
pravidla pro pocitani v okruhu. Napft.

Ya € R 0-a=a-0=0,
Ya,b,c € R (a—b)-c=a-c—b-c, a-(b—¢c)=a-b—a-c.
(iv) Jestlize pro prvek a okruhu R plati
Vb,c € R a-b=a-¢c = b=c,

pak fikame, Ze prvkem a je v okruhu R mozno krdtit zleva. Podobné se zavadi
krdceni zprava. Snadno je mozno dokazat, ze je-li prvek a v okruhu R invertibilni,
je jim mozno kratit zleva i zprava.

3.4. Priklady.

(i) Kazdé téleso je okruhem s jednotkovym prvkem.

(ii) Kazdé komutativni téleso je oborem integrity. Viz 2.4(iv) a 3.3(ii). D4 se do-
kazat, ze kazdy konecny obor integrity je komutativnim télesem; tento dikaz jsme
v podstaté provedli (v konkrétnim piipadé) v 2.6.

(iii) Mnozina Z vSech celych ¢isel s obvyklym séitdnim a ndsobenim je oborem
integrity, neni vSak télesem. Invertibilnimi prvky v oboru integrity Z jsou pouze
prvky 1, —1.

(iv) Mnozina Z[i] = {a + bi; a,b € Z} vSech tzv. Gaussovjch celych &isel® s ob-
vyklym s¢itdnim a nasobenim je oborem integrity, neni vSak télesem. Inverzni

4 Jestlize je a - b = ¢, pak se nékdy prvky a, b nazyvaji délitelé prvku c. Odtud délitelé nuly.

5 Gaussova cela ¢isla jsou pravé ta komplexni éisla, jejichz obé slozky jsou celoéiselné; v Gaus-
sové roviné jsou reprezentovana vsemi vrcholy jednotkové ¢tvercové sité. Pocita se s nimi stejné
jako s ¢isly komplexnimi.
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komplexni ¢islo ke Gaussovu celému ¢islu jiz nemusi byt Gaussovym celym ¢islem.
Invertibilnimi prvky v oboru integrity Z[i] jsou pouze 1, —1, i, —i.
(v) Mnozina T[z] vSech polynomt jedné neurcité z nad télesem T s obvyklym
s¢itanim a nasobenim je oborem integrity.

Polynomem jedn€ neurcité x nad télesem T rozumime v algebie formélni vyraz

-1
apx™ +a12" "+ -+ an_1x +an, ,

kde ag, ay, . ..,a, € T jsou koeficienty, x je tzv. neurcitdan € {0,1,2,...}. Jestlize
je ag # 0, nazyva se ag vedoucim koeficientem a Cislo n stupném vyse uvedeného
polynomu. Polynomy prvniho, druhého a tfetiho stupné maji tedy tvar

2 3 2
apx +ay , apgx” + a1x + as , apx” + a1x” + a2x + as ,

kde ag # 0; kazdy nenulovy prvek a € T je polynomem nultého stupné. Nulovy
prvek télesa T je tzv. nulovy polynom, kterému obvykle stuperi nepfipisujeme.

Polynomy s¢itame ,,prirozenym zptsobem®, tj. s¢itdme Cleny se stejnymi moc-
ninami x; napf¥. pro polynomy z R[z]

(5a* =323 +22 —4) + (22° + 52 + 2 +2) =52t — 2% +52° + 30 — 2.

Polynomy nésobime pomoci distributivniho zakona, tj. kazdy ¢len s kazdym.
Napt.

(5t =323+ 20 —4) (223 +52% +2+2) = 1027 +192° —102° +112* — 423 - 1822 -8 .

Povsimnéme si, ze stupen soucinu dvou polynomi je roven souctu jejich stupnd;
proto nemiize byt soucin dvou nenulovych polynomu polynomem nulovym. S¢itani
a nasobeni polynomt mnoziny T[z] ma vSechny vlastnosti pozadované v definici
oboru integrity.

Polynomy z R[z] miizeme chépat — jak je obvyklé — jako funkce jedné redlné
proménné x.
(vi) Mnozina Z, se s¢itdnim a nasobenim modulo n, kde n je ¢islo sloZené, je
komutativnim okruhem s jednotkovym prvkem; v tomto okruhu existuji netrivialni
deélitelé nuly. Je-li p prvocislo, je Z, komutativni téleso. Viz 2.5 az 2.7.

(vii) Mnozina vSech redlnych funkei definovanych na intervalu (a,b) spolu s ob-
vyklym s¢itdnim a nasobenim funkci je komutativnim okruhem s jednotkovym
prvkem. Neni vSak oborem integrity.

Pfipomenime, Ze souctem, resp. souc¢inem dvou funkci f, g definovanych na in-

tervalu (a,b) je funkce, kterd mé v kazdém z € (a,b) hodnotu f(z) + g(z), resp.
f(z) - g(z). Uvédomme si, Ze existuji nenulové funkce, jejichz soucinem je funkce
nulova.
(viii) Mnozina N vSech pfirozenych ¢isel se séitdnim a nésobenim neni okruhem,
nebot neni splnén napf. axiém (iii), tj. neexistuje nulovy prvek. Mnozina NU {0}
v8ech celych nezdpornych éisel rovnéZ neni okruhem, nebot neni splnén axiém (iv),
tj. neexistuji opacné prvky.

Dulezité priklady okruhtt — okruhy matic — pozname v nasledujicim paragrafu.
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3.5. Definice. Necht R je okruh. Podmnozina R’ okruhu R se nazyva podokruh,
ma-li tyto vlastnosti:

(i) 0e R,

(ii) jestlize a,b € R’, potom a + b,a-b,—a € R’.

Poznamenejme, ze v predchozi definici mohou byt R i R’ rliznymi typy okruhd,
napft. komutativnimi ¢i nekomutativnimi télesy, obory integrity nebo jen okruhy.
Tuto problematiku nebudeme hloubéji rozebirat, naznac¢ime ji jen na prikladech;
jde ndm pouze o procviceni vyse definovanych pojma.

3.6. Priklady.

(i) Mnozina 2Z = {2z; z € Z} vSech sudych ¢isel, mnozina 3Z = {3z; z € Z}
vSech celych ¢isel délitelnych t¥emi, obecné mnozina nZ = {nz; z € Z}, kde
n € {0,1,2,...}, je podokruhem oboru integrity Z. Neni obtiZzné ukazat, ze jiné
podokruhy obor integrity Z nema. Obor integrity Z nema zadny vlastni podobor
integrity, nebot podokruhy nZ, kde n # 1, nemaji jednotkovy prvek. 0Z = {0} je
tzv. nulovy podokruh.

(ii) Obor integrity Z[i] je podoborem integrity komutativniho télesa C, resp. ne-
komutativniho télesa H.

(iii) Obor integrity Z je podoborem integrity oboru integrity Z[1i], resp. podoborem
integrity komutativnich téles Q, R, C a nekomutativniho télesa H. VySe uvedené
okruhy nZ, n = 2,3, ..., jsou rovnéz podokruhy komutativnich téles Q, R, C a
nekomutativniho télesa H.

(iv) Téleso T je podtélesem oboru integrity T'[z]; téleso T je totiz podmnozinou
v T'[z], ktera je tvofena vSemi polynomy nultého stupné a nulovym polynomem.
Invertibilnimi prvky v T[] jsou pravé vSechny nenulové prvky télesa 7.

(v) Mnozina Z[v/2] viech redlngch ¢isel tvaru a + bv/2, kde a,b € Z, je podobor
integrity télesa R.

(vi) Mnozina Q[v/2] vSech realnjch ¢isel tvaru a+bv/2, kde a,b € Q, je podtélesem
télesa R. Obdobné piiklady ziskdme, zaménime-li v/2 napi./3,v/5 apod.

(vii) Mnozina Z[i+v/2] vech komplexnich ¢isel tvaru a + biv/2, kde a,b € Z, je
podobor integrity télesa C.

(viii) Mnozina Q[i+/2] viech komplexnich &isel tvaru a + biv/2, kde a,b € Q, je
podtélesem télesa C. Obdobné piiklady ziskdme, zaménime-li v/2 napft. /3,5
apod.

(ix) Mnozina Q[i] v8ech komplexnich ¢isel tvaru a+ bi, kde a,b € Q, je podtélesem
télesa C.

(x) Mnozina v8ech kvaterniont s celo¢iselnymi koeficienty, tj. mnoZina vSech prvki
tvaru a + bi+cj +dk, kde a,b,¢,d € Z, je podoborem integrity télesa H.

(xi) Mnozina vSech kvaterniont s racionalnimi koeficienty, tj. mnozina vSech prvka
tvaru a + bi + c¢j + dk, kde a,b,c,d € Q, je podtélesem télesa H.
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(xil) Mnozina vSech kvaternionii s komplexnimi koeficienty, tj. mnozina prvki
tvaru a 4+ bl + ¢J 4+ dK, kde a, b, c,d € C, je nekomutativnim okruhem s jednotko-
vym prvkem, ktery m4 netrividlni délitele nuly (a neni tedy oborem integrity ani
t&lesem); je totiz napt.

(14+iI)-(-14iI)=0.

(xiii) Necht R je okruh (téleso). Mnozina R x R, na které jsou definovéany operace
s¢itani a nasobeni po slozkach, tj.

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) , (a,b) - (¢,d) = (ac,bd) ,

je okruh. Je-li okruh R komutativni, je okruh Rx R komutativni; mé-li okruh R jed-
notkovy prvek 1, je prvek (1,1) jednotkovym prvkem okruhu R X R. Je-li okruh R
alesponi dvouprvkovy, ma okruh R x R netrivialni délitele nuly; pro 0 # a € R je
totiz

(a,0)-(0,a) = (0,0) .

(xiv) Necht X je mnozina a 3(X) mnozina vSech jejich podmnozin (tzv. potencéni
mnozina). Na mnoziné PB(X) uvazujme dvé bindrni operace, symetrickou diferenci

,~ a prinik ,N%“; pfipomenime, Ze pro podmnoZiny A, B mnoziny X je

A+B=(ANB)U(B~\A4).

Mnozina B(X) s témito operacemi je komutativni okruh s jednotkovym prvkem.
Scitanim je symetrickd diference, nulovym prvkem je prazdnd mnozina, kazda
podmnozina A mnoziny X je opa¢nym prvkem sama k sobé&. Nasobenim je prunik,
jednotkovym prvkem je mnozina X. Invertibilnim prvkem tohoto okruhu je pouze
mnozina X.
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4. MATICE

4.1. Definice. Necht X je neprdzdna mnozina a m,n pfirozena ¢éisla. Matici typu
n x m nad mnozinou X budeme rozumét obdélnikové schéma

aip Q12 a1im
az1  G22 a2m
)
Gn1 QAp2 ... Anm
kdea;; € X prokazdéi=1,...,nakazdéj =1,...,m; tuto matici budeme znacit

t6Z (@i5)nxm nebo jednoduseji (a;;). Jestlize je m # n, pak hovorime o obdélnikové
matici typu n X m; jestlize je m = n, hovorime o c¢tvercové matici Tadu n. Dale
fikdme, ze prvek a;; stoji v matici na misté ij.

Dvé matice nad mnozinou X povazujeme za totoZné a fikdme, ze se rovnaji,
jestlize maji stejny typ a jestlize jejich prvky na odpovidajicich mistech jsou stejné.
V obvyklém smyslu uzivime terminy rddek matice a sloupec matice; matice typu
n x m ma tedy n fadkd a m sloupci. U &tvercové matice (a;;) fadu n tvoii

hlavni diagondlu posloupnost aii,ass,...,an, a vedlejsi diagondlu posloupnost
6
Upl, An—-1,25---,0q1n-
Uvédomme si, ze kazdou matici (a;;) typu n X m nad mnozinou X mizeme
povazovat za zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} x{1,2,...,m} do mnoziny X; kazdé

dvojici (i, ), kde 1 <i <nal < j<m, toto zobrazeni pfifazuje prvek a;; € X.
Takto se nékdy pojem matice zavadi.

4.2. Piiklady.

(i) Nad mnozinou X = {&, {, O, &} uvazujme matice

& 0
RS (A %O
A=la & B_(©0&>'
& O

Matice A je typu 4 x 2 a matice B je typu 2 X 3; obé tyto matice jsou obdélnikové.

(ii) Nad mnozinou N vSech pfirozenych ¢isel uvazujme matice

SR 2 115
C=(|12 11 8 a D=

11 2 49 L2

9 8 6 6

6 Termin hlavni diagondla se nékdy uziva i u obdélnikovych matic. Zagina v ,levém hornim
rohu“ matice, ale nekon¢i v ,pravém dolnim rohu“.
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Matice C je obdélnikova typu 3 x 5, matice D je ¢tvercova radu 4.

V matematice hraji dilezitou roli matice nad ¢iselnymi obory celych, racional-
nich, realnych, resp. komplexnich ¢isel a obecnéji matice nad télesy ¢i okruhy. Pro
takovéto matice je totiz mozno rozumnym zpusobem definovat séitani a nasobeni.

V dalsim textu budeme pro jednoduchost vysetfovat matice nad komutativnimi
okruhy. Definujme nyni séitani a nasobeni takovychto matic.

4.3. Definice. Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu n x m nad komuta-
tivnim okruhem R. Souctem téchto dvou matic budeme rozumét matici
A+ B = (s +by)
typu n X m, kterd ma na misté ij soucet prvkua stojicich v maticich A a B na
misté ¢7; fikame, Ze matice s¢itame po slozZkdch.
Necht A = (a;s) je matice typu n x m a B = (bs;) matice typu m x k nad
komutativnim okruhem R. Soucdinem matic A, B (v tomto poradi) budeme rozumét

matici .
AB= (Y auby)
s=1

typu n X k, kterd ma na misté ¢ soucet souc¢inti odpovidajicich prvki i-tého fadku
matice A a j-tého sloupce matice B; fadky matice A maji totiz stejny pocet prvkia
jako sloupce matice B.

Zduraznéme, Ze soucet A+ B matic A, B je definovan jen tehdy, maji-li matice
A, B stejny typ; soucet A + B ma pak stejny typ jako matice A, B.

Soucin A - B matic A, B je definovan jen tehdy, mé-li matice A stejny pocet
sloupci jako matice B fadku; soucin A-B ma pak stejny pocet fadka jako matice A
a stejny pocet sloupct jako matice B. V celém nasledujicim textu jiz budeme
vétsinou vynechavat symbol ”-” a misto A - B budeme psat stru¢néji AB.

4.4. Priklad. Jestlize
1 0 -1
1 2 -1 2 -1 1
A( ), B< ), c—[23 1
01 3 1 2 -2 3 1 0

jsou matice nad télesem R vSech redlngch ¢isel (nebo nad oborem integrity Z vsech

celych éisel), potom je
310
A+B—(13 J,

Ao— (1-1+2:2-1-3 1.042:3-1-1 1-(-1)+2-1-1.0Y _
“\0-141-243-3 0:0+1-343-1 0-(=1)+1-1+3-0) —

(251
— 116 1)
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3 -2 -3
be = (—1 4 1) ‘
Soucty A+ C, B+ C a souciny AB, BA, CA, CB nejsou definovany.

4.5. Poznamka. Néasobeni matic ndm miiZe pfipadat — ve srovnéni se séitanim
— velmi zvlastni a umélé. Ukazeme vSak, Ze pravé takto definované nasobeni ma
smysl.

Uvazujme dvé tzv. linedrni substituce

x=ax' +by , ¥ =ex" + fy’,

Y= Cﬂjl + dy/ 5 y/ - gl‘// + hyl/ ’
které mizeme symbolicky vyjadfit maticemi

(ca) G

Slozime-li tyto dvé substituce, tj. vyjadiime-li z a y v zdvislosti na " a 3", dosta-
neme substituci

z = (ae +bg)z" + (af +bh)yY"
y = (ce +dg)z" + (cf +dh)y" |

ktera je reprezentovana matici

a b\ (e f\_(ae+bg af+0bh
c d g h) \cet+dg cf+dh)
Skladani linearnich substituci tedy odpovida nasobeni matic.

Tato souvislost bude pozdéji vyjadfena vztahem mezi nadsobenim matic a skla-
ddnim homomorfismt vektorovych prostort (viz 11.4).

4.6. Véta. Pro scitdni a ndsobeni matic plati:
(i) Séitani matic je asociationi a komutativni.
(ii) Ndsobeni matic je asociativni.
(iii) Ndsobeni matic neni komutativni.
(iv) Nasobeni matic je distributivni vzhledem ke scitand.

Dikaz. (i) Jsou-li A, B, C matice téhoz typu nad komutativnim okruhem R, potom
je zfejmeé
(A+B)+C=A+(B+0), A+B=B+A.

Tyto rovnosti vyplyvaji z asociativniho a komutativniho zakona pro operaci séitani
v okruhu R. Na misté ij stoji totiz v uvedenych maticich prvky

(aij + bij) +¢ij = ai; + (bij + Cij) , a;; + bij = bij + a;j .
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(if) Necht A = (a;5), B = (bjr), C = (crs) jsou matice typu k X [, I x m, m xn
nad okruhem R. Matice AB méa na misté ir prvek

l
E aijbjr )
Jj=1

matice (AB)C ma tedy na misté is prvek

m l

Z ( Z aijbjr)crs .
J

r=1 j=1

Matice BC ma na misté js prvek

m
§ bjrcrs
r=1

a matice A(BC') mé tedy na misté is prvek

l m
> aii (Y bircrs) -
j=1 r=1

Podle distributivniho zédkona pro operace s¢itani a nasobeni v okruhu R je vsak
1

m l m
Z (Zaijbjr)crs = Zaij(z bjrcrs) )
g Jj=1 r=1

r=1 j=1

takze je (AB)C = A(BC)."

(iii) Vzhledem k tomu, Ze napf. pro matice
1 2 0 1
a=(i) e e (0)
2 3 3 4
AB_<4 7) a BA_(4 6),

neni nasobeni matic komutativni.

e s wyw

je

a nemusi byt definovan sou¢in DC'; pokud jsou definovany oba souciny, jsou C'D
a DC ctvercové matice, které vSak nemusi mit stejny fad. Oba soudiny existuji

7 Zkuste z metodickych diivodii tuto rovnost provéfit pro étvercové matice fadu 2.
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a maji stejny fad pravé tehdy, kdyz jsou C' a D ¢tvercové matice stejného radu.
Pokud je potom CD = DC, hovotfime o zdménngch nebo komutujicich maticich.

(iv) Nechf A = (a;;) je matice typu n x m a B = (b;»), C = (c;») matice typu
m x k nad okruhem R. Matice A(B + C) ma na misté ir prvek

Z aij (bjr + ¢jr)
j=1

matice AB + AC m& na misté ir prvek

m m
E aijbjr + E aijer .
j=1 j=1

Vzhledem k pocetnim zdkondim platnym v okruhu R jsou si tyto prvky rovny, takze
je A(B+ C) = AB + AC. Stejnym zpiisobem dokézeme platnost distributivniho
zékona (A+ B)C = AC+ BC. O

4.7. Definice. Nulovou matici typu n X m nad komutativnim okruhem R budeme
rozumét matici O = (a;;), kde a;; =0 prokazdé i =1,...,naj=1,...,m.

Opacénou matict k matici A = (a;;) typu n x m nad komutativnim okruhem R
budeme rozumét matici —A = (—a;;) stejného typu.

Nulova matice ma na vSech mistech nulovy prvek okruhu R. Opacnd matice
—A k matici A ma na kazdém misté ij opacny prvek k prvku, ktery je na misté ij

v matici A. Dikaz nasledujicich tvrzeni je zfejmy.

4.8. Vé&ta. Necht O je nulovd matice typu n X m nad komutativnim okruhem R.
Potom pro kaZdou matici A typu n X m nad okruhem R je

A+O0=0+A=A4A a A+ (-A)=(-A)+A=0. O

4.9. Definice. Jednotkovou matict 7ddu n nad komutativnim okruhem R s jed-
notkovym prvkem budeme rozumét matici E' = (6;;), kde

1 pro i,j=1,....,n,i=7,
0ij =
0 pro 4,j=1,...,n, i#j.
Symbol 6;; se nazyva Kroneckerovo delta.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni je ziejmy; staci si uvédomit, jak se matice nasobi.
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4.10. Véta. Nechf E je jednotkovd matice fddu n nad komutativnim okruhem R
s jednotkovym prvkem a necht m je pFirozené c¢islo. Potom pro kaZdou matici A
typu n X m nad okruhem R je EA = A a pro kaZdou matici B typu m X n nad
okruhem R je BE=B. 0O

Necht R je néjaky komutativni okruh a M mnoZina vSech matic nad okruhem R.
Ani s¢itdni matic, ani ndsobeni matic neni bindrni operaci na mnoziné M, nebot
neni definovan ani soucet ani soucin libovolné zvolenych matic mnoziny M ; sc¢itani
a nasobeni matic na mnoziné M jsou tzv. parcidlni operace. Chceme-li s¢itani
a nasobeni matic uvazovat jako bindrni operace, musime od mnoziny M prejit
k ,mensi“ mnoziné.

4.11. Véta. MnozZina R™™"™ wvsech c¢tvercovijch matic Tadu n nad komutativnim
okruhem R tvori spolu s operacemi sc¢itani a ndsobeni okruh. Md-li okruh R jed-
notkovy prvek, md i okruh R™*"™ jednotkovy prvek.

Diikaz. S¢itani a nasobeni ¢tvercovych matic fadu n je vzdy definovano a vysled-
kem je opét matice fadu n; jde tedy o binarni operace na mnoziné R"*". Podle
4.6(i),(ii) a (iv) je sCitani asociativni a komutativni, nasobeni je asociativni a je
se sCitanim svazano distributivnimi zakony. Podle 4.8 je dale splnén i axiém nulo-
vého a opacného prvku. Mnozina R"*" je tedy okruhem. M4-li okruh R jednotkovy
prvek, mé podle 4.10 i okruh R™*™ jednotkovy prvek. [

Poznamenejme, Ze ma-li okruh R alespon dva prvky, mé okruh R™*" pron > 1
netrivialni délitele nuly. Napf. pro0#£a € Ran =2 je

a 0\ (0 0\ _ [0 0
0 0 0 a) \O0 0/°
Okruh R'*! &tvercovych matic fadu 1 je komutativni, nebot R je komutativni;
okruh R'*! se jen ,nepodstatné 1isi“ od okruhu R (v algebie fikame, Ze jsou tyto

okruhy izomorfni). Okruh T™*" ¢tvercovych matic fadu n > 1 nad télesem T neni
komutativni; pro n = 2 je napf.

1 0y (0 1) _ (01 0 1) (1 0)y_(0 0

00 0 0/ \0o 0/ 0 0 0 0/ \0 0/~
4.12. Definice. Nechf R je komutativni okruh s jednotkovym prvkem a A étver-
cova matice Fadu n nad R. Inverzni matic{ k matici A budeme rozumét matici A~1,

pro kterou je AA™! = A~'A = E. Matice A, ke které inverzni matice existuje, se
nazyva invertibilni.

4.13. Priklady.

(i) Necht R je okruh s jednotkovym prvkem. Jednotkovd matice E fadu n je
invertibilni; je totiz E~! = E, tj. F je sama k sobé& inverzni.
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Invertibilnimi maticemi jsou napf. matice

1 0 a O 1 0 0 O
01 00 01 00
A= 00 1 0]”° B= 0 0 10
00 0 1 a b 0 1
Je totiz
1 0 —a O 1 0 0O
4 |0 1 0 0 1 0 1 0 0
A7 = 0 0 1 0] B = 0 01 0
0 0 0 1 —-a —-b 0 1
Dale je napft.
10 0\ " 1 0 0
a 1 0 = —a 1 0
b ¢ 1 ac—b —c 1

(ii) Invertibilnimi maticemi nad télesem redlnych ¢isel R jsou napf. matice

2 1 1
A=[1 2 1], B—(; i)
1 1 2
Je totiz

3 _1 1

4 4 4 92 1

—1 —
=B ()

1 1 3 2 2

1 1 1

4.14. Véta. Necht R je komutativni okruh s jednotkovym prvkem a A, B inver-
tibilnd matice téhoZz fddu nad R. Potom je rovnéZ matice AB invertibilni a je

(ABy'=B~ta !,
Diikaz. Predpokladejme, ze A a B jsou invertibilni matice téhoz fadu nad okru-
hem R. Potom je
(AB) - (B'A™ Y= ABB YA '=AEA ' =AA"'=E

a podobné (B~'A71). AB = E. Matice AB a B~1A~! jsou tedy navzajem in-
verzni. O

V nasledujici definici zavedeme tzv. ndsobeni matic skaldry.
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4.15. Definice. Necht A = (a;;) je matice typu n x m nad komutativnim okru-
hem R a necht ¢ € R je libovolny prvek. c-ndsobkem matice A budeme rozumét
matici

c-A=(c-ay) ,

typu n X m, kterd mé na misté ij c-nasobek prvku, ktery v matici A stoji na
misté 7.

Symbol ”-” budeme ¢asto vynechévat.
4.16. Priklad. Jestlize
2 1 3
C=14 -1 8 a D:<§ _; j ?)
2 19

jsou matice nad télesem R, potom

6 3 9
3C=(12 -3 24 a —21)_(_:3l 71121 _;1 _12).
6 3 27

Na fadky, resp. sloupce matice A typu n X m se mizeme divat jako na matice
typu 1 X m, resp. n x 1. Ve smyslu pfedchazejici definice tedy mtizeme hovorit
o c-nasobku Fadku, resp. sloupce matice A.

Na nasobeni matic se mizeme podivat ,sloupcové® nebo ,Fadkoveé“. Obou téchto
pohledi je ¢asto mozno s tspéchem vyuzit. Necht B = (b;;;) je matice typu p X ¢
a C' = (cg;) matice typu ¢ x r nad okruhem R.

Prvni sloupec matice BC je souétem c¢q1-nasobku prvniho sloupce matice B,
co1-ndsobku druhého sloupce matice B, ..., cq1-ndsobku posledniho, tj. g-tého
sloupce matice B. Obecné j-ty sloupec matice BC' je sou¢tem cjj;-nasobku prv-
niho sloupce matice B, cy;-nésobku druhého sloupce matice B, ..., cq4;-nésobku
posledniho, tj. g-tého sloupce matice B.

Obdobné je prvni fadek matice BC' souctem by;1-nasobku prvniho fadku matice
C, biz-nasobku druhého fadku matice C, ..., bj4-nasobku posledniho, tj. g-tého
radku matice C. Obecné j-ty fadek matice BC' je souctem bji-ndsobku prvniho
radku matice C, bjo-nasobku druhého fadku matice C, ..., bj;-nasobku posled-
niho, tj. g-tého fadku matice C.

Nasledujici tvrzeni vyplyvaji z vlastnosti maticovych operaci.

4.17. Vé&ta. Necht A, B jsou matice nad komutativnim okruhem R, které je
mozno secist, resp. vyndsobit; necht c,d € R. Potom plati:
(i) c(A+B)=cA+cB,
i) (c+dA=cA+dA,
) (cd)A = c(dA) ,
) ¢(AB) = (cA)B = A(cB) .

(i
(iii

(iv
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Jestlize md okruh R jednotkovy prvek, potom
(v) 1A=A. O
V linearni algebfe a v maticovém poctu hraje dilezitou roli transponovdni matic.

4.18. Definice. Necht A = (a;;) je matice typu n X m nad komutativnim okru-
hem R. Transponovanou matici k matici A budeme rozumét matici AT = (b;;)
typum x n, kde prokazdé i =1,...,naj=1,...,mje bj; = as.

4.19. Piiklad. Transponovanymi maticemi k maticim

2112 5 s 1
CcC=112 11 8 a D=
11 49 1 1 2 5
9 8 6 6
jsou matice

2 1L 2 1 1 9

1 21
ct=111 2 a pr—|1 2138
1 1 2 6
2 1 4 5 7 5 6

5 8 9

Transponovanad matice vznikne ,pfrevracenim“ puvodni matice podle jeji hlavni
diagonaly, resp. zaménou radku a sloupct.

Pripomenme znovu, Ze matice mize mit pouze jediny sloupec nebo jediny radek,
napft.

c=(2). bp=(s 5 3 7).
(3) ( )

Potom

cT=(2 3), D=

~N W ot

4.20. Vé&ta. Necht A, B jsou matice nad komutativnim okruhem R, které je
mozno secist, resp. vyndsobit, necht ¢ € R. Potom plati:

(i) (A+B)T =AT+ BT,

(i) (AB)T = BTAT |

(iii) (cA)T = AT |

(iv) (AT =4.
Jestlize je A ctvercovd invertibilni matice, potom je matice AT rovnés invertibilni
a je

(v) (A7) t=(Aa"hHT.
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Dikaz. Rovnosti uvedené v (i), (iii) a (iv) jsou zjevné.

Dokézeme rovnost (ii). Pfedpoklddejme, Zze A = (a;s) je matice typu n X m a
B = (bsj) je matice typu m x k nad okruhem R. Matice (AB)T typu k x n ma
na misté ji prvek, ktery ma matice AB na misté ij, tj. prvek Y .- a;sbs;. Matice
BT typu k x m mé na misté js prvek bs;, matice AT typu m x n na misté si prvek
a;s a matice BT AT na misté ji prvek

m m
E bsjais = § aisbsj ,
s=1 s=1

tj. stejny prvek jako matice (AB)T.
Nakonec dokazeme rovnost (v). Z rovnosti

A-A1=A1. A=E
vyplyva podle tvrzeni (ii) rovnost
(Afl)T.AT:AT.(Afl)T:ET:E.

Odtud (AT)~! = (A~H)T. O

Poznamenejme, Ze matice A a AT se vzhledem k 4.20(iv) nazyvaji navzdjem
transponované.
V nésledujicim se budeme vénovat specidlnim typtm matic.

4.21. Definice. Necht R je komutativni okruh. Diagondlni matici nad okruhem R
budeme rozumét kazdou matici, kterda ma mimo hlavni diagonalu samé nulové
prvky.

Obdélnikova matice A = (a;;) typu n x m je tedy diagondlni, jestlize pro kazdé
i=1,...,na j=1,...,mi#j, je a;; =0.

4.22. Priklady. Diagonalnimi maticemi nad oborem integrity Z jsou nap¥. matice

(3 00 0).

oo w
o o
oo o
oo o
I

oo
w o o
oo o

4.23. Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad komutativnim
okruhem R. Rekneme, Ze matice A je

(1) skaldrni, jestlize pro kazdéi,j =1,...,n,i# j,je a;; =0 a a;; =c€ R;

(ii) horni trojihelnikovd, jestlize pro kazdé i,j =1,...,n,4i > j,je ai; =0;
(ili) dolni trojuhelnikovd, jestlize pro kazdé i,j =1,...,n,i < j, je a;; =0;
(iv) symetrickd, jestlize pro kazdé i,j =1,...,n je a;; = aj; ;

(v) antisymetrickd, jestlize pro kazdé i, =1,...,nje a;; = —aj; .
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Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad télesem C komplexnich ¢isel.
Rekneme, 7ze matice A je

(vi) hermitouvskd, jestlize pro kazdé i,j =1,...,n je ai; =aj; .

Horni (dolni) trojihelnikova matice ma pod (nad) hlavni diagondlou samé nuly.

Poznamenejme, Ze ¢tvercova matice A je symetricka, pravé kdyz je AT = A; sy-
metrickd matice je ,soumérna podle hlavni diagonaly“. Matice A je antisymetricka
pravé tehdy, kdyz je AT = —A. Pro antisymetrickou matici musi byt a; = —ag,
tj. 2a;; = 0; antisymetrickd matice nad té€lesem, které nema charakteristiku 2, ma
tedy na hlavni diagonale nuly.

Ctvercova matice A je hermitovska, pravé kdyz je AT = A; matice A ma na
misté ij komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu, které je v matici A na misté 5. Hermi-
tovskd matice ma na hlavni diagonale realna cisla.

4.24. P¥iklady. Uvazujme matice

3.0 0 32 5 g_?gg
A=|0 30|, B=|04 2|, C= ,
00 3 00 6 1030

2 -5 —6 2
3 2 -5 0 -2 1
M=| 22 4|, N=| 2 o0 2
-5 4 3 -1 -2 0

nad oborem integrity Z. Matice A je skalarni, matice B horni trojihelnikovéi a ma-
tice C' dolni trojihelnikové; matice M je symetrickd, matice N antisymetricka.
Matice

1 1 1
1 1 1
1 11
nad télesem Zs je soucasné symetrickd i antisymetrickd, nebof v Zs je 1 = —1.

4.25. Definice. Stopou tr A ¢tvercové matice A = (a,;) Ffadu n rozumime soucet
prvki na jeji hlavni diagondle, tj.

n
trA = ZCL“’ .
=1

Dikazy nasledujicich tvrzeni nepfedstavuji problém.

4.26. Véta. Jsou-li A, B ctvercové matice téhoz tadu nad komutativnim okru-
hem R a c € R, potom
(i) tr(A+B)=trA+ tr B,
(i) tr(cA)=c-trA,
(iii) tr AT =tr A .
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Jsou-li A= (a;j) a B = (bj;) matice typu p X q, ¢ X p, potom
(IV) tr (AB) = tr (BA) = le Z;:l aijbji .

Vodorovnymi a svislymi ¢arami mtzeme matici rozd€lit na tzv. bloky neboli
diléi matice. Obecné je to mozno provést mnoha zpusoby, v konkrétnim pripadé
to vypada napf. takto:

1 | 2 3 1 2 3 1| 2| 3
4 1 5 6 - - - 4 | 5 | 6
- = =] 4 5 6] =1 -
7] 8 9 78 9 71 8 | 9

Matice A, ktera je néjakym zptisobem rozdélena na bloky, se obvykle nazyva blo-
kovad; takovou matici zapisujeme v tvaru

All A12 . Alm
A= A21 A22 . Agm 7
Anl An2 Anm

dil¢i matice stojici ve stejném sloupci blokové matice A maji stejny pocet sloupct,
diléi matice stojici ve stejném rfadku blokové matice A maji stejny pocet fadku.
Je-li m = n a jsou-li matice Aq1,Asa,...,An, Ctvercové (hovoiime o tzv.
hlavni diagondle blokové matice), pak se matice A nazyva ¢tvercovd blokovd matice
radu n.
4.27. Definice. Necht A = (A;;) je ¢tvercova blokova matice fadu n nad komu-
tativnim okruhem R. Rekneme, Ze matice A je
(1) hornd trojihelnikovd, jestlize pro kazdé i,j =1,...,n,i>j,je A;; =0 ;
(ii) dolnt trojuhelnikovd, jestlize pro kazdé i, =1,...,n,i < j,je A;; =0 ;
(iii) diagondlnt, jestlize pro kazdé i,j =1,...,n, 1 # j, je A;; =0 .

7 jednotlivych matic miZeme sestavovat blokové matice. Jsou-li napt. A, B, C

¢tvercové matice stejného radu a E, resp. O jednotkova, resp. nulova matice téhoz
rfadu, mizeme utvorit matice

(A B> - -
o C B B
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4.28. Poznamka. Kromé vyse definovaného nésobeni matic se v matematice
uziva i tzv. Hadamardiv soucin a Kroneckertv soudin.

Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu n x m nad komutativnim okru-
hem R. Hadamardovym soucinem matic A, B budeme rozumét matici

Ax B = (aijbij)
typu n x m. V tomto piipadé se matice nasobi ,po slozkach*.

Tato operace je zfejmé asociativni a komutativni, je rovnéz distributivni vzhle-
dem ke s¢itdni. Mnozina R™*™ vsech matic typu n x m nad okruhem R je komu-
tativnim okruhem. M4a-li okruh R jednotkovy prvek, mé i okruh R™*™ jednotkovy
prvek; je jim matice, kterd mé na vSech nm mistech jednotkovy prvek okruhu R.
Invertibilnimi maticemi tohoto okruhu (vzhledem k Hadamardové souéinu) jsou
zfejmé pravé ty matice, které maji na vSech svych mistech nenulové prvky.

Necht A = (a;;) a je matice typu n x m a B matice typu p X ¢ nad komutativ-
nim okruhem R. Kroneckerovym soucinem matic A, B budeme rozumét blokovou
matici

A & B= (aijB)
typu np x mq. Tuto matici mizeme chapat jako blokovou matici; sestava z nm
blokti — jsou to a;;-ndsobky matice B.
Snadno se provéti nésledujici vlastnosti Kroneckerova sou¢inu (A;, As jsou ma-
tice stejného typu, By, Bs rovnéZ matice stejného typu):
(i) OA=A®0 =0,
(ii) (A1 +A2)®@B=4,®B+A3B,
(iii) A®(B1+B2) =A®B1 + A® By,
(iv) (A® B)T = AT @ BT |
(v) (aA)® (bB)=ab- (A® B) .
Jsou-li matice A, B invertibilni, je
(vi) (A B)"t=A"te Bt

4.29. Piiklady. Necht

31 2 1 -1 -2 1 -1
A=1[1 1 2], B=10 1 -2, C’<2 1>

2 1 3 0 3 -1

Potom
3 -3 1 -1 2 -2
31 Vil s
AxB=10 1 -4, A C =

0 3 _3 2 1 2 1 4 2
2 -2 1 -1 3 -3
4 2 2 1 6 3

Poznamenejme, Ze souciny A x C' a B x C' neexistuji.



45

5. GRUPY

Grupa je algebraické struktura s jednou binarni operaci, kterd ma jisté vlast-
nosti. Podle toho, zda tuto operaci chapeme aditivné nebo multiplikativné, tj.
zda ji zapisujeme jako sc¢itani nebo nasobeni, ma piislusna definice dvoji podobu.
7 metodickych dtivodd uvedeme obé verze.

5.1a. Definice. MnoZina G s bindrni operaci ” + 7 (s¢itdni) se nazyva grupa,
jestlize plati nasledujici axiémy:

(i) Ya,b,c€ G (a+b)+c=a+(b+c),

(i) 30e G VaedG a+0=0+a=a,

(iv) Vae G J-a€qG a+(—a)=(—a)+a=0.

Pokud jesté plati axiom

(ii) Va,be G a+b=b+a,
pak hovofime o komutativni grupé, resp. Abelové grupé.

7 .7 (ndsobeni) se nazyva grupa,

5.1b. Definice. Mnozina G s binarni operaci
jestlize plati nasledujici axiomy:
(v) Va,b,ce G (a-b)-c=a-(b-c),
(vi) 1€ G VYaeG a-1=1-a=a,
(vii)) Vae G 3Ja'eq a-at=atla=1.
Pokud jesté plati axiém
(x) Ya,be G a-b=b-a,
pak hovofime o komutativni grupé, resp. Abelové grupé.

Poznamenejme, Ze jsme v definicich 5.1a a 5.1b uzili pro axiémy grupy stejné ¢is-
lovani jako pro odpovidajici axiémy télesa, resp. okruhu v definicich 2.1, resp. 3.1.

V aditivnim p¥ipadé hovofime o nulovém a opacéném prvku (viz (iii), (iv)),
v multiplikativnim p¥ipadé o jednotkovém a inverznim prvku (viz (vi), (vii) ). Adi-
tivni zapis se pouziva zejména pro komutativni grupy.

5.2. Poznamka. Pokud bychom na$ vyklad iivodnich partii obecné algebry zacali
definici grupy, mohli bychom definice okruhu a télesa podat strucnéji.

Okruhem je mnozina se dvéma bindrnimi operacemi, séitdnim a nasobenim,
kterd je vzhledem ke séitani komutativni grupou, nésobeni je asociativni a je se
sCitanim svazano distributivnimi zakony.

Télesem je okruh, jehoz mnozina nenulovych prvka je grupou vzhledem k na-
sobeni; je-li tato grupa komutativni, jde o komutativni téleso.

5.3. Priklady.

(i) Necht T je (komutativni) t&leso. Mnozina T je vzhledem ke s¢itani komutativni
grupou. Mnozina 7'\ {0} je vzhledem k nasobeni (komutativni) grupou. Hovofime
tedy o aditivni grupé racionalnich, resp. redlnjych, resp. komplexnich cisel, resp.
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kvaternioni, o multiplikativni grupé nenulovych racionalnich, resp. nenulovych
realnych, resp. nenulovych komplexnich ¢isel, resp. o nekomutativni multiplikativni
grupé nenulovych kvaternionti. Rovnéz miizeme hovoftit o aditivni grupé Z,, resp.
o multiplikativni grupé Z, ~ {0}.

(ii) Multiplikativnimi grupami jsou i mnoziny vSech kladngch raciondlnich, resp.
kladnych realnych ¢isel.

(iii) Multiplikativni grupou je rovnéz mnozina vSech komplexnich ¢isel, které maji
jednotkovou absolutni hodnotu.

(iv) Multiplikativni grupou je i dvouprvkova mnozina {1, —1}.

(v) Necht R je okruh. MnoZina R je vzhledem ke séitdni komutativni grupou.
Hovotime tedy o aditivni grupé celych éisel, resp. Gaussovych celych ¢isel, resp.
polynomt z T[], resp. redlnych funkci na intervalu (a,b), resp. o aditivni grupé
okruhu Z,, apod.

(vi) Ani mnozina N v8ech pfirozenych éisel, ani mnozina N U {0} vSech celych
nezapornych c¢isel vzhledem ke séitani neni grupou.

(vil) Mnozina R™*"™ vSech matic typu m x n nad okruhem R tvoii spolu s operaci
s¢itani komutativni grupu.

(viii) MnoZina vSech ¢tvercovych invertibilnich matic fadu n nad télesem T' (viz
4.12, 4.14) tvoii vzhledem k nasobeni grupu. Tato grupa se nazyva obecnd linedrni
grupa a znadi se zpravidla GL(T,n) nebo GL(n).

5.4. P¥iklad. Uvazujme pravidelny n-ahelnik (n > 3) a v8echny jeho symetrie,
tj. ,pohyby*, kterymi tento n-uhelnik prechézi sdm v sebe. Jde o n rotaci kolem
stfedu uvazovaného n-thelniku o thel
360° 360° 360° 360°
o-—, 1-.——, 2.—— ..., (n-1)-—
n n n n

a n osovych soumérnosti; je-li n sudé, prochazeji osy 5 osovych soumérnosti pro-

t&jsimi vrcholy n-thelniku a osy 5 osovych soumérnosti stiedy protéjsich stran,
je-li n liché, prochazi osa kazdé osové soumeérnosti jednim vrcholem n-thelniku a
stfedem jeho protéjsi strany.

Vzhledem k tomu, Ze slozeni symetrii je symetrie, operace skladani symetrii
je asociativni, identické zobrazeni (tj. rotace o thel 0°) je symetrie a ke kazdé
symetrii existuje symetrie inverzni, je mnozina vSech symetrii n-ithelniku grupou
vzhledem ke skladani. Je to tzv. dihedrdlni grupa, mé 2n prvka.

V nejjednodussim pfipadé, kdy jde o symetrie rovnostranného trojuhelniku,
jde o grupu, kterda ma 6 prvkt. Oznacime-li vrcholy uvazovaného trojuhelniku
¢isly 1,2,3, mizeme jednotlivé symetrie reprezentovat ,tabulkami“, ve kterych
jsou v hornim fadku vrcholy 1,2,3 a ve spodnim fadku jejich obrazy ptfi dané
symetrii. Rotace o 0°,120°,240° jsou tedy zaznamenany tabulkami

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3)° 2 3 1)7 3 1 2
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a symetrie, jejichz osy prochazeji vrcholem 1, resp. 2, resp. 3, jsou zaznamenany

tabulkami

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 3 2)7° 3 2 1)°7° 2 1 3)°
Snadno se presvédcime, ze tato grupa neni komutativni.

5.5. Definice. Necht G a H jsou multiplikativni grupy. Zobrazeni f grupy G do
grupy H se nazyva homomorfismus, jestlize

Va,be G fla-b) = f(a)- f(b) .

Jestlize je zobrazeni f injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni, hovofime o mo-
nomorfismu, resp. epimorfismu, resp. izomorfismu. Homomorfismus grupy G do
téze grupy G se nazyva endomorfismus grupy G; je-li navic bijektivni, pak hovo-
fime o automorfismu grupy G. Mnozinu vSech endomorfismii, resp. automorfismi
grupy G znac¢ime End G, resp. Aut G.

Zobrazeni, které kazdému prvku grupy G pfifadi jednotkovy prvek grupy H,
je homomorfismus, ktery se nazyva trividlni. Zobrazeni, které kazdému prvku g
grupy G ptifadi tyz prvek g, je automorfismus grupy G; nazyva se identicky auto-
morfismus grupy G a znaci se obvykle 1.

Jestlize f je homomorfismus grupy G1 do grupy G a ¢ homomorfismus grupy G
do grupy Gj3, potom je slozené zobrazeni g f homomorfismus grupy G; do grupy Gs;
pro kazdé dva prvky a,b grupy G; je totiz

(9f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a) - f(b)) = g(f(a)) - g(£(b)) = (9f)(a) - (9f)(D) -

Jsou-li f a g monomorfismy, resp. epimorfismy, resp. izomorfismy (endomorfismy,
resp. automorfismy), je gf rovnéz monomorfismus, resp. epimorfismus, resp. izo-
morfismus (endomorfismus, resp. automorfismus). Sklddani homomorfismt je aso-
ciativni, nebot je asociativni skladani zobrazeni.

Pro kazdy endomorfismus f grupy G je ziejmé

f-la=1lg-f=f.

Jestlize je f izomorfismus grupy G na grupu H, potom inverzni zobrazeni f~—!
je izomorfismus grupy H na grupu G. Z¥ejmé je f~! bijekce; stadi tedy dokazat,
7e pro kazdé dva prvky a,b € H je f~(ab) = f~(a)- f~1(b). Oznaéme c,d
prvky grupy G, pro které je f(c) = a a f(d) = b; prvky ¢, d existuji a jsou uréeny
jednoznac¢né, nebot f je bijekce. Nyni je

FHab) = f7H(f(e) - f(d) = [T (f(ed)) = cd = fH(a) - f71(D) -
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5.6. Poznamka. Pro aditivni grupy G, H je homomorfismem grupy G do grupy H
kazdé zobrazeni, pro které je

Va,b € G fla+b) = f(a) + f(b) .

Vsechny vyse zavedené pojmy zistanou nezménény; napi. trividlni homomorfismus
neboli nulovy homomorfismus zobrazuje vSechny prvky grupy G na nulovy prvek
grupy H. Vyse uvedeny diikaz tvrzeni, Ze slozeni homomorfismi je homomorfismus,
vypada v aditivnim pfipadé takto:

(9.)(a+b) = g(f(a+b)) = g(f(a)+£(b)) = g(f(a)+g(f (b)) = (9/)(a)+(gf)(D) -
Podobnym zptisobem se modifikuje ditkaz rovnosti
fle=lg-f=T],

resp. ditkaz faktu, Ze inverzni zobrazeni k izomorfismu je izomorfismus.

Poznamenejme, ze jestlize je grupa G multiplikativni a grupa H aditivni, pak
zobrazeni f grupy G do grupy H se nazyva homomorfismus, jestlize

Ya,be G f(ab) = f(a) + f(b) .

5.7. Véta. MnoZina Aut G vSech automorfismi grupy G spolu se sklddanim au-
tomorfismi je grupa.

Driikaz. Vidéli jsme, ze skladani automorfismi grupy G je asociativni binarni ope-
raci na mnoziné Aut G. Identicky automorfismus 1g grupy G je jednotkovym prv-
kem vzhledem ke sklddani automorfismii. Ke kazdému automorfismu f grupy G
existuje automorfismus f~!, pro ktery je

fopt=rt =l
Mnozina Aut G je tedy grupa. [

Jestlize je G komutativni grupa, pak grupovou operaci piSeme zpravidla adi-
tivné. V tomto pfipadé mizeme vedle sklddani endomorfismt grupy G definovat
i jejich sc¢itani. Jestlize f a g jsou endomorfismy komutativni grupy G, definujeme
zobrazeni f + g grupy G do grupy G rovnosti

(f +9)(a) = f(a) + g(a) .
Zobrazeni f+ g je endomorfismus grupy G, nebot pro kazdé dva prvky a, b grupy G
je
(f+9)(a+b) = fla+b)+g(a+b) = f(a) + f(b) +g(a) + g(b) =
= f(a) +g(a) + f(b) + g(b) = (F + g)(a) + (f + 9)(b) -
PovSimnéme si, ze jsme pri tieti rovnosti opravdu vyuzili komutativitu séitani
prvkil grupy G; pro nekomutativni grupy (psané multiplikativng) nelze obdob-

nou operaci nasobeni endomorfismu zavést. S¢itani endomorfismu aditivné psané
komutativni grupy G je tedy binarni operaci na mnoziné End G.
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5.8. Véta. Mnozina End G vsech endomorfismi aditivnée psané komutativni gru-
py G spolu se sc¢itanim a skldddnim endomorfismi je okruh s jednotkovym prvkem.

Diikaz. Jiz jsme si uvédomili, Ze sklddani endomorfismii grupy G je asociativni
bindrni operace na mnoziné End GG, kterd ma jednotkovy prvek 1lg. Dale jsme
ukazali, Ze sc¢itdni endomorfismi je bindrni operace na mnoziné End G. Z plat-
nosti asociativniho a komutativniho zdkona pro operaci ” +” v grupé G vyplyva
platnost asociativniho a komutativniho zédkona pro séitani endomorfismi. Nulovy
endomorfismus grupy G je nulovym prvkem vzhledem ke séitani endomorfismi.
Jestlize f je endomorfismus grupy G, potom zobrazeni piifazujici kazdému prvku
a € G opacny prvek k prvku f(a) (tj. prvek —f(a) € G) je zfejmé endomorfismus
grupy G, ktery je opa¢nym prvkem k endomorfismu f pii s¢itdni endomorfismi.
Pro kazdé tfi endomorfismy f, g, h grupy G plati rovnosti

flg+h)=fg+fh, (f+g9)h=fh+gh.

Pro kazdé a € G je totiz

(flg+n))(a) = f((g + h)(a)) = f(g(a) + h(a)) = f(g(a)) + f(R(a)) =
= (f9)(a) + (fh)(a) = (fg + fh)(a) ;

stejné se dokaze druhd rovnost. Mnozina End G je tedy okruh s jednotkovym
prvkem. [J

Na jednoduchych prikladech je mozno ukéazat, Ze soucet dvou automorfismi
komutativni grupy G nemusi byt automorfismem grupy G. S¢itani automorfismi
tedy neni bindrni operaci na mnoziné Aut G.

5.9. P¥iklady.

(i) Zobrazeni, které kazdému ¢islu a € Z pfifazuje ¢islo —a € Z, je automorfismem
grupy Z. Tento automorfismus je opa¢nym prvkem k identickému automorfismu 17
grupy Z. Soucet téchto dvou automorfismi je nulovym endomorfismem grupy Z.
Grupa Aut Z je dvouprvkova, AutZ = {1, —1z}.

Zobrazeni p,, které kazdému cislu a € Z ptitazuje ¢islo na € Z, kde n € Z
je pevné zvolené cislo, je endomorfismem grupy Z. Neni obtizné ukéazat, ze jiné
endomorfismy grupy Z neexistuji, tj. EndZ = {¢,; n € Z}.

Pro kazdé n,m € Z je

Yn + Pm = Pntm PnPm = Pnm
daéle je
@1:127 @_1:—127 QO():O

(ii) Zobrazeni, které kazdé matici A € R"*" ptifazuje jeji stopu tr A, je epimor-
fismem aditivni grupy R™*" na aditivni grupu R (viz 4.26(i) ).
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(iii) Zobrazeni, které kazdé matici A € R™*" piifazuje matici A, je izomorfismus
aditivni grupy R™*"™ na aditivni grupu R™*™ (viz 4.20(i) ).

(iv) Zobrazeni, které kazdému polynomu f € R|x] pfifazuje jeho derivaci f’, je
endomorfismus aditivni grupy R[z]; tento endomorfismus je epimorfismem, ale neni
monomorfismem.

(v) Zobrazeni, které kazdému Gaussovu celému ¢islu a + bi € Z[i] pfifazuje ¢islo a
(resp. b, resp. a + b), je epimorfismem aditivni grupy Z[i] na aditivni grupu Z.
(vi) Zobrazeni, které kazdé ¢tvercové matici A € R"™ "™ piifazuje symetrickou
matici %(A + AT), je endomorfismem aditivni grupy R™*".
(vii) Logaritmus (pti libovolném zékladu z) je izomorfismem multiplikativni grupy
kladnych realnych cisel na aditivni grupu vSech realnych cisel; pro kazda dvé ¢isla
a,b € (0,00) je totiz

log, ab =1log,a+log, b .

(viii) Zobrazeni, které pfifazuje kazdému komplexnimu éislu jeho druhou (resp.
n-tou) mocninu, je endomorfismem multiplikativni grupy vSech komplexnich ¢isel.
Zuzeni tohoto zobrazeni je endomorfismus multiplikativni grupy komplexnich ¢isel
jednotkové absolutni hodnoty.

5.10. Definice. Necht G je multiplikativni grupa. Podmnozina G’ grupy G se
nazyva podrupa grupy G, mé-li tyto vlastnosti:

(i) 1eG,

(i) jestlize a,b € G, potom abe G’ a a~le G’ .

Preformulujme jesté definici podgrupy do aditivni feci.
Necht G je aditivni grupa. Podmnozina G’ grupy G se nazyvé podrupa grupy G,
ma-li tyto vlastnosti:
(i) 0ed,
(ii) jestlize a,b € G, potom a+be G a —a€ G .

Rozvazime-li ptiklady, které jiz byly v pfedchozim textu uvedeny (2.3 a 2.9,
2.5a28,34a3.6,4.11, 5.3, 5.4), snadno ziskdme fadu piikladi podgrup.
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6. PERMUTACE

6.1. Definice. Necht M je koneénd mnozina. Permutaci mnoziny M nazveme
kazdé vzdjemné jednozna¢né zobrazeni (bijekci) mnoziny M na mnozinu M.

Pri vySetrovani permutaci je zfejmé lhostejné, jak ozna¢ime prvky mnoziny M.
V celém dalsim vykladu budeme proto bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze je
M ={1,2,...,n}, kde n je néjaké pfirozené ¢islo.

Permutaci P mnoziny M zapisujeme obvykle schématem

P:(l 2 ... n)’

ay ag e (079

kde pro kazdé i = 1,2,...,n je P(i) = a;, tj. obrazy ay,as,...,a, ¢isel 1,2,....n
jsou zapsany pod témito Cisly. Pfitom je

{alaa2a"'aan}:{1727"‘7n}v

tj. a1, aq,...,a, je jen jiné poradi ¢isel 1,2, ..., n. V nékterych ptipadech nepoza-
dujeme, aby byla ¢isla v hornim Ffadku uspotradana podle velikosti. Je tedy napft.

5 1 3 4 2\ (1 2 3 45
2 415 3) \43 15 2)"

Permutace mnoziny M skladame jako zobrazeni; sloZenim permutaci P a @
(v tomto pofadi) rozumime sloZené zobrazeni P, které kazdému ¢islu i € M
prifadi ¢islo Q(P(z)). SloZeni dvou permutaci mnoziny M je opét néjaka permutace
mnoziny M, nebot slozeni dvou bijekci je opét bijekce. Jsou-li napt.

123 45 123 45
P“(Q 5 4 3 1) N Q“<1 3 5 2 4)
permutace mnoziny M = {1,2,3,4,5}, je

12345 123 45
QP“<3 4 2 5 1) & PQ“<2 415 3>

Skladani permutaci tedy neni komutativni. Pfesto se miZe stat, Ze pro néjaké
permutace P,(Q mnoziny M plati rovnost PQ = QP; v tomto pfipadé fikdme, Ze
permutace P, @ jsou zdménné, resp. komutujici.
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6.2. Véta. Mnozina vsech permutaci n-prvkove mnoziny M spolu s operaci skld-
ddni tvori grupu. Tato grupa md n! proki.

Diikaz. Skladani permutaci je podle predeslého bindrni operaci na mnoziné vSech
permutaci mnoziny M. Tato operace je asociativni, nebot jiz skldddni zobrazeni
je asociativni. Identické zobrazeni 1), mnoziny M na mnozinu M je tzv. identickd
permutace, ktera je jednotkovym prvkem pfi skladani permutaci mnoziny M. Ke

kazdé permutaci
p_ < 1 2 ... n >
a; az ... Qp,

mnoziny M existuje permutace P! takova, ze P-P~! = P~1.P = 1;;. Permutace
P! se nazyva inverzni permutace k permutaci P; ziejmé je

P,1 _ ay ag N (079
( 1 2 ... n
Mnozina vSech permutaci mnoziny M spolu s operaci sklddani permutaci je tedy

grupa. Indukci snadno dokézeme, Ze n-prvkova mnozina mé pravé n! raznych per-
mutaci. [

6.3. Definice. Grupa vsSech permutaci n-prvkové mnoziny se nazyva symetrickd
grupa stupné n. Znaci se obvykle S,,.

6.4. Definice. Nechf P je permutace mnoziny M. Inverzi permutace P budeme
rozumét kazdou dvouprvkovou podmnozinu {4, j} mnoziny M, kde

1< ] a P@i) > P(j) .
Znaménko® sgn P permutace P definujeme rovnosti
sgn P = (—1)»F

kde in P je pocet vSech inverzi permutace P. Permutace P se nazyva sudd, resp.
lichd, jestlize je sgn P =1, resp. sgn P = —1.

Permutace je tedy suda, resp. licha, ma-li sudy, resp. lichy pocet inverzi. Iden-
tickd permutace 1;; neméa zadnou inverzi a je proto suda.

6.5. Piiklady.

(i) Symetrickd grupa stupné 1 je jednoprvkova, symetrickd grupa stupné 2 je dvou-

(O {0 D)0 )

8 Téz signum.
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Symetrickad grupa stupné 3 ma Sest prvki:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Pl_(l 2 3)’ PQ_(2 3 1)’ P3_(3 1 2)’

1 2 3 1 2 3 1 2 3
P4_(1 3 2)’ P5_(3 2 1)’ PG_(z 1 3)

Skladéni téchto permutaci je zachyceno v multiplikativni tabulce grupy Ss (napi.
v priseéiku fddku zacdinajiciho P3 a sloupce za¢inajiciho Ps stoji Ps - Ps = Ps):

p | P | P | P | P | PR
Py Py Py Ps Py Ps P
Py Py P Py P Py Ps
Ps P3 Py P Ps P Py
Py Py Py P Py Py Ps
Ps Ps Ps Py Py P Py
P Fs Py Py Py P Py

Permutace P; je identickd, nemé zaddnou inverzi. Permutace P m4 inverze {1, 3},
{2, 3}, permutace P; inverze {1,2}, {1, 3}, permutace P, inverzi {2, 3}, permutace
Ps inverze {1,2}, {1, 3}, {2, 3}, permutace Ps inverzi {1,2}. Permutace P, P, P3
jsou sudé, permutace Py, Ps, Pg jsou liché.

Symetrickd grupa Sy méa 24 prvkd, symetrickd grupa S; ma 120 prvki.

12345
P‘<31452)

ma inverze {1,2}, {1,5}, {3,5}, {4,5} a je tedy suda.
p-1— 3 1 4 5 2 _ 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 2 51 3 4)°

Permutace P~! m4 inverze {1,3},{2,3},{2,4},{2,5} a je tedy rovnéz suda.

(ii) Permutace

6.6. Véta. Jsou-li P,Q permutace mnoziny M, potom je
sgn PQ) = sgn P - sgn (@ .

Dikaz. Mnozinu K vsSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny M vyjadiime jako
disjunktni sjednoceni ¢tyf mnozin,

K:KluKQUK3UK4a
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kde

K= {{i,j}; i<j, Q
Ky = {{i,j}; i<j, Q
Kz ={{i,j}; i<j, Q
Ky={{i,j}; i<j, Q

Je tedy K3 U K4 mnozinou vSech inverzi permutace ) a mnozina Ky U K4 mno-
zinou vSech inverzi permutace PQ. Vzhledem k tomu, ze permutace ) zobrazuje
vzajemné jednozna¢né mnozinu K na mnozinu K, je pocet inverzi permutace P
roven poc¢tu prvkt mnoziny Ky U K3. Je tedy

IHPQ = |K2‘ -+ |K4| = |K2‘ + |K3| + ‘K3| + |K4‘ — 2‘K3| = inP+inQ — 2|K3|
a tedy

sgn PQ = (—1)nPHnQ@=21Ks[ _ (_1)inP (_1)inQ@ —gon P.ggn@Q . O

Poznamenejme, zZe jsme v predchozi vété dokéazali, Ze zobrazeni sgn , které kazdé
permutaci P grupy S,, pfifazuje jeji znaménko sgn P, je homomorfismus grupy S,
do multiplikativni grupy {1, —1}. Pron > 1 jde zfejmé o homomorfismus na grupu
{1,—1}, neboli epimorfismus.

6.7. Duasledek. Pro permutace mnoziny M plati:

(i) SloZeni dvou sudych permutact je sudd permutace.
(ii) SloZeni dvou lichgch permutact je sudd permutace.
(iii) SloZeni sudé a lich€ permutace je lichd permutace.
(iv) Pro kazdou permutaci P je sgn P~ = sgn P.

Diikaz. Vsechna tvrzeni vyplyvaji z predchozi véty; pri dikazu ¢tvrtého se vyuzije
rovnost P- P~ 1 =1,,. O

6.8. Dusledek. Necht P € S,, je pevné zvolend permutace. Zobrazent, které kaZdé
permutaci @ € S, pFitazuje permutaci PQ € S, (resp. QP € S, ), je bijekce
mnoziny S, na mnoZinu S,. Jestlize je permutace P sudd, pak pri této bijekci
prechdzi sudd permutace v sudou a lichd v lichou. Jestlize je permutace P lichd,
pak pri této bijekci prechdzi sudd permutace v lichou a lichd v sudou.

Diikaz. 7 rovnosti PQ, = PQy dostavame rovnost P~1PQ; = P~ 1PQ, a tedy
i rovnost Q1 = @Q2; uvazované zobrazeni je tedy injektivni.

Z rovnosti P(P~1Q) = Q vyplyva, ze jde téz o surjekci, nebof na permutaci Q
se zobrazi permutace P~1Q).

Zbytek tvrzeni vyplyva z véty 6.6, resp. dusledku 6.7. O

Poznamenejme, 7e zobrazeni z disledku 6.8 je tzv. levd (resp. pravd) translace
grupy S,, uréena prvkem P.
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6.9. Véta. Mnozina vsech sudych permutaci n-prvkové mnoZiny je podgrupou
symetrické grupy S,,. Pro n > 1 md tato podgrupa %’ proki.

Diikaz. Podle pfedchoziho (viz 6.7) je sklddani permutaci binarni operaci na mno-
ziné vsech sudych permutaci mnoziny M. Identickd permutace je suda a inverzni
permutace k sudé permutaci je také suda. Podle 6.8 je pro n > 1 sudych permutaci
stejny pocet jako lichych, tj. %‘ O

Poznamenejme pro uplnost, ze podgrupa vSech sudych permutaci n-prvkové
mnoziny je jddrem homomorfismu sgn a je to tedy dokonce normdlni podgrupa
grupy S,. Tento fakt vyplyva téZ ze skutecnosti, Ze jde o podgrupu indezxu 2.

6.10. Definice. Grupa vSech sudych permutaci n-prvkové mnoziny se nazyva
alternujici grupa stupné n. Obvykle se znadi A,,.

6.11. Priklad. Permutace P;, P», P; z pfikladu 6.5(i) tvofi alternujici grupu
stupné 3. Jeji multiplikativni tabulka se snadno ziskd z multiplikativni tabulky
grupy Ss .

P | P | P
Py Py Py P
Py Py Ps Py
P Ps P Py

6.12. Definice. Permutace () mnoziny M se nazyva cyklus, jestlize existuje pfi-
rozené ¢islo m > 1 a prvky x1,...,x,, € M takové, ze

Q(z;) =xiy1 prokazdé i=1,...,m—1,

Q(zm) =71,
Qz) ==z pro kazdé xe€ M ~{x1,...,Tm} .
Piseme Q = (z1,22,...,Tm), Cislo m se nazyva délka cyklu. Cyklus délky 2 se

nazyva transpozice, cyklus délky 3 trojcyklus. Cykly (z1,...,2m) a (y1,--., k) se
nazyvaji nezdvislé (nékdy téz disjunktni), jestlize {z1,...,zm}N{y1,...,yx} = 0.

Identickd permutace mnoziny M je podle predchozi definice cyklus; klademe
totiz m = 1 a za x; vezmeme libovolny prvek mnoziny M. Délka tohoto cyklu
je 1. Tento pohled na identickou permutaci se nam pozdéji bude hodit.

6.13. Véta. Kazdé dva nezdvislé cykly jsou zdmenneé.

Diikaz. Necht P = (x1,...,2m) @ Q@ = (y1,...,yk) jsou nezavislé cykly, které
jsou prvky grupy S,. Vzhledem k tomu, ze P zobrazuje identicky vsechny prvky
ruzné od prvkd zi,..., T, a @ zobrazuje identicky vSechny prvky rtzné od prvka
Y1,--- Yk, je PQ(z) = QP(2) pro kazdé z € M, tj. permutace P a @ jsou za-
ménné. [
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6.14. Priklad. Permutace
1 2 3 45 6 78 9 1 2 3 4 5
P= < 5 7 4 3 6 2 8 9) a Q= <4 2 3 9 5

jsou cykly. Zapisuji se téz v tvaru

—= o
ENEEN
oo oo

D ©
N——

P=(2,5,3,7), Q=1(1,4,9,6) .

Jsou to cykly délky 4 a jsou nezavislé; je
1 2 3 45 6 7 89
PQ=QP = (4 5 7 9 3 1 2 8 6) '

Poznamenejme, 7e kazdy cyklus délky m mtzeme zapsat m zptisoby (tzv. cyklickou
zdménou); napt.

P=(2,5,3,7) =(53,72) = (3,7,2,5) = (7,2,5,3) .

Je-li cyklus takto zapsén, musi byt jasné (napf. z kontextu), jakou mnozinu per-
mutuje. V nasem pripadeé je P,Q € Sg. Ovéite, ze permutace P, () jsou liché.

Necht P je permutace mnoziny M. Mocniny permutace P definujeme pfiroze-
nym zpusobem:

pl=p, P°=p.P, P’=p.P*, ..., pPrfl=p.p",

dale klademe P~" = (P71)" a P% = 1,,.

Necht P je permutace mnoziny M a nechf a je libovolny prvek mnoziny M.
Posloupnost a, P(a), P?>(a),... je utvofena z prvki koneéné mnoziny M a proto
se v ni musi prvky opakovat. Necht j je takové pfirozené ¢islo, Ze prvky

a,P(a),...,P""(a)

jsou navzajem rtizné a prvek P’(a) se uz v uvazované posloupnosti vyskytuje.
Je tedy P7(a) = P*(a), kde 0 < k < j — 1. Jestlize je k # 0, potom z injek-
tivity permutace P vyplyva rovnost P/~1(a) = P*~(a) a to je spor s volbou
¢isla j. Proto je k = 0, tj. P/(a) = a, P"*(a) = P(a) atd. UvaZovani po-
sloupnost a, P(a), P?(a),... je tedy utvofena opakovanim kone¢né posloupnosti
a, P(a),...,PI7Y(a).

Na mnoziné M definujme relaci p : pro prvky a,b € M necht je apb pravé tehdy,
kdyZ existuje pfirozené ¢islo m takové, ze P™(a) = b (tj. b lezi v posloupnosti
a, P(a), P?(a),...). Z predchoziho odstavce vyplyva, Ze relace p je reflexivni, sy-
metricka a tranzitivni, tj. p je ekvivalence na mnoziné M. Ekvivalenci p odpovida
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disjunktni rozklad mnoziny M na tfidy ekvivalence. Ekvivalen¢ni t¥ida obsahu-
jici prvek a je tvofena pravé vsemi prvky a, P(a),..., P?71(a), kde j je nejmensi
piirozené é&islo s vlastnosti P’(a) = a.

Necht My, ..., M} jsou pravé vSechny tiidy ekvivalence p. Definujme nyni zob-
razeni P;, i =1,...,k, mnoziny M do mnoziny M takto:

P;(z) = P(x) pro x € M; ,

Pi(z)== pro ze€ M~ M, .
Zobrazeni Py, ..., P jsou zfejmé navzajem nezavislé cykly. Nazyvaji se cykly per-
mutace P. Snadno se nyni uvazi, ze permutace P je slozenim vSech svych cykla
Py, ..., P, (v libovolném potadi). Dokézali jsme tedy dulezité tvrzeni, které je
vyjadieno v nasledujici vete.
6.15. Véta. KaZdd permutace je sloZenim vsech svych cykli, a to v libovolném
poradi. [

Poznamenejme, ze permutace P miize byt sloZena i z jinych cykla nez z cykla
permutace P. V tom pfipadé€ vsak tyto cykly nejsou nezavislé.

6.16. Piiklad. Mé&jme permutaci
P*12345678910
o 219 3 10 8 6 4 7)°
Tato permutace ma ¢tyti cykly:

Pl:(17573)’ PQ:(Q)v P3:(479)a P4:(67107778)~

Je tedy
P =P PyP3Py = P3P PPy = PyPsPiPy=... ;

pfitom je P; trojcyklus, P» identickd permutace a Ps transpozice. Permutace P
miize byt slozena i z jingch cykld, které vsak jiz nebudou zaménné (nejsou to cykly
permutace P); napf.

P =(3,5,4,9,2,1)-(7,8,6,10) - (1,3,2,9,5) .
Pomoci rozkladu permutace na nezavislé cykly je mozno snadno vypocitat jeji
libovolné velké mocniny. Permutace P ma cykly délky 3,1,2,4, nejmensi spolecny
nasobek téchto cisel je 12. Mocnime-li tedy postupné permutaci P, dostaneme
identitu az pfi dvanacté mocniné. Odtud je napt.

PlOOO — P12<83+4 — (P12)83 . P4 — P4 .

Ovérte, ze permutace P je suda.
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Kazda permutace n-prvkové mnoziny mé alespon jeden cyklus a nejvyse n cykla,
pricemz soucet délek vsech jejich cykld je roven n. Identickd permutace ma prave
n cyklt délky 1 (vSechny jsou rovny identické permutaci), neidentické permutace
maji cykld méné. Permutace, které maji pravé jediny cyklus, se nazyvaji cyklicke
(jejich cyklus mé délku n).

Transpozice je tedy permutace, kterd ma jeden cyklus délky 2 a ostatni cykly
délky 1 (je jich n — 2 a jsou rovny identické permutaci). Trojcyklus je permutace,
kterd mé jeden cyklus délky 3 a ostatni cykly délky 1 (je jich n — 3 a jsou rovny
identické permutaci).

6.17. Lemma. KaZdad transpozice je lichd.

Diikaz. Transpozice
(12 i ... § ... om
(”)_<1 2 o i n)
ma tyto inverze:

{i,i+ 1}y, {é,e+2y, ..., {i,j—1}, {i,5},
{Z+1aj}7 {Z+27.7}7 R {‘7717]} .

Té&chto inverzi je 2(j — i) — 1, takZe transpozice (z,j) je lichd. O
6.18. Véta. KaZdou permutaci je mozno sloZit z transpozic.

Diikaz. Podle véty 6.15 je kazda permutace slozenim vsech svych cykld. K prove-
deni dikazu tedy staci rozlozit cykly (délky alespoii 3) na transpozice. Jestlize je
P = (a1,as,...,a,) néjaky cyklus (r > 3), potom je

P = (ay,a.) - (a1,ar-1) - ...+ (a1,az) .

Identickou permutaci chdpeme jako slozeni prazdné mnoziny transpozic (je-1i mno-
Zina M alespori dvouprvkova, je téz 1y, = (4,7) - (4,4) pro libovolnd 4,5 € M). O

Jestlize je permutace P slozenim m transpozic, potom je podle véty 6.6 a lem-
matu 6.17 sgn P = (—1)™. Znaménko permutace P miZzeme tedy také urcovat
pomoci rozkladu na transpozice. Pfitom je tfeba si uvédomit, ze danou permutaci
muzeme z transpozic slozit riznymi zpusoby a Ze ani pocet uzitych transpozic
nezustava stejny. Zachovava se vsak parita poctu uzitych transpozic, tj. suda per-
mutace je vzdy vyjadfena jako slozeni sudého poctu transpozic a lichd permutace
jako slozeni lichého poctu transpozic.

6.19. Vé&ta. Jestlize md permutace P € S,, pravé k cykli, je sgn P = (—1)"7F.

Diikaz. Predpokladejme, ze 1,72, ..., jsou délky cyklt permutace P. Vime, ze
jery +rg + -+ ry = n. Provedme rozklad permutace P na transpozice stejnym
zpusobem jako v dikazu véty 6.18. Pocet transpozic tohoto rozkladu je ziejmé

(rm=1)+@2—1)++(pr—1)=n—Fk;
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podle piedeslého je tedy sgn P = (—1)"~%. O

Uvédomme si, Ze pii zjistovani znaménka permutace podle predchozi véty je
tfeba pocitat i cykly délky 1.

6.20. Piiklady.

(i) Permutace
1 2 3 4 5
P‘<5 4179

se snadno rozlozi na cykly,

o
RN
o ®
w ©
N——

P=(1,5,9,3)-(2,4,7)-(6,8) .
Odtud dostavame rozklad permutace P na transpozice,
P=(1,3)-(1,9)-(1,5)-(2,7)-(2,4) - (6,8) .

Uzitim cyklické zdmény (,,posunuti cykli“) dostaneme jiny rozklad na transpozice,
P=(593,1)-(7,2,4) - (6,8) ,
P=(51)-(53)-(59)-(7,4)-(7,2)-(6,8) .

Mtizeme téz psat
P=(51)-(53)-(59) (7,4 -(7,2)-(3,5) - (6,8) - (5,3)

apod. Permutace P je sud4, nebotf mé t¥i cykly (sgn P = (—1)°~3). Znaménko
miiZeme urcit i rozkladem na transpozice (sgn P = (—1)%).

Dale je
p1_ 1 2 3 45 6 7 89
3 79 218 46 5)°

P1=(1,3,9,5)-(2,7,4) - (6,8) ,
P71 =(1,5)-(1,9)-(1,3) - (2,4) - (2,7) - (6,8) .

p_(1 234567
“\4 7126 35

P=(1,4,2,7,5,6,3) ,

(ii) Permutace

je cyklicka,

P=(1,3)-(1,6)-(1,5) - (1,7) - (1,2) - (1,4) .
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Permutace

N
—
I
7N
W =
N )
S W
—
~ O
[$2 3=
[NCREN |
"

je také cyklicka,
P~ =(3,6,5,7,2,4,1) = (1,3,6,5,7,2,4) ,

Pl = (3a 1)(3a4)(3a2)(3’7)(375)(3’6) = (174)(172)(137)(1a5)(1a6)(1a3) :

Obé permutace jsou sudé.
p_ 1 2 3 45 6 7 8 9
“\5 7 3 2 419 6 8

P = (175345277797876)'(3) ’

(iii) Permutace

mé dva cykly,

jeden z moznych rozkladi na transpozice je
Permutace P je lichd (sgn P = (—1)%72; uvédomme si, Ze je tfeba pocitat i cyklus
délky 1).

Na zavér uvedeme vétu, kterou nékdy v obecné algebie vyuzivame. Pti dikazu
procvic¢ime skladani permutaci.

6.21. Véta. Pro n > 3 je alternujici grupa A,, rovna mmnoziné vsech permutact,
ktere jsou sloZenim trojcyklil.

Driikaz. Kazdy trojcyklus je sudou permutaci, nebot jde vyjadrit jako slozeni dvou
transpozic (viz dikaz véty 6.18). Sklddanim trojcykla tedy dostdvame vyhradné
sudé permutace.

Nyni ukazeme, ze kazda suda permutace je sloZzenim trojcykla. Protoze je

(i,T’) : (l’]) = (i,j,T‘) ) (7",8) ’ (Zvj) = (i,T,S) : (Saivj) )

je kazda sudd permutace (jako slozeni sudého poctu transpozic) slozenim troj-
cykla. 0O
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7. PROSTORY A PODPROSTORY

7.1. Umluva. V dalsim textu budeme slovem téleso rozumét vidy komutationi
téleso (tj. pole). Nulovy a jednotkovy prvek télesa budeme pro jednoduchost na-
zyvat nula a jednicka a opacny prvek k jednotkovému prvku minus jednicka. Tyto
prvky budeme znacit symboly 0,1, —1.

7.2. Definice. Necht T je t&leso a V mnozina s bindrni operaci séitani, kterou
budeme znacit symbolem ”+”. Necht je dano zobrazeni kartézského soucinu T'x V/
do mnoziny V; dvojici prvkti a € T a v € V toto zobrazeni pfifazuje prvek, ktery
znacime a - v nebo jednoduseji av ; hovofime o ndsobent prvka mnoziny V prvky
telesa T, které znac¢ime symbolem ”-”. Necht dale plati:
(i) Vu,v,weV (ut+v)+w=u+(v+w),
(ii) Yu,veV u+v=v+u,
(ili) 3oeV YueV wu+o=u,
(iv) VueV F—ueV wu+(-u)=o,
(V) Vu,v eV VaeT a-(ut+v)=a-u+a-v,

(vi) VueV Va,beT (a+b)-u=a-u+b-u,

(vii)) Vu e V. Va,beT (a-b)-u=a-(b-u),

(viii) Vue V. 1-u=u.

Potom budeme fikat, ze V' je vektorovy prostor (nebo linedrni prostor) nad téle-
sem T. Prvkim mnoziny V' budeme fikat vektory, prvkam télesa T skaldry. Vektor
oznaceny symbolem o a popsany axiémem (iii) se nazyva nulovy vektor prostoru V,
vektor oznafeny symbolem —u a popsany axiémem (iv) se nazyva opacny vektor
k vektoru u.

Jestlize je T téleso redlnych, resp. komplexnich ¢isel, pak hovofime o redlném,
resp. komplexnim vektorovém prostoru.

Vektory znacime vétsinou pismeny z konce abecedy a skalary pismeny ze zacatku
abecedy. Nasobeni vektortu skalary zapisujeme vzdy tak, ze skalary piseme vlevo
a vektory vpravo.

Povsimnéme si, Ze ve vySe uvedenych osmi axiémech je stejnym symbolem ”+”
znacena operace s¢itani skalart i operace s¢itani vektori. Rovnéz tak symbol ”-”
(ktery Gasto vynechdvdme) uzivame jak pro oznadeni ndsobeni skalart (binarni
operace v télese T), tak pro oznaceni nasobeni vektort skaléry (zde se ,ndsobi“
prvky dvou riznych mnozin).

Axiémy (i) a (ii) jsou asociativni a komutativni zdkon pro séitdni vektori.
Axiém (iii) postuluje existenci nulového vektoru; z tohoto axiému plyne, ze kazdy
vektorovy prostor je neprazdny. Axiém (iv) je axiém existence opa¢nych prvki.
Axiémtm (v) a (vi) se Casto fika distributivni zdkony, i kdyz ve skute¢nosti nejde
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o distributivitu (distributivita je vazbou dvou binarnich operaci na téze mnoziné);
axiém (v) svazuje séitdni vektorti a ndsobeni vektoru skalary, axiém (vi) svazuje
séitdni skalart a ndsobeni vektord skalary. Axiém (vii) se ¢asto nazyva asociativni
zékon, i kdyz opét nejde o skutecnou asociativitu (vlastnost jedné bindrni operace
na mnoziné); tento axiém svazuje ndsobeni skalart a ndsobeni vektort skalary.

Misto vektorovy prostor V' nad télesem 7T budeme casto fikat pouze vektorovy
prostor V nebo pouze prostor V. Jsou-li u, v vektory prostoru V', pak misto u+(—v)
budeme psat u — v. V nasledujicim odstavci shrneme néktera jednoduché pocetni
pravidla, ktera vyplyvaji z definice 7.2 a z uvedenych amluv.

7.3. Véta. Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T. Potom plati:

(i) VueV 0-u=o,
) VueV (-1)-u=-u,

i) VueV VYaeT (—a)-u=-—(a-u),

iv) VvueV —(-u)=u,
)
)
)

11

PN
—~

i
(v) YupeV VaeT a-(u—v)=a-u—a-v,
(Vi) VueV Va,beT (a—b)-u=a-u—>b-u,

(vil) VaeT a-0=o0.

Diikaz. 'V dikazu jiz nebudeme psat tecky predstavujici nadsobeni vektori skalary,
které jsme zatim disledné psali (napf. ve tvrzenich (i)—(vii) ).

Pro kazdy vektor u € V plati rovnost (1 + 0)u = lu. UZitim axiému (vi) a
(viii) z ni dostaneme rovnost u + Ou = u. K obéma strandm pfi¢teme vektor —u
(uzijeme tedy axiém (iv) ) a pomoci axiému (i), (iv), (iii), (ii) dojdeme k rovnosti
Ou = o.

Pro kazdy vektor v € V plati podle tvrzeni (i) rovnost (1+(—1))u = o. Uzijeme-
li axiémy (vi) a (viii) dostaneme z ni rovnost u + (—1)u = o. Pfi¢teme-li k obéma
strandm vektor —u (axiém (iv)), dostaneme uzitim axiémua (i), (iv), (iii), (i)
rovnost (—1)u = —u.

Déle je (—a)u = ((-1)a)u = (—1)(au) = —(au) a tedy —(—u) = v atd. O

Podobnych pocetnich pravidel bychom mohli zformulovat a dokézat celou fadu.
Pr1i jejich dokazovani podstatné vyuzivame i pocetni pravidla platnd v télese T
Poznamenejme jesté, ze pomoci matematické indukce snadno dokézeme nasledujici
tvrzeni.

7.4. Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Jestlize uy,...,ux € V
a ai,...,a, €T, potom

m

m k k
E a; - E U; = E E a;uj . O
i=1 j=1

i=1 j=1
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7.5. Poznamka. Definice vektorového prostoru se ¢asto formuluje strucnéji s vy-
uzitim pojmu komutativni grupa a akce monoidu na mnoziné. Prvni pojem zname
z predchoziho textu; jiz v definici 7.2 jsme si mohli vSimnout, Ze vektorovy prostor
V je vzhledem ke scitani vektord komutativni grupou.

Necht G je tzv. monoid, tj. mnoZina s asociativni bindrni operaci, kterd ma jed-
notkovy prvek 1, a necht X je mnozina. Akci monoidu G na mnoziné X rozumime
zobrazeni kartézského sou¢inu G x X do mnoziny X (obraz dvojice (g,z) € G x X
se znadl gz, hovoii se o ndsobeni prvki mnoziny X prvky monoidu G), které ma
nésledujici vlastnosti:

(i) VeeX lz==x,
(ii) Ve € X Va,be G (ab)z = a(bx) .

Definici vektorového prostoru nad télesem T lze potom stru¢né podat takto.

Necht T je téleso. Vektorovym prostorem nad télesem 7' budeme rozumét kaz-
dou aditivné psanou komutativni grupu V spolu s akci télesa 7" na mnoziné V
spliujici nasledujici dva axiémy:

(i) VueV Va,beT (a+bu=au+bu,
(ii) Vu,veV VYaeT alu+v)=au+av.

7.6. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem T'. Jestlize je podmno-
zina W prostoru V' vektorovym prostorem nad télesem 7" vzhledem k témuz s¢itani
vektort a témuz nésobeni vektord skalary (operace ”+” a ”-” ziZfme na podmno-
zinu W), potom fikdme, ze mnozina W je podprostorem prostoru V.

7.7. Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. PodmnoZina W pro-
storu V' je podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz plati:

i) w#0,
(ii) Vu,v e W u4+veW,
(i) Vu e W YaeT aueW.

Dikaz. Jestlize je W podprostorem prostoru V', potom ziejmé (i)—(iii) plati, ne-
bot séitani vektor a nésobeni vektori skalary je v podprostoru W stejné jako
v prostoru V.

Jestlize naopak pro podmnozinu W prostoru V' plati (i)—(iii), pak je na této
mnoziné definovana operace séitani i operace nasobeni prvkt mnoziny V prvky
télesa T a tyto operace funguji stejné, jako kdyz prvky mnoziny W povazujeme
za prvky prostoru V. Pro tyto operace plati axiémy (i)—(ii) a (v)—(viii) z definice
7.2, nebot tyto axiémy plati pro v8echny prvky prostoru V. ProtoZe je podle (i)
mnozina W neprazdnd, existuje prvek u € W; podle (iii) je potom Ou = 0 € W.
Pro kazdy prvek v € W je déle podle (iii) (—1)v = —v € W, tj. mnozina W
obsahuje s kazdym vektorem v i vektor k nému opacny. Plati tedy i axiémy (iii) a
(iv) z definice 7.2. O

Kazdy vektorovy prostor V je ziejmé podprostorem sam v sobé. Tento pod-
prostor se nazyva nevlastni; vSechny ostatni podprostory prostoru V se nazjyvaji
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vlastni. Jednoprvkovd mnozina obsahujici nulovy vektor o € V' je rovnéz podpro-
storem prostoru V. Tento podprostor se nazyva trividlni nebo nulovy, znaci se
symbolem O. Ostatni podprostory prostoru V' se nazyvaji netrividlni nebo nenu-
love.

Nulovy vektor prostoru V je nulovym vektorem kazdého podprostoru pro-
storu V. Relace ,byti podprostorem® je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

7.8. Priklady.

(i) Mnozina vSech védzanych vektort v roviné se spoleénym pocatkem v pevné
zvoleném bodé S je spolu se s¢itanim vektort a nasobenim vektori redlnymi ¢isly
realnym vektorovym prostorem. Vedeme-li bodem S pfimku, pak vSechny vektory,
které lezi na této pfimce a maji pocatek v bodé S, tvori podprostor uvazovaného
vektorového prostoru.

Podobny priklad dostaneme, uvazujeme-li vazané vektory v prostoru, které
maji spoleény pocatek v pevné zvoleném bodé S. Podprostory tohoto vektoro-
vého prostoru budou tvoreny mnozinami vsech vektort, jejichz vrcholy lezi na
néjaké pfimce, resp. na néjaké roviné prochazejici bodem S; neni obtizné usoudit,
ze kromeé nulového a nevlastniho podprostoru dalsi podprostory neexistuji.

(ii) MnoZina R™*™ vSech realnych matic typu m x n spolu se séitdnim matic a
nasobenim matic redlnymi ¢isly je redlnym vektorovym prostorem. Podprostorem
tohoto prostoru je napfiklad mnozina vSech matic typu m x n, které maji na pevné
zvolenych mistech nuly. Existuje vsak fada zajimavéjsich podprostord, zejména
v piipadé, kdy m = n. Viz piiklad (vi).

(iii) Kazdé téleso T je vektorovym prostorem samo nad sebou. S¢itani vektora
definujeme jako s¢itani prvka télesa T' a nasobeni vektortu skalary jako nasobeni
prvkd télesa T prvky télesa T. Téleso R je tedy redlnym vektorovym prostorem,
téleso C je komplexnim vektorovym prostorem, téleso QQ je vektorovym prostorem
nad Q, kazdé téleso Z, je vektorovym prostorem nad télesem Z, apod. Uvédomme
si, ze téleso T jako vektorovy prostor nad 7" mé jen nulovy a nevlastni podprostor.

(iv) Kazdé téleso T je vektorovym prostorem nad libovolnym svym podté&lesem T”.
Séitani vektort (prvka z T') i ndsobeni vektori (prvki z T') skaldrem (prvkem z 7)
definujeme jako séitani, resp. ndsobeni prvka télesa T'. Téleso komplexnich ¢isel C
miizeme tedy chapat i jako redlny vektorovy prostor nebo jako vektorovy prostor
nad té€lesem racionalnich ¢isel. Téleso redlnych c¢isel R je téz vektorovym prostorem
nad télesem racionalnich ¢isel.

(v) Mnozina T™*™ v8ech matic typu m x n nad télesem T je vektorovym prostorem
nad télesem T (srovnej s piikladem (ii) ). Podobné je mnozina 7™ vSech n-tic prvki
télesa T vektorovym prostorem nad télesem T'. Jde vlastné o prostor T1*", nebot
kazdou n-tici prvku télesa T' muzeme chapat jako matici typu 1 x n. S¢itani dvou
n-tic a nasobeni n-tice skalarem je tedy definovano rovnostmi

(al,ag,...,an)+(b1,b2,...,bn):(a1+b1,a2+b2,...,an+bn),

c-(ar,az2,...,a,) = (cay,cas, ..., can) ;



PROSTORY A PODPROSTORY 65

Fikdme, Ze s¢itani n-tic a nasobeni n-tice skalarem se provadi ,,po slozkach“.
(vi) V prostoru T™*™ vSech ¢tvercovych matic fadu n nad télesem 7T muZeme
vysetfovat fadu podprostord. Jsou to napft.
— mnozina v8ech hornich trojahelnikovych matic,
— mnozina vSech dolnich trojihelnikovych matic,
— mnozina vSech diagonalnich matic,
— mnozina vSech skalarnich matic,
— mnozina vSech symetrickych matic,
— mnozina vSech antisymetrickych matic.
Poznamenejme, Ze mnozina vSech hermitovskych matic fadu n neni podprosto-
rem komplexniho vektorového prostoru C"*™. Nasobek hermitovské matice kom-
plexnim ¢islem totiz nemusi byt hermitovska matice; napft.

H(L8)=0 %)

Soucet hermitovskych matic vSak hermitovskou matici je, rovnéz tak redlny na-
sobek hermitovské matice. Mnozina vSech hermitovskych matic fadu n je tedy
podprostorem realného prostoru vSech komplexnich matic fadu n.

(vii) Mnozina TN vsech nekoneénych posloupnosti prvki télesa T' je vektorovym
prostorem nad télesem T'. S¢itani takovychto posloupnosti i ndsobeni posloupnosti
skalarem se provadi ,,po slozkach*:

(a17a27...)+(bl,b27...):(a1+b1,a2+b2,...),

¢ (ay,a9,...) = (cay,cas,...) .

(viii) V realném prostoru RY viech nekoneénych posloupnosti redlnych &isel mii-

zeme vySetfovat fadu zajimavych podprostort; jsou to napft.:

— mnozina vSech posloupnosti s nulami na prvnich n mistech (n je pevné zvolené
pfirozené ¢islo),

— mnozina vSech posloupnosti, které maji (n+1)-nim mistem poc¢inaje samé nuly,

— mnozina vSech posloupnosti, které maji jen kone¢né mnoho nenulovych ¢lent,

— mnozina vSech konvergentnich posloupnosti,

— mnozina vSech posloupnosti s limitou nula.

Poznamenejme, Ze mnozina vSech posloupnosti s limitou ¢ # 0 neni podprosto-

rem prostoru RY; tato mnozina totiZ neni uzaviena ani na s¢itani ani na nasobeni
skalarem.
(ix) Necht X je mnozina a W vektorovy prostor nad télesem 7. Symbolem WX
oznac¢me mnozinu vsech zobrazeni mnoziny X do mnoziny W. Soucet zobrazeni
f,g € WX a nasobek zobrazeni f € WX skaldrem a € T definujme takto: pro
kazdé z € X je

(f+9)() = fl@)+9(x),  (af)(x) =a- f(z).
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S takto definovanymi operacemi je W vektorovym prostorem nad télesem 7. Spe-

cialni volbou mnoziny X, resp. prostoru W dostaneme dalsi pfiklady vektorovych

prostori; ne€které z nich jiz zndme:

— prostor T" (W =T, X ={1,2,...,n}) — viz piiklad (v),

— prostor TN (W =T, X =N) — viz priklad (vii),

— prostor 7> (W =T, X ={1,2,...,m} x{1,2,...,n}) — viz piiklad (v),

— prostor T% (W = T ) — jde o prostor viech zobrazeni mnoziny X do télesa T

— prostor R* (W =R) — jde o prostor viech realnych funkci na mnoziné X.
V prostoru WX budeme nékdy uvazovat podprostor K (WX) tvofeny vSemi

zobrazenimi mnoziny X do prostoru W, kterd jsou skoro vsude rovna nule (tzv.

zobrazeni s konecngm nosicem):

KWX)={f:X —W; 3X' C X, X’ je kone¢na, Vo € X~ X' f(z)=0}

Prostor K (TV) je tedy tvoren vemi posloupnostmi prvki télesa 7', které maji jen
kone¢né mnoho nenulovych ¢lent. Je ziejmé, ze K(T7) =T™ a K(T™*™) =T™*™,
dale je K(T) = TX préavé tehdy, kdyZ je mnozina X kone¢na.

(x) Polozime-li v piikladu (ix) za X otevieny interval (a,b) a za W téleso R jako
realny prostor, dojdeme k prostoru R(*?) vech reslngch funkei definovanych na in-
tervalu (a,b). V tomto prostoru mizeme vySetfovat fadu zajimavych podprostora
sestavajicich z funkci, které maji na intervalu (a, ) néjakou rozumnou vlastnost:
— mnozina v8ech funkci, které jsou na intervalu (a,b) omezené,

— mnozina v8ech funkci, které jsou na intervalu (a,b) spojité,

— mnozina v8ech funkci, které maji na intervalu (a, b) spojité derivace az do fadu n

(n je pevné zvolené pfirozené (islo),

— mnozina vSech funkci, které maji na intervalu (a, b) spojité derivace vSech fadu,

— mnozina vSech polynomii,

— mnoZina v8ech polynomu stupné nejvyse n (n je pevné zvolené pfirozené ¢islo),

— mnozina v8ech funkci, které jsou nenulové jen pro koneéné mnoho ¢isel z inter-
valu (a,b) (jde o prostor K (R(®)).

Poznamenejme, Ze mnozina vSech polynomu stupné pravé n, kde n je pevné
zvolené prirozené &islo, netvoii podprostor prostoru R(#?); tato mnozina neni uza-
viené ani vzhledem ke sc¢itani ani vzhledem k nésobeni skaldrem.

Za mnozinu X jsme mohli vzit i uzavieny nebo polouzavieny interval. U nékte-
rych podprostorii bychom vSak museli trochu upfesnit jejich definici (napf. spoji-
tost zprava a zleva v krajnich bodech intervalu). Podobné bychom mohli vytvéret
prostory komplexnich funkei realné proménné apod.

7.9. Lemma. Prunik neprizdného souboru podprostori vektorového prostoru V.
nad telesem T je podprostorem prostoru V.

Diikaz. Prinik uvazovaného souboru podprostorti oznaéme pismenem W. Protoze
nulovy vektor prostoru V lezi v kazdém podprostoru prostoru V, lezi i v pru-
niku W uvazovaného souboru; mnozina W je tedy neprazdnéa. Jestlize vektory
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x,y lezl v mnoziné W, lezi i v kazdém podprostoru uvazovaného souboru; podle
7.7 lezi tedy v kazdém podprostoru uvazovaného souboru i vektory =z + y a ax,
kde a € T. Tyto vektory tedy lezi i v priniku W. Podle 7.7 je W podprostorem
prostoru V. [

Prinik souboru {V, }4ea podprostort prostoru V' znac¢ime

() Va s

a€A

je-li indexova mnozina konecna, piSeme napr.
(Vi VinVanVs,  VinVa  apod.

7.10. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a M podmnoZina
prostoru V. Prinik vSech podprostori prostoru V, které mnozinu M obsahuji,
nazveme linedrni obal mnoziny M a ozna¢ime symbolem [M]. Linearni obal pod-
mnoziny {vy,va,..., v} prostoru V budeme znacit symbolem [vy,vs, ..., vg].

Linearni obal podmnoziny M prostoru V' je podle pfedchoziho lemmatu podpro-
storem prostoru V. Je to nejmensi podprostor prostoru V obsahujici mnozinu M,
nebot je podle definice obsaZen ve vSech podprostorech, které mnozinu M obsahuji.

Linedrni obal podmnoziny M prostoru V' se da popsat pfimo pomoci prvkia
mnoziny M. Nejprve vSak musime zavést pojem lineadrni kombinace.

7.11. Definice. Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T', v, ..., v, vektory
prostoru V' a ay,...,a prvky télesa T. Vektor

k
E a;V;
i=1

se nazyva linedrni kombinace vektoru vy, ...,vg s koeficienty aq,...,ax. Jestlize
je mnozina vektort prazdna (v tom pfipadé mtzeme psat k = 0), pak hovoifime
o prdzdné linedrni kombinaci, kterou klademe rovnou nulovému vektoru. Jestlize
je k > 1, pak v pfipadé a; = as = - -- = a = 0 hovorime o trividlni linearni kom-
binaci a v opa¢ném pfipadé, tj. je-li aspon jeden z koeficientii a1, . . ., a nenulovy,
o netrividlni linedrni kombinaci.

Préazdna linearni kombinace je tzv. prdzdny soucet, ktery se klade rovny nulo-
vému prvku, tj. neutradlnimu prvku operace s¢itani. Podobné se prdzdny soucin
klade rovny jednotkovému prvku, tj. neutralnimu prvku operace ndsobeni (po-
kud ovSem jednotkovy prvek existuje). Zcela ve stejném duchu muiZeme za pri-
nik prazdného souboru podprostort prostoru V' povazovat prostor V; je to totiz
neutralni prvek viuéi operaci pruniku (pro kazdy podprostor W prostoru V je
wnv=w).
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7.12. Véta. Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T'. Linedrni obal [M] pod-
mnoziny M prostoru V' je roven mnoZiné vsech linedrnich kombinaci vektord mno-
ziny M s koeficienty z télesa T .

Diikaz. Jestlize je mnozina M prazdna, pak tvrzeni plati. Prinik vSech podpro-
storti, které M obsahuji, je trividlni podprostor. Na druhé strané lze z prazdné
mnoziny utvofit jediné prazdnou linearni kombinaci, ktera je rovna nulovému vek-
toru.

Predpokladejme, ze M je neprazdna, a ozna¢me pismenem W mnoZinu vsech
linearnich kombinaci vektortt mnoziny M s koeficienty z télesa 7. Mnozina W je
zFejmé neprazdnd; soucet dvou linearnich kombinaci vektori mnoziny M i nasobek
takovéto linearni kombinace je zfejmé opét linedrni kombinaci vektori mnoziny M,
takze podle 7.7 je mnozina W podprostorem prostoru V. Tento podprostor zfejmé
obsahuje mnozinu M, nebot kazdy vektor v € M lze vyjadrit jako linedrni kombi-
naci v = 1-v. Podle definice linedrniho obalu je tedy [M] C W.

Linearni obal [M] podmnoziny M je podprostorem prostoru V', ktery obsahuje
vsechny vektory mmnoziny M. Podle 7.7 tedy obsahuje i vSechny jejich nasobky,
soucty téchto nasobkd, tj. i vSechny linedrni kombinace vektortt mnoziny M s koe-
ficienty z télesa T tedy W C [M]. O

7.13. Priklady.

(i) Linedrnfm obalem podmnoziny M = {(1,2,3),(1,—1,1)} prostoru R? je mno-
zina vsSech linedrnich kombinaci

a-(1,2,3)+b-(1,-1,1) , kde a,b e R .

Je tedy [M] = {(a+b,2a —b,3a+b); a,b e R}.

(ii) Uvazujme prostor vSech véazanych vektord v prostoru, které maji spoleiny
pocatek v pevné zvoleném bodé. Nechf w,v jsou dva nenulové vektory tohoto
prostoru. Jestlize vektory u, v lezi na jedné pfimce, je tato pfimka jejich linedrnim
obalem. Nelezi-li na jedné piimce, je jejich linedrnim obalem rovina, kterou urcuji;
kazdy vektor této roviny lze totiz vyjadrit jako linearni kombinaci au + bv a zadny
jiny vektor takto vyjadrit nelze.

(iii) Linedrnim obalem podmnoziny {1, x, 22,23, ...} prostoru viech redlnych funk-
ci spojitych na intervalu (—oo,c0) je mnozina vSech linedrnich kombinaci funkei
1,z,22,23,. .., tj. podprostor viech polynomti agz™ + a12” * + - + ap_12 + an,
kde n > 0, ag,ay,...,a, € R.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'. Jestlize M = {vy,...,vx} je
podmnozina prostoru V', pak podle véty 7.12 je podprostor [M] mozno vyjadiit

v tvaru
k
[M] :{ Zaivi; at,...,ax ET} .
i=1
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Jestlize je mnozina M = {vs; @ € A} nekonecénd, pak jeji linedrni obal [M] vyjad-
fime pomoci tzv. formdiné nekoneéného souctu v tvaru

[M]:{ Zaava; Va € A aaeT}.

aEA

Vzdy vsak predpokladame, Zze pro skoro vSechna a € A, tj. az na koneény pocet
vyjimek, je an = 0. Vyraz )\ aa¥a tedy ve skutecnosti pfedstavuje linearni
kombinaci popsanou v definici 7.11. Muzeme téz psat

[M]:{ Z%U; Yo e M aUET};

veEM

pritom opét predpokladame, Ze pro skoro vsechny vektory v € M je ve vyrazu
Zve 0o koeficient a, roven nule. Toto oznaceni, které vyuziva forméalné neko-
necné soucty, se nam v nékterych dikazech bude hodit.

V nésledujicim odstavci shrneme nékolik vlastnosti, které vyplyvaji z definice
7.10 a véty 7.12.

7.14. Poznamka. Pro podmnoziny M, N vektorového prostoru plati:

() M C [M].

(ii) estlize M C N, potom [M] C [N] .

(iti) [[M H [M] .

(iv) [0] =
)
i)
i)
)

L4'—"—'L4

(v esthze M C N C [M], potom [N] = [M] .
(vi) Inkluze [M] C [N] plati pravé tehdy, kdyz je M C [N] .
(vii) Rovnost [M] = [N] plati pravé tehdy, kdyz je M C [N] a N C [M] .

—

(viii) Necht vy,ve,...,v5 €V , a1,0a9,...,a; € T, a3 # 0. Potom
[Ul,’l}g,...,?}k] - [a/lvla’UQa"'avk] 5
[v1,v9,...,05] = [v1,v2 + agvy, ..., v + agvy] . O

Prvni tfi vlastnosti charakterizuji tzv. uzdvérovy operdtor na mnoziné V, tj.
zobrazeni, které kazdé podmnoziné M pfifazuje jeji uzavér [M]. Z véty 7.12 vy-
plyva, ze jde o tzv. algebraicky uzdvérovy operdtor; to znamena, ze kazdy vektor
z uzévéru [M] lezi v uzavéru néjaké koneéné podmnoziny mnoziny M (kazdy vektor
je totiz podle 7.12 linedrni kombinaci koneéné mnoha vektord mnoziny M).

Tvrzeni (vi) a (vii) se pomoci véty 7.12 daji slovné vyjadtit takto:

— Inkluze [M] C [N] plati pravé tehdy, kdyz je kazdy vektor mnoziny M linedrni
kombinaci vektor® mnoziny N .

— Rovnost [M] = [N] plati pravé tehdy, kdyz je kazdy vektor mnoziny M linedrni
kombinaci vektortt mnoziny N a kazdy vektor mnoziny N linedrni kombinaci
vektortt mnoziny M . (Odtud ihned vyplyvé tvrzeni (viii).)

Tvrzeni (viii) se v praxi vyuziva pfi pfechodu od jedné mnozZiny vektori k jiné
mnoziné vektoril, pfi némz se neméni linedrni obal (viz dale ptiklad 7.17).
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7.15. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7' a M podmnoZina
prostoru V. Jestlize linedrnim obalem podmnoziny M je cely prostor V, pak fi-
kame, ze M je mnozZinou generdtori prostoru V, resp. ze mnozina M generuje
prostor V.

Prostor V' se nazyva konecné generovany, existuje-li kone¢na mnozina, ktera ho
generuje; v opacném piipadé se prostor V nazyva nekonecné generovany.

Jestlize je M mnozina generatoru prostoru V', pak kazdd podmnozina pro-
storu V', kterda M obsahuje, je také mnozinou generatori prostoru V. Kazdy vekto-
rovy prostor mé ziejmé mnozinu generatorti; napt. mnozina V' generuje prostor V.

7.16. Priklady. Vektorovy prostor 7™ nad télesem T je kone¢né generovany,

nebot kazda n-tice (a1, aq,...,a,) € T™ je linedrni kombinaci vektort
u; = (1,0,0,...,0), w2 =(0,1,0,...,0), ... , wu,=(0,0,0,...,1);
pro kazdé ¢ = 1,...,n je wu; n-tici, kterd ma na ¢-tém misté jednicku a na

ostatnich mistech nuly, tj.
n
(a1,a2,...,a,) = Zaiui .
i=1

Podobné usoudime, Ze i prostor T *" je kone¢né generovany. Téleso T jako vek-
torovy prostor nad T i vektorovy prostor komplexnich ¢isel nad télesem redlnych
¢isel jsou konecné generované prostory. Konecné generované jsou rovnéz prostory
vézanych vektori (se spoleénym pocéatkem v daném bodé) v roviné ¢i v prostoru.

Nekoneéné generované prostory jsou napt. TV, K (TV), prostor viech redlnych
funkei definovanych na intervalu (a,b) i podprostory tohoto prostoru tvofené po
fadé funkcemi omezenymi, spojitymi, se spojitymi derivacemi, polynomy apod.
V zadném z téchto prostord neexistuje koneéna mnozina generatori. Tuto skutec-
nost hloubéji pochopime v nasledujicim paragrafu o linearni nezavislosti.

7.17. Priklad. Uvazujme podprostor
W =1[(2,3,1,4),(1,1,2,3),(3,2,1,2), (4,2, 1,4)]
vektorového prostoru Z2. Tento podprostor se nezméni (viz 7.14(viii) ), kdyZ pie-
tvorime jeho mnozinu generatori takto: ke druhému, tietimu a ¢tvrtému vektoru
pri¢teme po fadé dvojnasobek prvniho, prvni a trojnasobek prvniho vektoru. Tedy
w=1(2,3,1,4),(0,2,4,1),(0,0,2,1),(0,1,4,1)] .

Nyni pficteme dvojnasobek druhého vektoru ke ¢tvrtému:

w=1(2,3,1,4),(0,2,4,1),(0,0,2,1),(0,0,2,3)]
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Ctyinésobek tfetiho vektoru pficteme ke étvrtému:
w=1(2,3,1,4),(0,2,4,1),(0,0,2,1),(0,0,0,2)]

Nyni je zfejmé, ze W = Z2, nebot linedrni kombinace poslednich &tyi vektorti
vytvéieji cely prostor Z3; kazdou &tvefici (a1, az,as,as) totiz snadno vyjadiime
jako linedrni kombinaci uvedenych vektort:

(a13a2;a3aa4) =1 (273a 154) + 22 - (07274a 1) + 3 - (070727 1) + 24 - (0,0,0,2)

Odtud

ayp = 2:L.l )
as = 3Z1+21'2 5
as = x1+4x9+2x3 ,

ay = 4x1+ o+ T3+274 .
Snadno se vypocte, Ze

r1=3a1, x2=3a1+3ay, x3=4as+3a3, x4=4as+ az+ 3ay .

Ukézali jsme (viz 7.9), Ze prinik souboru podprostort vektorového prostoru je
opét podprostorem tohoto prostoru. Sjednoceni souboru podprostoru vSak obecné
podprostorem neni. Jako piiklad staci uvést sjednoceni dvou riiznobéznych pfimek
v roviné, kterou chapeme jako vektorovy prostor vazanych vektort se spoleénym
pocatkem v priseciku zminénych primek. Jinym jednoduchym ptikladem je sjed-
noceni podprostort symetrickych a antisymetrickych matic prostoru readlnych ma-
tic druhého Fadu. Sjednoceni souboru podprostoru je sice uzavieno na nasobeni
vektort skalary, neni vSak uzavieno na scitani vektort.

Mnozinové operaci sjednoceni odpovida v teorii vektorovych prostort svym vy-
znamem operace souctu (spojeni) dvou nebo vice podprostort.

7.18. Definice. Souctem (spojenim) souboru podprostorii vektorového prostoru
budeme rozumét linearni obal mnozinového sjednoceni podprostori tohoto sou-
boru.

Soucet souboru {V,; a € A} podprostort prostoru V' znacime
§ Vo s
acA
je-li indexova mnozina koneénd, piSeme napf.

n

Vi, Vi+Ve+Vs, Vi+Va apod.
i=1
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Definici souc¢tu souboru podprostorit {V,; o € A} mizeme tedy symbolicky

zapsat rovnosti
Y Va= [ U Va} .

a€A acA
Souétem prazdného souboru podprostord je trividlni podprostor (jde o linedrni
obal prazdné mnoziny). Z pfedchozich vysledkt (7.12 a 7.7) vyplyva, Ze soudet
souboru podprostori je roven mnoziné vsech konec¢nych souctt vektoru ze sjedno-
ceni podprostord tohoto souboru. Je tedy

Vi+Vo={vi4vy v1€Vi, peVa},

i‘@:{ivi; ’U1€V1,...,vn€Vn},
i=1 i=1
ZVQZ{ Zva; Va e A UQEVQ};

aEN a€cA

piipomefime znovu, ze ve formalnim souctu ) _\ v, jsou skoro viechny vektory vq
rovny nulovému vektoru.

Zatimco prunik souboru podprostori prostoru V je nejvétsim podprostorem
prostoru V', ktery je obsazen ve vSech podprostorech daného souboru, tak soucet
tohoto souboru je nejmensim podprostorem prostoru V, ktery vSechny podprostory
daného souboru obsahuje.

Mnozina vSech podprostorti vektorového prostoru s operacemi priniku a sou¢tu
je uplny svaz. Je totiz Castecné usporadana inkluzi; infimem, resp. supremem da-
ného souboru podprostorid je prunik, resp. soucet tohoto souboru.

7.19. Priklad.

(i) Necht V je vektorovy prostor vSech vazanych vektorii v prostoru, které maji
spoleény pocatek v pevné zvoleném bodé S. Sou¢tem dvou ruznobéznych primek
prochazejicich bodem S — jako podprostort prostoru V' — je rovina témito primkami
prolozena. Souctem pfimky p a roviny g, které obé€ prochazeji bodem S, je cely
prostor V, pokud ovSem piimka p nelezi v roviné p; v opacném pfipadé je jejich
sou¢tem rovina p. Sou¢tem dvou riznych rovin prochéazejicich bodem S je cely
prostor V.

(i) Souctem prostort
Wi = [(1a273)’(07131)] , Wa= [(1,0,0),(1,1,1)]
prostoru R3 je prostor

Wl + W2 - [(17 27 3)a (Oa ]-7 1)7 (17 Oa 0)7 (17 17 1)] = R3

(iii) Necht V;, i = 1,2,..., je podprostor prostoru TV tvofeny vSemi posloup-
nostmi prvku télesa T', které maji nuly na vSech mistech kromé i-tého. Souctem
podprostorit V1, Va, ... je podprostor K (TV); tj. K(TV) = 332, Vi.
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7.20. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'a W jeho podprostor.
Linedrni mnoZinou urc¢enou vektorem v € V' a podprostorem W budeme rozumét
mnozinu v + W = {v +w; w e W}.

Linedrni mnozinu v + W si mizeme predstavit jako ,podprostor W posunuty
o vektor v“ (viz piiklad 7.22).

7.21. Lemma. NechtV je vektorovy prostor nad télesem T, W jeho podprostor
a vy,vy € V. Potom plati:

(i) Pro kazdy vektorv eV jevev+W.
(ii) Jestlize vi € va + W, potom vy + W = vg + W.

) Linedrni mnoZiny vi + W, va + W se bud rovnaji nebo jsou disjunkini.
iv) Rouvnost v1 + W = vo + W nastane prdvé tehdy, kdyz vy —ve € W.

) Linedrni mnoZina v+ W je urcena libovolngm svym prvkem (a podprosto-
rem W ).
(vi) ProstorV je disjunktnim sjednocenim linedrnich mnoZin uréengch podpro-

storem W.

Diikaz.

(i) Zfejmé je v = v + o, takze v € v + W.

(i) Jestlize v1 € v + W, potom v = va + wp, kde wg € W. Pro kazdy vektor
w € W je nyni

mtw=ve+wyg+weEuv,+W a vot+w=vi—wog+wev+W,

takze vi + W = vqy + W.

(iii) Maji-li linedrni mnoziny v; + W a vy + W spoleény prvek vs, pak je podle
tvrzeni (i) v1 + W =v3 + W = vy + W.

(iv) Jestlize v1 — vy = wo € W, pak maji linedrni mnoziny vy + W, ve + W spoleény
vektor v; = vg + wp a jsou podle tvrzeni (iii) totozné. Jsou-li naopak totozné, je
ziejmeé v1 = v +wg € v + W, wg € W, tj. v1 — vy =wo € W.

(v) Toto tvrzeni ihned vyplyva z 7.21(ii).

(vi) Tvrzeni vyplyva z 7.21(i) a (iii). O

7.22. Priklad. Necht V je vektorovy prostor vsech vazanych vektorti v roviné,
které maji spoleény pocatek v pevné zvoleném bodé S; necht W je podprostor
tvofeny vSemi vektory prostoru V', které lezi na pevné zvolené pfimce p prochazejici
bodem S.

Pro kazdy vektor v € V je linedrni mnozina v+ W tvofena vSemi vektory, jejichz
vrcholy lezi na primce ¢, kterd je rovnobézna s primkou p a prochézi vrcholem
vektoru v. Cely prostor V je disjunktnim sjednocenim vsech linedrnich mnozin
uréenych podprostorem W — vsech ptfimek, které jsou rovnobézné s primkou p;
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kazda takovato pfimka r je chdpana jako mnozina vSech vektoru, jejichz pocatek
je v bodé S a vrchol na pfimce r.

v+W q
w P
r

Podobny piiklad dostaneme, budeme-li uvazovat vektorovy prostor V vsech
vazanych vektort v prostoru, které maji spoleény pocatek v daném bodé S, a
podprostor W tvofeny vSemi vektory, které lezi na dané piimce (resp. roving)
timto bodem prochazejici.

Necht W je podprostorem vektorového prostoru V' nad télesem 7. Symbolem
V/W ozna¢me mnozinu vSech linearnich mnozin prostoru V' uréenych podprosto-
rem W; znovu pfipomenme, Ze dva riizné vektory vy, vs € V mohou urcovat touz
linedrni mnozinu (to nastane pravé kdyz je v1 — vy € W — viz 7.21(iv) ).

Nyni budeme definovat sc¢itani linearnich mnozin a nasobeni linedrnich mnozin
skalary. Pro vy,vy € V definujme

(v + W)+ (va+ W) = (v +v2)+ W

aproveVaaeT
a-(v+W)=av+W.

Vzhledem k tomu, Ze definice téchto operaci zavisi na oznaceni linearnich mno-
7zin (na volbé vektorti vy, va, v € V'), které neni jednozna¢éné, musime provétit jejich
korektnost.
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Jestlize v1+W = vi+W ava+W = vi+W, potom je podle 7.21(iv) v; —v] € W
a vy — vy € W. Protoze je W podprostor, je téz vy — v] + vo — vh € W; podle
7.21(iv) je tedy (v1 + v2) + W = (v} + v4) + W a korektnost definice s¢itani je
provéfena.

Jestlize je v + W =o' + W, potom je podle 7.21(iv) v — v" € W. Protoze je W
podprostor, je téZ a(v — v') € W; podle 7.21(iv) je tedy av + W = av’ + W a tim
je provéfena i korektnost definice nasobeni skalarem.

Snadno se uvazi, ze pro tyto operace plati vSechny axiémy z definice vektorového
prostoru; je to bezprostfednim diisledkem platnosti téchto axiémti pro operace
ptvodniho vektorového prostoru V.

7.23. Definice. Necht W je podprostorem vektorového prostoru V nad télesem T
Vektorovy prostor V/W vSech linedrnich mnozin prostoru V urenych podprosto-
rem W se nazyva faktorovy prostor prostoru V podle podprostoru W.

Nulovym vektorem faktorového prostoru V/W je linearni mnozina o+ W = W.
Jestlize je W trivialni podprostor, jsou linedrni mnoziny jednoprvkové a faktorovy
prostor V/W se prakticky nelis{ od prostoru V. Jestlize je W = V, potom je
faktorovy prostor V/W trivialni.

7.24. Priklady.

(utv)+W
v+W

——— o P
,A

u

|

au+W

= %)
S
S
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(i) Uvazujme prostor V a jeho podprostor W z piikladu 7.22. Faktorovy prostor
V/W si miizeme piedstavit jako mnozinu vSech pfimek, které jsou s danou p¥im-
kou p rovnobézné. S¢itani téchto pfimek a nasobeni takovéto piimky skalarem se
provadi pomoci s¢itani vektorti a nasobeni vektoru skalarem; staci zvolit ke kazdé
pfimce jeden vektor, ktery mé na ni vrchol (viz obrézek).

Vedme bodem S piimku r, kterd je rtiznd od primky p. Kazd4 rovnobézka g
s pfimkou p je urcena svym prusecikem s primkou r. Linearni mnozinu g, tj. vektor
prostoru V/W, si tedy miizeme piedstavit jako vektor spojujici bod S s priseéikem
piimek ¢ a r. Faktorovy prostor V/W si pak mtzeme piedstavit jako mnozinu
vektoru pfimky r se spoleénym pocatkem v bodé S.
(ii) Necht V' je prostor vSech polynomt s redlnymi koeficienty na intervalu (—oo, 00)
a W prostor vSech polynomti bez absolutniho ¢lenu. Dva polynomy lezi v téze
linearni mnoziné urcené podprostorem W pravé tehdy, kdyz jejich rozdil lezi ve W
(viz 7.21(iv) ), tj. pravé tehdy, kdyz maji stejny absolutni ¢len. Souc¢tem dvou
linedrnich mnozin f+W a g+ W je linedrni mnozina (f 4 ¢g) + W vSech polynomi,
jejichZ absolutni ¢len je souctem absolutnich ¢lent polynomt f a g. Podobné pro
nasobek.

7.25. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. Na mnoziné V necht
je dana binarni operace ”-” nasobeni vektori. Jestlize je mnozina V' vzhledem ke
s¢itani a nasobeni vektorti asociativnim okruhem a jestlize pro kazdé x,y € V
aacT je

(az)y = a(zy) = z(ay) ,

potom se mnozina V nazyva linedrni algebra nad télesem T. Jestlize T je téleso
realnych, resp. komplexnich ¢isel, pak hovorime o redlné, resp. komplexni linearni
algebfe. V zavislosti na vlastnostech binarni operace nasobeni vektorti hovofime
o komutativni linedrni algebfte, o algebre s jednotkovym prvkem apod.

Podalgebrou algebry V budeme rozumét kazdou jeji podmnozinu, ktera je algeb-
rou nad télesem T vzhledem ke stejnému scitani a nasobeni vektortd a stejnému
nasobeni vektoru skalary z télesa T' (opét jde o zUzZeni operaci z mnoziny V na
néjakou jeji podmnozinu).

Podobné jako v 7.7 se dokéze, ze podmnozina W algebry V je podalgebrou

pravé tehdy, kdyz plati:
G) W #0,

(i) Vu,o e W u+veWw,

(ili) Yu,v e W wve W,

(iv) Vue W VaeT aueW.

Poznamenejme jesté, Ze stejnym symbolem ”-” (ktery ¢asto vynechavame) zna-
¢ime binarni operaci nasobeni skalari, binarni operaci nasobeni vektort a nasobeni
vektori skalary.
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7.26. P¥iklady.

(i) Mnozina T™*™ é&tvercovych matic fadu n nad télesem T je linearni algebrou
nad télesem 7. Operace s¢itani a nasobeni matic a nasobeni matice skalarem totiz
maji vsechny vlastnosti pozadované v definici 7.25. Tato algebra méa jednotkovy
prvek (jednotkova matice) a je pro n > 1 nekomutativni.

(ii) Kazdé téleso T je linedrni algebrou samo nad sebou. Je komutativni a ma
jednotkovy prvek.

(iii) Kazdé téleso je linedrni algebrou nad libovolnym svym podtélesem. Je komu-
tativni a ma jednotkovy prvek. Napf. téleso C je realnou linearni algebrou, jeji
podalgebrou je algebra realnych cisel.

(iv) Nekomutativni téleso kvaterniont je redlnou linedrni algebrou; tato algebra ma
jednotkovy prvek. Podalgebrou této nekomutativni algebry je komutativni realna
algebra komplexnich ¢isel.
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8. LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST

8.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht M je pod-
mnozina prostoru V a S soubor vektort prostoru V.

Podmnozina M se nazyva linedrné zdvisld, jestlize néjaky vektor mnoziny M je
mozno vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich vektora této mnoziny. V opa¢ném
pripadé se mnozina M nazyva linedrné nezdvisld.

Jestlize se v souboru S alespon jeden vektor vyskytuje vicekrat, fikdme, ze
je soubor S linedrné zdvisly. Jestlize se v souboru S zadny vektor neopakuje, je
tento soubor podmnozinou prostoru V a je linearné zavisly nebo nezavisly podle
predchozi definice.

Podmnozina M prostoru V je tedy linedrné nezévisla, jestlize zadny jeji vektor
neni linearni kombinaci ostatnich vektord této mnoziny.

Prazdna mnozina je podle definice 8.1 linearné nezavisla. Pokud mnozina M
obsahuje nulovy vektor, je linedrné zavisla. Jestlize totiz mnozina M obsahuje
kromé nulového vektoru jesté néjaky vektor v, potom je o = 0 - v; nulovy vektor
vSak mizeme rovnéz vyjadfit jako prazdnou linedrni kombinaci (i v pfipadé, kdy
je M ={o}).

Jednoprvkovd mnozina {v}, kde v je nenulovy vektor, je linedrné nezévisla.
Dvouprvkovd mnozina {vy,v2} je linedrné zavisla, jestlize je néktery z vektort
v1, V9 nasobkem druhého.

Kazda podmnozina linedrné nezavislé mnoziny je linearné nezavisla. Kazda
yhadmnozina“ linedrné zavislé mnoziny je linedrné zavisla.

Hovorime-li o linearni zévislosti ¢i nezavislosti vektorti vy, ..., v;, minime tim
linedrni zdvislost ¢i nezdvislost souboru {vy,...,v}.

8.2. Priklady.
(i) Mnozina

{(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)}
vektorového prostoru T" je linearné nezavisla, nebot zadny jeji vektor neni mozno
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektor® ostatnich.
(ii) Vektory

(2,1,1,1), (1,2,1,1), (1,1,2,1), (1,1,1,2)

vektorového prostoru Zi jsou linearné zavislé. Kazdy z nich je totiz soudtem étyt-
nasobkt ostatnich vektort.
(iii) Vektory (1+i,2i, —i) , (2,2+2i, —1—1i) komplexniho prostoru C? jsou linearné
z&vislé, nebot druhy vektor je (1 — i)-ndsobkem prvniho. Jako vektory realného
prostoru C? jsou oviem linedrné nezavislé.
(iv) Vektory sinz, cos z vektorového prostoru vSech funkci definovangch na inter-
valu (0, ) jsou linedrné nezavislé. Na mnoziné {km; k =0,1,2,... } jsou vSak tyto
funkce linedrné zavislé, nebot na této mnoziné je sinxz = 0.
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8.3. Vé&ta. Necht M je podmnozina vektorového prostoru V nad télesem T. Nd-
sledugjict tvrzent jsou ekvivalentni.
(i) MnozZina M je linedrné zdvisld.
(ii) Nulovy vektor je mozno vyjadiit jako netrividlnd linedrni kombinaci navzd-
jem ruznych vektord mnoZiny M.
(iil) Ewistuje vlastni podmnozina N mnoZiny M, pro kterou je [N] = [M] .

Dikaz.
(i) = (ii) Je-li M linedrné zavisla, je néktery jeji vektor linedrni kombinaci vektora
ostatnich, napr.

k
v = E a;v; , kde wv,vy,...,00 € M .
i=1
Ziejmé je mozno predpokladat, ze vektory v, vy, ..., v € M jsou navzajem razné.

Potom je vsak
k
0:Za¢vi—1~v,
i=1

tj. nulovy vektor je netrivialni linedrni kombinaci navzajem riznych vektord mno-
ziny M.

(ii) = (i) Jestlize je nulovy vektor netrividlni linedrni kombinaci navzajem raznych
vektortd mnoziny M, tj.

k
0= E a;v; ,
i=1

kde napf. a; # 0, potom je

tj. M je linearné zavisla podle definice 8.1.

(iii) = (i) Jestlize je N C M a [N] = [M], pak se vektor v € M ~ N d4 vyjadfit
jako linearni kombinace vektord mnoziny N, tj. mnozina M je linedrné zavisla.
(i) = (iii) Jestlize je mnozina M linedrné zavisld, tj. néktery vektor v € M je
vyjadren jako linearni kombinace ostatnich vektorti mnoziny M, potom je

(M~ A{v}] = [M] 5

do kazdé linearni kombinace vektortt mnoziny M dosadime za vektor v jeho vyja-
dfeni a dostaneme linearni kombinaci vektori mnoziny M ~ {v}. O
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8.4. Dusledek. Necht M je podmnozina vektorového prostoru V nad télesem T.
Nasledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) Mnozina M je linedrné nezdvisld.
(ii) Nulovy vektor neni mozno vyjddrit jako netrividlng linedrni kombinaci na-
vzajem ruznych vektori mnoZiny M.
(iii) Pro kaZdou vlastni podmnoZinu N mnoZiny M je [N] C [M]. O

Na zakladé veéty 8.3, resp. dusledku 8.4 se v praktickych prikladech linedrni
zévislost a nezédvislost zjistuje.
8.5. Priklady.

(i) Zjistime, zda vektory (1,2,3), (2,5,6), (4,2,5) realného vektorového prosto-
ru R? jsou linedrné zavislé nebo nezavislé.

Utvofme obecnou linedrni kombinaci téchto t¥i vektord a predpokladejme, ze
se rovna nulovému vektoru:

a-(1,2,3)+b-(2,5,6)+c-(4,2,5) = (0,0,0)
Odtud

a+2b+4c=0,
2a+5b+2c=0,
3a+6b+5c=0.

Vyjadiime-li z prvni rovnice a, pak po dosazeni do zbyvajicich dvou rovnic zjistime,

ze a = b = ¢ = 0. Uvazovana linearni kombinace je trividlni a dané vektory jsou

linearné nezavislé.

(ii) Necht u, v, w jsou linedrné nezdvislé vektory prostoru V' nad télesem T'. Zjis-

time, zda mnozina M = {u + v,u + w,v + w} je linedrné zavisla nebo nezavisla.
Utvofme obecnou linearni kombinaci vektord mnoziny M a pfedpokladejme, ze

je rovna nulovému vektoru:

a-(u+v)+b-(utw)+c-(v+w)=o0

Odtud
(a+bd) - u+(a+c)-v +(b+c)-w=o0.

Protoze jsou vektory u, v, w linedrné nezavislé, je nutné
a+b=0,

a+c=0,
b+c=0.
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Odeéteme-li tfeti rovnici od souétu prvnich dvou, vyjde 2a = 0. Je-li charT" # 2,
pak je a = b = ¢ = 0 a mnozina M je linedrné nezavisla. Je-li char 7" = 2, mizeme
poloZit @ = b = ¢ = 1, tj. mnozina M je linedrné zavisla (soucet uvazovanych tii
vektort je roven nulovému vektoru).
(iii) Zjistime, zda vektory 222 +3x+1, 22 +2+1, 22+ 32 — 1 vektorového prostoru
vSech redlnych spojitych funkci jsou linedrné zavislé nebo nezavislé.

Utvofime obecnou linearni kombinaci téchto vektort a budeme zkoumat, kdy
je rovna nulovému vektoru:

a-(222 +32+1)+b- (@ +z+1) +c- (22 +32—-1) =0

Odtud
(26 +b+c) 2>+ (Ba+b+3c)-z+(a+b—c)=0.

Ma3-li tato rovnost platit identicky, musi byt

2a+b+ ¢c=0,
3a+b+3c=0,
a+b— ¢=0.

Vypocteme z posledni rovnice a, dosadime do prvnich dvou rovnic a dojdeme
k jediné rovnici 3¢ — b = 0. Snadno zjistime, Ze rovnici vyhovuji napf. hodnoty
a = —2,b =3, c = 1. Uvazovana linearni kombinace tedy nemusi byt trividlni,
takze dané tii vektory jsou linearné zavislé.

8.6. Lemma. Necht M je linedrné nezdvisld podmnoZina vektorového prostoru V
a v vektor tohoto prostoru. Jestlize mnozina M U{v} je linedrné zdvisld, potom je
v € [M].

Diikaz. Protoze je mnozina M U {v} linedrné zavisla, existuje netrividlni linedrni
kombinace navzijem riznych vektortt mnoziny M U {v}, kterd je rovna nulovému
vektoru. Je tedy

k
av+Zawi:0, kde wvy,...,vx € M .
i=1

ProtozZe je mnozina M linearné nezéavisla, je a # 0. Tedy

tj.ve [M]. O
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8.7. Lemma. PodmnoZina M vektorového prostoru V' je linedrné nezdvisld pravé
tehdy, kdyz je kazdd jeji koneénd podmnoZina linedrné nezdvisla.
Diikaz. Je-li mnozina M linedrné nezavisla, pak je ziejmé kazda jeji podmnozina
(kone¢na i nekonecnd) linedrné nezavisla.

Jestlize je naopak mnozina M linedrné zavisla, je néjaky jeji vektor linedrni
kombinaci ostatnich jejich vektort, napfr.

k
v = E Qa;Vi ,
i=1

kde v, vy, ..., v jsou navzdjem rizné vektory mmnoziny M. Koneénd podmnozina
{v,v1,...,v;} mnoziny M je potom linedrné zavisla. O

Predchozi lemma tiké, Ze linedrni nezavislost je tzv. vlastnost koneéného charak-
teru, tj. vlastnost, kterou ma mnozina praveé tehdy, kdyz ji ma kazda jeji konecna
podmnozina. Vlastnosti kone¢ného charakteru umoznuji uziti Zornova lemmatu
(viz nésledujici lemma a druhd ¢ast dikazu véty 8.11).

8.8. Lemma. Sjednocent fetézce linedrné nezdvislyjch podmnoZzin vektorového pro-
storu V' je opét linedrné nezdvisld podmnoZina prostoru V.

Diikaz. Necht {My}aea je (spocetny nebo nespodetny) fetézec linedrné nezéavis-
lIjch podmnoZin vektorového prostoru V, tj. pro kazdé a, o’ € A je bud M, C M,
nebo M, C M,. Necht M je sjednoceni tohoto Fetézce, tj.

M = U M, .
a€cA
Pfedpoklddejme, ze K = {z1,...,2x} je libovolné zvolena koneénd podmnozina

mnoziny M. Kazdy prvek x; € K je obsazen v néjaké podmnoziné M,,, celd
mnozina K je tedy obsaZena v nejvétsi z téchto podmnozin (ta existuje, nebot
jde o Fetézec). Protoze je tato mnoZina podle pfedpokladu linedrné nezévisla, je i
jeji podmnozina K linearné nezavisla. Podle lemmatu 8.7 je mnozina M linearné
nezavisla. O

8.9. Definice. Bdzi vektorového prostoru budeme rozumét kazdou jeho linearné
nezavislou mnozinu generatora.

8.10. Priklady.

(i) Prazdnd mnozina je bazi trividlniho prostoru. Je linedrné nezévisla a generuje
trividlni prostor, nebot nulovy vektor je prdzdnou linedrni kombinaci (linedrni
kombinaci prazdné mnoziny vektori).

(ii) Kazda jednoprvkovd mnozina {a}, kde a je nenulovy prvek télesa T, je bézi
prostoru T'. Jiné baze tohoto prostoru neexistuji.
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(iii) Ve vektorovém prostoru vSech vazanych vektort roviny (resp. prostoru), které
maji spoleény pocétek v pevné zvoleném bodé S, je bazi kazda dvojice (resp.
trojice) vektori, které nelezi v téZze pfimce (resp. roving).

(iv) Bézi prostoru C nad télesem R (vektorovy prostor komplexnich ¢isel nad
télesem readlnych cisel) je napt. dvouprvkova mnozina {1,i}. Dalsimi bazemi jsou
napi. {2,3 + 81i}, {1+1,1 —i}, {9+ 3i,1 — 8i} apod.

(v) Bézi prostoru T™ je napf. mnoZina

{(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)}.

Tato baze se nazyva kanonickd nebo standardni.

(vi) Béazi prostoru T7™*"™ je napf. mnoZina mn matic

{Eij }i:l,...m,j:l,...,n )
kde kazda matice F;; mé& na misté ij jednicku a na ostatnich mistech nuly. Také
této bazi se nékdy tikd kanonickd.

(vii) Nekoneéna spocetnd mnozina
{(1,0,0,...), (0,1,0,...), (0,0,1,...), ...}

neni bazi vektorového prostoru TN vsech nekoneénych posloupnosti prvki télesa T';
je sice linearné nezéavislé, ale generuje pouze podprostor K (TV) prostoru 7%, ktery
obsahuje pravé vsechny posloupnosti majici jen konecny pocet nenulovych prvka.
(viii) Jednou z bazi prostoru T[z] v8ech polynomu nad télesem T je nekonecna,
ale spodetnd mnozina {1,z,2?%,...}.

(ix) Nespocetna mnozina

{ Je }ce(a,b)

redlnych funkei definovanych na intervalu (a, b), kde pro kazdé ¢ € (a,b) je
fele)=1 a f.(xz)=0 prokazdé =z € (a,b), z#c,

je bazi prostoru K (R(*?)) viech funkci definovanych na intervalu (a, b), které maji
na tomto intervalu koneény nosi¢ (viz piiklad 7.8(ix)—(x) ).

8.11. Véta. Kazdd linedrné nezdvisld podmnozina vektorového prostoru je casti
néjaké bdaze tohoto prostoru.

Diikaz.
(i) Predpokladejme nejprve, ze V je koneéné generovany vektorovy prostor; necht
{v1,..., v} je n&jaka jeho mnozina generdtort a M linedrné nezavisla podmno-

zina. Polozme
M, jestlize vy € [M]
My = {

M U{v1}, jestlize vy ¢ [M].
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Podle lemmatu 8.6 je mnozina M linedrné nezavisla; navic je v1 € [Mi]. Polozme
déle
My, jestlize wvq € [Mi],
M, = {

My U {va}, Jjestlize wo ¢ [My] .

Podle lemmatu 8.6 je mnozina My linedrné nezavisld; navic je vi,ve € [Ms].
Po k krocich dojdeme k linedrné nezdvislé mnozing My, jejiz linedrni obal [M}]
obsahuje mnozinu generatort {vy, ..., vx} prostoru V. Mnozina M}, proto generuje
prostor V' a je tedy béazi prostoru V', ktera obsahuje mnozinu M.

(ii) Pfedpokladejme nyni, ze V' je prostor, ktery neni koneéné generovany, necht M
je jeho linedrné nezavisld podmnozina. Uvazujme mnozinu 2 vSech linedrné ne-
zévislych podmnozin prostoru V', které obsahuji mnozinu M. MnozZina 2 je ne-
prazdna (M € ), je ¢asteéné usporaddand inkluzi a podle lemmatu 8.8 je induk-
tivni. Podle Zornova lemmatu existuje v mnoziné 2 maximalni prvek N. Ukazeme,
7e mnozina N generuje prostor V. Necht v € V je libovolny vektor, ktery nelezi
v mnoziné N. Z maximality mnoziny N vyplyva, ze mnozina N U {v} je linedrné
z&visld. Podle lemmatu 8.6 je tedy v € [N]. Pro kazdy vektor v € V je tedy
v € [N], tj. mnoZina N generuje prostor V. Mnozina N je proto bazi prostoru V,
ktera obsahuje linearné nezavislou mnozinu M. 0O

Z dusledku 8.4(iii) vyplyvd, Zze baze prostoru V' je miniméln{ mnozinou genera-
tord tohoto prostoru. Na druhé strané je kazda baze prostoru V' maximalni linedrné
nezavislou mnozinou (viz lemma 8.6, resp. dikaz véty 8.11).

Jako dtsledek predchozi véty mtzeme vyslovit toto dilezité zjisténi:

8.12. Véta. Kazdy vektorovy prostor md bdzi.

Diikaz. Protoze v kazdém vektorovém prostoru existuje linearné nezavisla pod-
mnozina (napf. prazdnd mnozina), existuje podle pfedchozi véty i baze tohoto
prostoru. [

8.13. Véta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. PodmnoZina M pro-
storu V' je bdzi prostoru V prdvé tehdy, kdyz ke kaZdému vektoru x € V existuje
prave jeding soubor {ay tvenm obsahugict pouze koneéné mnoho nenulovych prvki,

pro ktery je
T = Z ayv .
veM

Diikaz. Necht M je baze prostoru V. Protoze je M mnozinou generdtorti pro-
storu V, je kazdy vektor x € V' linedrni kombinaci vektord baze M. Tuto linearni
kombinaci mtizeme zapsat v tvaru

T = E a,v

veEM
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kde je jen koneéné mnoho koeficient a, nenulovych (viz poznadmka pred 7.14).
Jestlize je x = ), .5, byv druhd takova linedrni kombinace, potom je

0= Z(av — by)v

veEM

a z linearni nezavislosti mnoziny M plyne rovnost a,, = b, pro kazdé v € M.

Jestlize je naopak splnéna podminka uvedend ve vété, je zfejmé M mnozinou
generatort prostoru V. Kdyby byla mnozina M lineadrné zévisla, byl by néjaky
jeji vektor linearni kombinaci ostatnich vektortt mnoziny M a to by bylo ve sporu
s jednoznac¢nosti vyjadfeni, kterou jsme predpokladali. Mnozina M je tedy bazi
prostoru V. [

Na zéakladé predchozi véty muzeme nyni definovat soufadnice vektoru.

8.14. Definice. Necht M je baze vektorového prostoru V nad télesem T'. Soubo-
rem soutadnic vektoru z € V vzhledem k bazi M budeme rozumét jednoznacéné
uréeny soubor {a,},enr (obsahujici jen koneéné mnoho nenulovych prvkid), pro

ktery je
T = Z ayv .
veEM

Soubor soufadnic vektoru x vzhledem k bazi M znac¢ime symbolem (z)ys, tj.
<x>M = {av}vekfo

Soubor soufadnic {a, },enr je indexovan prvky baze M. Pokud je baze M ko-
necna, pak vektory baze zpravidla ¢islujeme a stejnymi indexy ¢islujeme i prislusné
soufadnice. Je-li M = {v1,...,v,} az = 1, a;v; , piSeme (x)p = (a1,...,an)
a hovofime o prvni az n-té souradnici vektoru x. Obdobné postupujeme i v pripadé,
kdy je baze M nekonecna. Je-li M = {vs}aca a

€T = g AaqVq

a€cA

piseme (z)pr = {aq}taca-

Jestlize je M = {v1,...,v,}, pak pFifazeni soufadnic (a1,...,a,) vektoruz € V
je vzajemné jednoznacné zobrazeni prostoru V na prostor 7". V obecném pfipadé,
tj. at je baze M jakékoliv, je pfifazeni soufadnic {a, },enr vektoru x € V vzéjemné
jednoznaéné zobrazeni prostoru V na prostor K (T*) (viz piiklad 7.8(ix) ). Hledat
soufadnice vektoru vzhledem k riznym bazim a stanovit jejich vztah se naucime
pozdéji.

Pro dalsi rozvinuti teorie (zavedeni pojmu dimenze vektorového prostoru) bu-
deme potfebovat nasledujici lemma.
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8.15. Lemma. NechtV je vektorovy prostor nad télesem T. Pro kaZdé ptirozené
c¢islo n plati:
(i) n linedrné nezdvislych vektori prostoru V neni mozno vyjadrit jako linedrnid
kombinace n — 1 vektori prostoru V.

(ii) Jestlize v prostoru V existuje n linedrné nezdvislyjch vektord, potom prostor
V' nemize mit mnoZinu generdtori o mené neZ n prvcich.

Dikaz. Tvrzeni (i) dokdzeme indukci. Pro n = 1 neni co dokazovat, nebot nenu-
lovy vektor neni mozno vyjadfit jako linedrni kombinaci prazdné mnoziny vektort.

Predpokladejme nyni, zZe tvrzeni plati pro n. Predpokladejme déle, zZe linedrné
nezévislé vektory wi,...,u,41 jsou vyjadfeny jako linearni kombinace vektort
Viy.-.,Un:

Uy = a1191 + -+ 01n—-1Vn—1 + AQ1nVn ,
Uz = A21V1 + -+ G2n—1Vn—1 + A2,Vp
............................................................... (1)

Up41 = An4+1,101 + -+ Apy1n—1VUn—1 + An41,nVn -

ProtoZe je vektor u,+1 nenulovy, je posledni linedrni kombinace v (1) netrivialni,
takze néktery z vektort vy, ..., v,, napt. vektor v,,, mizeme vyjadrit jako linearni
kombinaci vektort vy, ...,v,—1 & tup41. Dosadime-li toto vyjadieni vektoru v,, do
prvnich n rovnosti v (1), dostaneme po jednoduchych tpravich a po pfeznaceni
tyto rovnosti:

Uy + C1Upy1 = b1101 + -+ b1 p—1Un—1 ,
Uz + CoUpy1 = bovr + - F b1V,

............................................................... 2)

Nyni ukézeme, ze vektory ui + ciupy1, ..., Un + CplUpy1 jsou linedrné nezavislé.
7 rovnosti

dy(u1 + A tnt1) + -+ dp(tn + Crting1) =0

plyne rovnost
diuy + -+ dpuy + €1 =0 .

Vektory uq, ..., U,4+1 jsou linedrné nezavislé, proto jed; =dy =---=d,, =e=0.
Rovnosti (2) jsou nyni ve sporu s indukénim pfedpokladem, nebot je v nich
n linedrné nezavislych vektort vyjadieno linearnimi kombinacemi n — 1 vektort.
7 predpokladu, Ze tvrzeni lemmatu plati pro n, jsme tedy dokazali, ze plati
ipron+1.
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Tvrzeni (i) vyplyvé ihned z tvrzeni (i). Pfedpoklddejme, ze vektory vy, ..., v,
prostoru V' jsou lineadrné nezavislé a ze prostor V' ma m-prvkovou mnozinu gene-
ratorti, kde m < n. Potom jsou linedrné nezavislé vektory vy, ..., vp41 linedrnimi
kombinacemi m vektort prostoru V' a to je spor s tvrzenim (i). O

Z lemmatu 8.15 bezprostfedné vyplyva, ze kazdé dvé baze konetné generova-
ného prostoru maji stejny pocéet prvki (viz dale). Obdobné tvrzeni vSak plati i pro
nekonecné generované prostory; pii ditkazu tohoto tvrzeni je vSak nutno uzit za-
kladni fakta o pocitani s kardinalnimi ¢isly. Tvrzeni o invariantnosti poctu prvki,
resp. mohutnosti baze tedy muze byt zformulovano zcela obecné.

8.16. Véta. KazZdé dvé bdaze vektorového prostoru magi stejnou mohutnost.

Drikaz. Predpokladejme, ze V je konecné generovany vektorovy prostor nad té-
lesem T'. Necht M, N jsou dvé baze prostoru V, které maji po fadé m,n prvki.
Podle tvrzeni (ii) lemmatu 8.15 nemize byt ani m < n, ani n < m. Baze M a N
tedy maji stejny pocet prvka.

Poznamenejme jesté pro uplnost, Ze v kone¢né generovaném prostoru V' konec¢na
béze existuje podle véty 8.11, resp. 8.12; z tvrzeni (ii) lemmatu 8.15 rovnéz vyplyva,
ze konec¢né generovany prostor nemtize mit zadnou nekone¢nou bazi.

Piedpokladejme, Ze prostor V neni koneéné generovany; necht M, N jsou dvé
jeho baze. Kazdy vektor v € M je linearni kombinaci vektord koneéné podmno-
ziny N, béaze N. Protoze je M mnozinou generatord prostoru V, je i mnozina
Uupen No mnozinou generatort prostoru V. ProtoZe je N béaze prostoru V, je
N = U,em No (viz diisledek 8.4). Nyni je

IN|< D IN < Ro - [M]=[M] .
veEM

Obdobnym zpisobem dokdzeme nerovnost |M| < |N|; mizeme se vSak téz odvolat
na symetrii situace. Baze M a N tedy maji stejnou mohutnost. [J

8.17. Poznamka. Prvni ¢ast dukazu véty 8.16 se ¢asto provadi podle tzv. Stei-
nitzovy véty o vymeéné:

Jestlize M je m-prvkovd mnoZina generdtoru prostoru V. a N n-prvkovd line-
drné nezdvisld podmmnoZina prostoru V, pak existuje n-prvkovd podmmnoZina M’
mnoziny M takovd, Ze (M ~ M')U N generuje prostor V.

Néjakych n vektori mnoziny M se tedy ,zaméni“ za n-prvkovou mnozinu N
a vlastnost generovat prostor V' se pritom zachova.

Steinitzova véta o vyméné vsak obraci pozornost nezadoucim smérem, totiz na
,vyménu“ podmnoziny M’ za mnozinu N. Za touto vyménou je skryta dulezita
nerovnost n < m (srovnej s tvrzenim (ii) lemmatu 8.15), ze které vyplyva rovnost
poctu prvkt dvou bazi konecné generovaného prostoru.

Diikaz Steinitzovy véty se provadi indukci. Pro n = 0 neni co dokazovat.
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Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1. Necht N = {y1,...,y,}. Podle in-
dukéniho predpokladu existuje takova (n—1)-prvkova podmnozina K mnoZiny M,
Ze mnozina My = (M~ K)U{y1,...,Yn—1} generuje prostor V. Vektor y,, je proto
linearni kombinaci vektori této mnoziny; protoze je mnozina N linedrné nezavisla,
musi byt v této linedrni kombinaci alesponi u jednoho vektoru v z mnoziny M \ K
nenulovy koeficient. Tento vektor u jde potom vyjadrit jako linedrni kombinace
vektortt mnoziny My = (M ~ K U {u}) U N. ProtozZe je kazdy vektor prostoru V'
linearni kombinaci vektortt mnoziny M, je téz linedrni kombinaci vektorid mno-
Ziny M5 (do linedrni kombinace vektortt mnoziny M; dosadime za vektor u).

Véta 8.16 iika, ze kazdé dvé baze koneCné generovaného prostoru maji stejny
pocet prvki a ze kazdé dvé baze nekonecné generovaného prostoru maji stejnou
mohutnost. Na zékladé tohoto zjisténi miizeme zavést pojem dimenze vektorového
prostoru.

8.18. Definice. Dimenzi dim V vektorového prostoru V budeme rozumét mo-
hutnost jeho libovolné baze.

Vektorovy prostor dimenze n budeme téz nazyvat n-dimenziondlnim prostorem.
Vidéli jsme, ze v takovémto prostoru existuje n linedrné nezavislych vektortu a ze
kazdéd podmnozina prostoru V, kterd ma vice nez n prvki, je linedrné zavisla.
Poznamenejme jesté, ze kazdych n linedrné nezavislych vektori n-dimenzionalniho
prostoru tvoii bazi tohoto prostoru.

Dimenzi linedrni mnoziny (viz 7.20) ¢asto rozumime dimenzi podprostoru, ktery
ji urcuje, tj. dim (u + W) = dim W.

8.19. Piiklady.
(i) Trividlni prostor méa dimenzi 0.
(ii) Dimenze télesa T jako vektorového prostoru nad T je 1.

(iii) Dimenze prostoru v8ech vdzangch vektord v roviné (resp. prostoru), které maji
spoleény pocatek v pevné zvoleném bodsé, je 2 (resp. 3).

(iv) Dimenze redlného vektorového prostoru vSech komplexnich ¢isel (tj. C nad R)
je 2.

(v) Dimenze prostoru 7" je n. Uvédomme si, Ze je-li téleso T" kone¢né, je i pros-
tor T" kone¢ny; napt. prostor Zs mé 5% = 625 prvki. Prostor R" se ¢asto nazyva
n-dimenziondlni aritmeticky prostor.

(vi) Dimenze prostoru 77*™ vSech matic typu n x m nad télesem T je nm. Je-li
téleso T' konecné, je i prostor T"*™ konecny.

Prostor T™*™ véech ¢tvercovych matic fadu n ma tedy dimenzi n?. V prostoru
T™*™ jsme uvazovali fadu podprostori. Podprostor vSech skalarnich matic mé di-
menzi 1, podprostor vSech diagonéalnich matic dimenzi n, podprostor vsech hornich
(dolnich) trojthelnikovych matic dimenzi $n(n + 1), stejnou dimenzi ma podpro-
stor vSech symetrickych matic. Pokud neni charakteristika télesa T rovna 2, ma



LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST 89

podprostor vSech antisymetrickych matic dimenzi %n(n —1); je-li char T' = 2, pak
dimenze podprostoru vsech antisymetrickych matic je %n(n +1).
(vii) Dimenze prostoru K (TV) vsech nekone¢nych posloupnosti prvki télesa T,
které maji jen kone¢né mnoho nenulovych ¢lent, je Ng.
(viii) Dimenze prostoru T'[x] vSech polynomi s koeficienty z télesa T je Rg. Dimenze
podprostoru tvoreného vSemi polynomy stupné nejvyse n je n + 1.
(ix) Dimenze prostoru vSech redlnych funkci definovanych na intervalu (a,b) je
nespocetna. Nespocetna je rovnéz dimenze podprostoru vSech funkci, které maji
koneény nosi¢ (viz ptiklad 8.10(ix) ).
(x) Na mnozing R* vSech kladnych redlnych ¢&isel definujme bindrni operaci ”H”
rovnosti

uBuv=u-v

a nasobeni "[0” prvkil mnoziny Rt realnymi &isly rovnosti
allu=u®.
MnoZina RT je s témito operacemi realnym vektorovym prostorem. Nulovym vek-

torem tohoto prostoru je éislo 1, bazi je kazd4 jednoprvkovd mnozina {u}, kde
1#ucRT, dim Rt =1.

Dimenzi linedrniho obalu koneéné mnoha vektorii zjistujeme pomoci tvrzeni
7.14(viii). Mnozinu generdtor postupné pietvaiime, az ziskdme bazi uvazovaného
linearniho obalu.

8.20. Priklad. Uvazujme podprostor
W =1(3,4,1,2),(2,0,1,2),(1,3,2,4), (4,0,2,4)]
vektorového prostoru Z2. P¥icteme-li prvni vektor ke druhému, trojnésobek prv-
niho ke tfetimu a dvojndsobek ke ¢tvrtému, ziskdme podle 7.14(viii) rovnost
W =1(3,4,1,2),(0,4,2,4),(0,0,0,0),(0,3,4,3)] .
Nyni pficteme trojnasobek druhého vektoru ke ¢tvrtému:
W =1(3,4,1,2),(0,4,2,4),(0,0,0,0), (0,0,0,0)] = [(3,4,1,2),(0,4,2,4)]
Tedy dim W = 2.
8.21. Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Potom plati:

(i) Je-li M linedrné nezdvisla podmnoZina prostoru V, je |[M| < dim V .
(ii) Je-li W podprostor prostoru V, je dim W < dim V.

Dikaz. Kazdou linearné nezéavislou podmnozinu M prostoru V' (resp. bazi M pod-
prostoru W) muZeme rozsifit na bazi prostoru V (viz 8.11); odtud vyplyvaji obé
tvrzeni. [
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8.22. Véta. Pro vektorovy prostor V nad télesem T jsou ndsledujict tvrzeni ekvi-
valentni:

(i) Prostor V. md konecnou dimenzi.
(ii) Pro kazdy vlastni podprostor W prostoru V je dim W < dim V .

Diikaz. Predpokladejme, ze ma prostor V konec¢nou dimenzi a ze W je jeho vlastni
podprostor. Jestlize néjakou bézi {wy, ..., w,} podprostoru W rozsifime na bézi
prostoru V', pak k vektortim wq, ..., w,, nutné pfibude alespon jeden vektor (viz
napt. dikaz véty 8.11). Tedy dim W < dim V.

Predpokladejme, ze mé prostor V' nekonecnou dimenzi. Jestlize z néjaké baze
prostoru V' vynechame jeden vektor, dostaneme béazi vlastniho podprostoru W,
ktera ma stejnou mohutnost jako baze prostoru V, takze dim W =dim V. O

8.23. Priklad. UvaZujme prostor R[z] vSech polynomt jedné neurcité s redlnymi

koeficienty; tento prostor mé dimenzi Xy. Nasledujici podprostory tohoto prostoru

jsou vlastni a maji zfejmé stejnou dimenzi jako prostor R[z] :

— podprostor vSech polynomu, které nemaji absolutni ¢len; jeho bazi je mnozina
{w 22,23, ..},

— podprostor vSech polynomt, které nemaji linearni ¢len; jeho bazi je mnozina
{1’x2’x37"’}7

— podprostor vSech polynomi, které nemaji ¢leny s mocninami mensimi nez 10;
jeho bazi je mnozina {210, 21t 212 ...}

— podprostor vSech polynomii, které maji jen ¢leny se sudymi mocninami neurci-
té x; jeho béazi je mnozina {1,22,2%,...} atd.

8.24. Véta o dimenzich spojeni a pruniku. Necht U,V jsou podprostory
néjakého vektorového prostoru nad teélesem T. Potom je

dim(U+V)+dim(UNV)=dimU +dimV .

Diikaz. Budeme predpokladat, ze oba podprostory U, V jsou konec¢né generované.
V obecném piipadé sice tvrzeni véty také plati (a dokadZe se obdobné), ale véta
nemd prakticky vyznam; ze t¥i dimenzi uvedenych v rovnosti nelze vzdy urcit
¢tvrtou.
Necht {wy,...,w} je baze podprostoru U N V. Tuto bézi rozsifime (viz 8.11)
jednak na bazi
A=A{wy,...,wE,u1,..., U}

prostoru U a jednak na bazi
B={wy,...,wg,v1,...,0n}

prostoru V. Je tedy dim UNV =k, dim U =k +n adim V =k +m.
Nyni dokadzeme, ze mnozina

C={wy,..., W, ULy, Up,V1y.., U}
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je bazi podprostoru U + V. Vime, ze kazdy vektor podprostoru U + V' je mozno
vyjadiit v tvaru z + y, kde z € U a y € V. Ziejmé = € [A], y € [B] a tedy
x 4+ y € [C]. MnozZina C proto generuje podprostor U + V.

Jestlize je
k n m
0= Zarwr + Zbiui + chvj ,
r=1 i=1 j=1

je téz
m

k n
Z arw, + Z biu; = — Z cv; (3)
r=1 i=1

j=1
Tento vektor lezi v podprostoru U (viz leva strana rovnosti) i v podprostoru V
(viz prava strana rovnosti), takze lezi v jejich priniku. Je ho tedy mozno vyjadfit
jako linedrni kombinaci vektort wq, ..., wg, tj.

m k m

k
_ Z cjv; = stws a odtud chvj + stws =0.
J=1 s=1 s=1

j=1

Vzhledem k tomu, Ze je mnozina B linedrné nezavisla, jsou vSechny koeficienty
dy,...,dx acy,...,c, rovay nule. Z rovnosti (3) dostdvame rovnost

k n
E a,w, + E biu; = o0 ;
r=1 i=1

z linearni nezavislosti mnoziny A vyplyva, Ze vSechny koeficienty ai,...,ar a
vS8echny koeficienty by, ...,b, jsou rovny nule. Mnozina C je tedy linedrné ne-
z&visla, tj. je bazi podprostoru U + V. Proto je dim (U + V) = n+ m + k; tvrzeni
véty jsme dokazali. [

8.25. Priklad. Uvazujme podprostory
V1 =1(-3,0,2,0)] , Vo =1[(1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(—1,2,1, —2)]

vektorového prostoru R*. Zi¥ejmé je dim Vi = 1. Mnozinu generatortt podprosto-
ru Vo upravime podobné jako v prikladu 8.20:

‘/2 = [(17 07 2a _3)7 (07 2a _57 4)7 (Oa 2a 37 _5)] 9
V2 =1(1,0,2,-3),(0,2,—5,4),(0,0,8,-9)] .
Je tedy dim V5 = 3. Soucet Vi + V3 je generovan sjednocenim mnozin generatori
podprostori V; a V5. Tuto mnozinu generatorti nyni upravime:
Vl + ‘/'2 = [(17 Oa 27 _3)7 (03 2a _57 4)7 (Oa 07 8) _9)3 (_37 07 27 O)] )
i+ Ve =1(1,0,2,-3),(0,2,-5,4),(0,0,8,-9),(0,0,8,-9)] ,
i+ V2 =1(1,0,2,-3),(0,2,-5,4),(0,0,8,-9)] .
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Je tedy dim (V3 +V3)=3 a
dim (V1 NV,) =dim V; +dim V5 —dim (V3 + V) =1+3-3=1.

Podprostor V; je obsazen v podprostoru Vs.

S nasledujici vétou se setkavame v algebie pri studiu rozsifeni téles.

8.26. Véta o stupnich. Necht T} je podtéleso télesa T a To podtéleso télesa Ts.
Jestlize m je dimenze télesa Th jako vektorového prostoru nad télesem Tp a n
dimenze telesa Ts jako vektorového prostoru nad télesem Ty, potom je mn dimenze
telesa T3 jako vektorového prostoru nad téelesem T;.

Dikaz. Necht {vy,...,v,} je baze prostoru Tp nad télesem T7 a {wq,...,w,}
baze prostoru 75 nad télesem T5. Dokézeme, ze bazi prostoru T3 nad télesem T}
je mnozina

M={vw;;i=1,....,m, j=1,...,n}.

Kazdy vektor w € T3 se da vyjadfit v tvaru
n
w:Zajwj , kde ai,...,a, €T5.
j=1

Koeficienty as, ..., a, se vSak daji vyjadrit jako linedrni kombinace vektort baze
prostoru 15, tj. pro kazdé j =1,...,n je

m

aj:Zbijvi, kde bijETl pro t=1,...m, j=1,...,n.
i=1

Nyni je

n m

w = ZZbijviwj y

j=11i=1
takze mnozina M generuje prostor T3 nad télesem T7.

Predpokladejme nyni, Ze je

n m
Z bij’()i’w]' =0.
j=1i=1
Protoze je {ws, ..., w,} baze prostoru T3 nad télesem T5, je prokazdé j =1,...,n

zm:bij’l}i =0.
i=1



LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST 93

Protoze je {v1,...,v;} béze prostoru T, nad télesem T4, je b;; = 0 pro kazdé
j=1,....,nai=1,...,m. Mnozina M je tedy linedrné nezavisla a je proto bazi
prostoru T3 nad télesem T;. [

Obsahuje-li téleso T téleso 17, hovotrime o rozsireni Ty C Ts. Stupném tohoto
rozsifeni rozumime dimenzi télesa T jako vektorového prostoru nad télesem T7.
Véta o stupnich tedy rika, ze stupen rozsiteni 77 C T3 je roven soucinu stupnd
rozSiteni 17 C Ty a Ty C T3. Z véty o stupnich vyplyva napt. nasledujici tvrzeni:

Jestlize je stupen rozsireni Ty C Ty roven prvocislu, pak neezistuje vlastni pod-
téleso télesa Ty, které by obsahovalo Ty jako vlastni podtéleso (tj. neexistuje me-
zitéleso“).

Protoze je dimenze realného vektorového prostoru C rovna 2, neexistuje vlastni
podtéleso télesa komplexnich ¢isel, které by obsahovalo jako vlastni podtéleso té-
leso redlnych cisel.
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9. DIREKTNI SOUCET

9.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a V;, Vs jeho dva
podprostory. Rekneme, Ze prostor V je direktnim souctem podprostor Vi a Vs,
jestlize

) V=r+V,

(11) V1 N ‘/2 = O 5
tuto skute¢nost vyjadiujeme zapisem V = V; ®Vs. Casto téZ hovoiime o direktnim
rozkladu prostoru V. Podprostory Vi, V5 jsou direkinimi sc¢itanci prostoru V, pod-
prostor Vi je direktnim doplrikem podprostoru V5 v prostoru V' (a podprostor V5
je direktnim doplitkem podprostoru V; v prostoru V).

9.2. Véta. Vektorovy prostor V je direktnim souctem podprostoru Vi a Vo prdve
tehdy, kdyz kazdy vektor v € V je mozZno prdvé jedinym zpusobem vyjdadrit v tvaru
v=wv1+ v, kdevi € V1 a vy € V5.

Diikaz. Predpokladejme, ze V = V1 @ V5. Protoze V = Vi + Vj, existuji ke kazdému
vektoru v € V' vektory vy € V1 a v € Va, pro které v = vy + vq. Jestlize je jesté
v = v] +vh, kde vj € V4 a v) € Vi, potom je v + va = v + v5 a vektor
v1 — v] = vh — vy lezi v praniku V; N V4. Tento prinik je vSak podle pfedpokladu
trividlni, takZze v; — v} = o0, vy — V2 = 0, tj. v1 = V] a v = V).

Predpokladejme naopak, ze kazdy vektor v € V' je mozno pravé jedinym zpt-
sobem vyjadfit v tvaru v = v; + vg, kde v1 € Vi a vy € V. Ziejmé je tedy
V = Vi + V5. Jestlize v € V3 N V5, potom muZzeme psat v = v+ 0 = o + v.
Z predpokladu jednoznac¢nosti vyjadieni vektoru v vyplyva rovnost v =o0. 0O

9.3. Piiklady.

(i) Necht V' je vektorovy prostor vech vazanych vektori v roviné, jejichz poc¢atky
jsou v pevné zvoleném bodé S. Uvazujme dvé razné primky p, q, které bodem S
prochéazeji. Tyto pfimky urcuji podprostory Vi, Vs vSech vektort prostoru V, které
na primkach p, g lezi. Prostor V' je direktnim souctem podprostort Vi a V5. Po-
znamenejme, ze primky p, ¢ nemusi byt na sebe kolmé.

Podobny priklad dostaneme, budeme-li uvazovat vektorovy prostor V' vazanych
vektort v prostoru se spole¢nym pocatkem v pevné daném bodé S a podprostory
V1, Vo uréené rovinou p a primkou p, které prochazeji bodem S; pfimka p vSak
nesmi lezet v roviné p.

V obou piikladech je zfejmé, ze kazdy vektor v € V je mozno pravé jedinym
zplisobem zapsat v tvaru v = vy + vg, kde v; € Vi, va € Vy (viz véta 9.2), tj.
V=Vaol.

(ii) Uvazujme vektorovy prostor T"*™ étvercovych matic fddu n nad télesem T
a predpokladejme, Ze char T' # 2. Potom je prostor T™*™ direktnim sou¢tem svych
podprostora symetrickych a antisymetrickych matic:
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TnX’rL — S(Tnxn) @A(Tnxn)

Jestlize je matice A = (a;;) souCasné symetrickd i antisymetrickd, pak pro
kazdé i,j = 1,...,71 je Aij = Qj; & Qi = —0Aj; A& tedy ZCL,L'J' = 0. Protoze je
charT # 2, je a;; = 0 pro kazdé i,j = 1,...,n. Prinik podprostor symetrickych
a antisymetrickych matic je tedy nulovy.

Na druhé strané je mozno kazdou matici A = (a;;) napsat jako soucet symet-

rické a antisymetrické matice. Pro kazdé 7,7 = 1,...,n polozme
1 1
bij = 5aij +azi), ey = 5(ai; —aj)

(zde jsme opét vyuzili pfedpokladu char T # 2 — prvek % je inverznim prvkem
k nenulovému prvku 1+ 1 = 2). Matice B = (b;;) je zfejmé symetricka, matice
C = (c¢;;) antisymetrickd a je A = B+ C. Tomuto rozkladu matice A nékdy fikame
rozklad na symetrickou a antisymetrickou cdst.

Pro matice nad télesem charakteristiky 2 uvedené tvrzeni neplati, nebof napft.

matice
11
1 1

nad télesem Z, je symetricka i antisymetricka.

Z véty o dimenzich spojeni a pruniku dvou podprostori bezprostiedné vyplyva
nasledujici vysledek.

9.4. Véta. JestliZe je vektorovy prostor V' direktnim souctem svych podprostori
Via Vs, pak je dim V =dim V; +dim V5. O

Direktnim scitancem prostoru V' je podle definice 9.1 takovy podprostor Vi
prostoru V', ke kterému existuje direktni doplnék, tj. podprostor Vo prostoru V,
pro ktery je V.= V; @& V5. Pojem direktniho scitance neni v teorii vektorovych
prostorti dtlezity (jako v jinych algebraickych teoriich), jak vyplyva z nésledujici
véty.

9.5. Véta. Kazdy podprostor vektorového prostoru je jeho direktnim scitancem.

Dikaz. Necht Vi je podprostor vektorového prostoru V. Zvolme bézi M tohoto
podprostoru a rozsifme ji na bazi N prostoru V. Podprostor V5 generovany mno-
zinou N ~\ M je direktnim doplitkem podprostoru V; v prostoru V. Ze zakladni
vlastnosti baze (viz 8.13) totiz vyplyva, Ze kazdy vektor v € V' je mozno jedinym
zpusobem zapsat v tvaru v = vy + v, kde v1 € V3 a vy € V5. O

9.6. Poznamka. V pfedchozich odstavcich jsme se zabyvali situaci, kdy vekto-
rovy prostor byl direktnim souctem svych podprostorti. Pomoci direktniho souctu
vSak miizeme z danych vektorovych prostort téz konstruovat vektorové prostory
nove.
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Necht W7 a W jsou vektorové prostory nad télesem T. Na kartézském soucinu
V = Wy x Wy definujeme binarni operaci s¢itani a operaci nasobeni skaldrem ,,po
slozkach®: jestlize wy, w} € Wy, we,wh € Wy a a € T, pak

(w17w2) + (w/lvwé) = (wl +w{lvw2 +wl2> )

a- (wy,ws) = (aw,aws) .

Uvédomme si, Ze operace sCitani dvojic a nasobeni dvojice skalarem jsou defi-
novany pomoci operaci definovanych v prostorech W; a Ws. Snadno se provéri,
7e s operacemi pravé definovanymi je mnozina V vektorovym prostorem; vsech
osm axiomi z definice vektorového prostoru je splnéno, nap¥. nulovym vektorem
v prostoru V je dvojice (0, 0) slozend z nulovych vektort prostorda Wy a Wa. Pravé
vytvoreny vektorovy prostor V' se nazyva vnéjsi direkini soucet prostora Wi a Ws.
Tento prostor je vSak ve smyslu definice 9.1 direktnim sou¢tem svych podprostori

Vlz{(w1,0);W1€W1}7 %:{(Oan);w2€W2}7

které se jen ,nepodstatné lisi“ od prostortt Wy, Ws (pozdéji budeme Fikat, Ze jsou
izomorfni). Z tohoto dtivodu budeme pro vnéjsi direktni soucet uzivat stejného
symbolu jako pro ,vnitini“ direktni soucet zavedeny v 9.1, tj. budeme psat

V=W,aeWs,.

Ze stejného diivodu nebudeme mnohdy zdtraznovat, zda jde o vnéjsi nebo vnitini
direktni soucet a budeme hovofit jen o direktnim souctu.

Definici 9.1, ve které je zaveden pojem direktniho sou¢tu dvou podprostori, nyni
zobecnime a zavedeme direktni soucet libovolného souboru podprostori. Zobec-
nime i vétu 9.2, ktera charakterizuje direktni soucet ekvivalentni podminkou. Zave-
deni pojmu direktniho souc¢tu souboru podprostort dava novy pohled na strukturu
vektorovych prostorii (viz véta 9.9 a piiklady 9.12).

9.7. Definice. Necht V je vektorovym prostorem nad télesem T a V,, a € A,
necht jsou jeho podprostory. Rekneme, ze vektorovy prostor V je direktnim souc-
tem podprostoru V,, o € A, jestlize

(1) V: Z(XGAVQ 9

() VBEA VaN S Va=0;
acA
a#p

tento fakt zapiSeme symbolicky v tvaru V =@ . Va-

Z druhé vlastnosti zjevné vyplyva, ze V, N Vg = O pro kazdé o, 8 € A, o # .
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9.8. Véta. Vektorovy prostor V je direktnim souctem podprostori V., a € A,
prdave tehdy, kdyz kazZdy vektor v € V' je mozno prdvé jedinym zpiusobem vyjddrit

v tvaru
U= E Vo

kde pro kazdé o € A je v, € V,, a pro skoro vSechna o € A je v, =0 .

Diikaz. Necht je prostor V direktnim souc¢tem podprostort V,,, o € A. Podle prvni
vlastnosti direktniho souctu je kazdy vektor v € V mozno vyjadiit v uvedeném

tvaru. Jestlize
DS 3

acA acA

jsou dvé vyjadreni vektoru v uvazovaného typu (tj. pro kazdé a € A je v,,v!, € Va,
pro skoro v8echna « € A je v, = 0 a pro skoro vSechna a € A je v/, = 0), potom
je pro kazdé 5 € A

vg—v’ﬁzz:(v;—va)eVgﬂZVa.
acA a€A
a#B a#f3

Z druhé vlastnosti direktniho souctu vyplyva, ze vg = v’ﬁ; tim je dokazéna jedno-
znacnost uvazovaného vyjadreni vektoru v.

Necht je naopak kazdy vektor v € V mozno vyjadfit jedingm zptisobem v uva-
zovaném tvaru. Prostor V je tedy souctem svych podprostori V,, a € A. Pfedpo-
kladejme, Ze pro néjaké g € A je

oFveVgn Z Vo

aEA
aF#p

Vektor v ma vSak nyni dvé rtizna vyjadrieni,

ve Vg a szUQEZVa,

a€A a€A
a#f a#B

a to je spor, ktery jsme potfebovali. [

Dtikaz predchozi véty probiha stejné jako diikaz véty 9.2; je z néj dobie vidét,
ze podminka (ii) z definice 9.7 odpovidd podmince (ii) z definice 9.1.

Nasledujici véta dava novy pohled na bazi vektorového prostoru.

9.9. Vé&ta. Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T a necht M je podmnoZina
prostoru V. MnoZina M je bdzi prostoru V' prdve tehdy, kdyz je

V=@ .

veEM
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Diikaz. Podle véty 8.13 je M béazi prostoru V pravé tehdy, kdyz kazdy vektor
r € V je mozno pravé jedinym zpiisobem vyjadiit v tvaru x = ) ), a,v, kde
pro skoro vSechny vektory v € M je a, = 0. Podle pfedchozi véty je to vsak
ekvivalentni s tim, Ze prostor V je direktnim souétem podprostorti [v], v € M. O

Ziskali jsme tedy novy pohled na vektorové prostory: kazdy vektorovy prostor V
je direktnim souctem svych podprostorti dimenze 1; jejich pocet (resp. mohut-
nost indexové mnoziny) je roven dimenzi prostoru V. Kazdy vektorovy prostor
dimenze § je tedy direktnim souctem ¢ jednodimenzionalnich prostora.

9.10. Véta. Jestlize je vektorovy prostor V direkinim souctem svych podprosto-
ru Vy, a € A, potom je
dim V = Zdim Vo .
a€cA

Diikaz. Pro kazdé a € A necht M, je néjaké baze podprostoru V,. Ukdzeme, Ze
sjednoceni M téchto bazi je baze prostoru V.

Protoze kazda mnozina M, generuje prostor V, a sjednoceni vSech podpro-
stortt V,, generuje prostor V, je mnozina M mnozinou generatorti prostoru V.
Kazdou linedrni kombinaci vektori mnoziny M muzeme vyjadiit jako soucet v; +
-+, kde vy, . .., vi jsou linedrni kombinace vektord z jednotlivych mnozin M,,,
kde indexy a4, ..., ax jsou navzajem rizné. Jestlize je nyni

vy +v2+ U =0,
je

Uk:—’ljl—’l)g—-~-—’l}k,1€Vakﬁ Z Vo .

aEA
aFay

Podle druhé vlastnosti direktniho souctu je vy = o a z linedrni nezavislosti mno-
ziny M,, vyplyva, ze linearni kombinace vy je trivialni. Stejné dokazeme, ze i li-
nearni kombinace vy, ...,vr_1 jsou trividlni. Z této tivahy vyplyva, ze i linearni
kombinace vy + - - - + v je trivialni, tj. mnozina M je linearné nezavisla a je proto
bézi prostoru V. ProtoZe jsou mnoZiny M, po dvou disjunktni (viz poznamka za
definici 9.7), je

dim V= [M| =Y |My|=> dimV,. O
aEN a€A

9.11. Poznamka. Podobnym zptsobem, jakym jsme v 9.6 vytvorili vnéjsi di-
rektni soucet dvou prostord, budeme nyni definovat vnéjsi direktni soucet libovol-
ného souboru vektorovych prostort. Necht W, a € A, jsou vektorové prostory
nad tymz télesem T'. Na kartézském soucinu

W = HWa:{(wa)aEA; Vae A wy, € Wy}
aEA
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definujeme operaci séitani a operaci nasobeni skaldrem ,po slozkach*:
(Wa)aea + (W))ach = (Wa + W, )ach

a- (Wa)aeh = (AWa)aeh -

Uvédomme si, ze operace s¢itani i operace nasobeni skalarem je definovana po-
moci operaci s¢itani a operaci nasobeni skaldrem v jednotlivych prostorech W,
«a € A. Snadno se provéri, ze s pravé definovanymi operacemi je mnozina W vek-
torovym prostorem; vSech osm axiému definice vektorového prostoru je splnéno,
napf. nulovym vektorem prostoru W je prvek (0)nea — a-té slozka tohoto souboru
je nulovy vektor prostoru W,,. Takto definovany vektorovy prostor W se nazyva
produkt souboru vektorovych prostora W,, a € A.

Uvazujme nyni podmnozinu V prostoru W tvofenou vsemi vektory, které maji
jen kone¢né mnoho nenulovych slozek. Symbolicky je mozno podmnozinu V' defi-
novat takto:

V ={(wa)aecr € W; FA C A, A jekonetnd, Vo € AN A w, =0} .

Podmnozina V prostoru W je zfejmé uzaviena vzhledem k operaci séitani i vzhle-
dem k operaci nasobeni skalarem a je tedy podprostorem prostoru W. Vektorovy
prostor V' se nazyva vnéjsi direktni soucet souboru prostoru W, o € A. Tento pro-
stor je vSak ve smyslu definice 9.7 direktnim souc¢tem svych podprostora V,, o € A,
které se jen ,nepodstatné lisi“ od ptivodnich prostort W, a € A (podprostor V,
je tvofen vSemi soubory (wg)gen, pro které je wg = o pro kazdé 3 € A, § # a).
Z tohoto divodu budeme pro vnéjsi direktni soucet uzivat stejného symbolu jako
pro vnit¥ni direktni soucet zavedeny v 9.7, tj. budeme psat

V:@Wa.

a€A

Ze stejného divodu nebudeme zdturaznovat, zda jde o vnéjsi nebo vnitini direktni
soucet a budeme hovorit jen o direktnim souctu.

Poznamenejme, Ze pro koneénou mnozinu A je ziejmé V = W, tj. direktni
soucet a produkt splyvaji. Je-li mnozina A dvouprvkova, jde o direktni soucet
dvou prostort popsany v 9.1, resp. 9.6.

9.12. P¥iklady. Vektorovy prostor TV z piikladu 7.8(vii) je produktem neko-
ne¢ného spocetného souboru exemplaii télesa T (jako vektorového prostoru nad
télesem T'); jeho podprostor K (TV) je direktnim souétem tohoto souboru. Miizeme

pséat
™=[[vi. K@TH=Wv,
=1 =1

kde pro kazdé i=1,2,... je V;=T.
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Podobné muzeme psat

™* =1 V.. KT =V,

zeX reX

kde pro kazdé z € X je V,=T.

Vektorovy prostor T je direktnim souctem n exemplait télesa T', tj.

- @i,
i=1

kde pro kazdé i =1,2,...,n je V;=1T.
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10. HOMOMORFISMY

10.1. Definice. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T'. Zobrazeni f
prostoru V' do prostoru W se nazyva homomorfismus, jestlize plati:

(i) Vo,y eV flz+y)=f@)+ ),
(ii) Yz e V VaeT flax)=a- f(z).

Jestlize f je homomorfismus prostoru V' do prostoru W, potom se mnozina
Ker f ={veV; f(v)=o}
nazyva jddro homomorfismu f a mnozina
Imf={weW; eV f(v)=w}

se nazyva obraz homomorfismu f.
Symbolem Hom (V, W) budeme zna¢it mnoZinu vSech homomorfismu prostoru V'
do prostoru W.

Misto terminu homomorfismus se ¢asto uziva i termin linedrni zobrazeni. Misto
symbolu Im f se piSe téz f(V'), nebot Im f je vlastné obrazem prostoru V pii
homomorfismu f (terminy jddro a obraz homomorfismu nejsou z jazykového hle-
diska idedlni). Jadro Ker f homomorfismu f je dplngm vzorem nulového vektoru
prostoru W.

Uvédomme si, ze vlastnost ,byti homomorfismem* znamené zdménnost zobra-
zovani se s¢itanim vektori a s nasobenim vektort skalary. Tuto skute¢nost miizeme
vyslovit také takto: Zobrazeni f prostoru V do prostoru W je homomorfismem,
prévé kdyz jsou splnény tyto dvé podminky:

(i) Jestlize libovolné dva vektory z,y € V sefteme a soudet pak zobrazime
pomoci f, dospéjeme k témuz vysledku, jako kdyz vektory x,y nejprve
zobrazime pomoci f a ziskané obrazy secteme.

(ii) Jestlize libovolny vektor = € V vynasobime skaldrem a € T a ziskany naso-
bek zobrazime pomoci f, dospéjeme k témuz vysledku, jako kdyz vektor x
pomoci f zobrazime a ziskany obraz vynasobime skalarem a.

10.2. Priklady.

(i) Zobrazeni f prostoru R? do prostoru R? které vektoru z = (x1,73) € R?
piitazuje vektor f(z) = (2z1 + x2, 21 — 322, —271 — 72) € R3, je homomorfismus.
Jestlize je totiz y = (y1,y2) € R? a a € R, potom je
r+y=(r1+y,v2+y2), azx = (azy1,ars) ,

f(Z/) = (2y1 + y2,y1 — 3y2, —2y1 — yg) s
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fx+y) = (2(z1 +y1) + (22 +y2), (T1+y1) = 3(22 +y2), —2(z1 +y1) — (T2 +¥2) ) ,

flaz) = (2az1 + azs, ax1 — 3axe, —2ax; — axs) ,

takze f(z+y)=f(z)+ f(y) a flax)=a- f(z).
Jadro Ker f homomorfismu f je tvofeno vSemi vektory z = (x1,2) € R2, pro
které je

21‘1+ To = 0 5
x1—3x2 ZO7

—2!,1;‘1— o = 0 s

tj. vSemi FeSenimi této soustavy rovnic. Snadno se vypocte, ze Ker f obsahuje jen
nulovy vektor.

Obraz Im f homomorfismu f je tvofen véemi vektory y = (y1,¥2,y3) € R3, pro
které existuje vektor z = (z1,x2) € R? vyhovujici rovnicim

2r14+ 22 =y1 ,
T1—3T2 = Y2 ,

—2x1— T2 = Y3,

tj. vSemi vektory (y1,¥ye,ys), pro které je tato soustava rovnic feSitelna. Snadno
se ukaze, ze kdyz je y3 = —y1, pak je mozno ze zadanych cisel y1,y2 vypocitat
neznamé w1, xo. Tedy Im f = {(y1,2,¥3); y3 = —y1} = [(1,0,-1),(0,1,0)] .

(ii) Zobrazeni prostoru R?® do prostoru R?, ktera vektoru (ry, s, x3) piitazuji po
fadé vektor (0,1), (21 + 322,23 — 2), (22,22 + 23), (22 — /T3, 1), (21 - T2, 73),
(z1,€"?) nejsou homomorfismy.

(iii) Necht V je vektorovy prostor vSech vdzanych vektort prostoru, které maji
spoleény pocatek v pevné zvoleném bodé S.

Necht je dédna pfimka p, kterd prochazi bodem S. Otoceni prostoru V kolem
pfimky p o pevny thel « pfirozenym zptsobem urcuje homomorfismus prostoru V'
do prostoru V. Jadro tohoto homomorfismu je trividlni, obrazem je cely prostor V.

Necht je déana rovina g, ktera prochézi bodem S. Prifadime-li kazdému vektoru
prostoru V' jeho kolmou projekci na rovinu g, dostaneme homomorfismus pro-
storu V' do prostoru V. Jadrem je mnozina vSech vektort prostoru V', které jsou
kolmé k roviné g (lezi na kolmé piimce k roviné p prochézejici bodem S). Obrazem
je rovina g.

(iv) Necht V je vektorovy prostor vSech funkci, které jsou spojité na uzavieném
intervalu (0, 1). Zobrazeni, které kazdé funkci v € V ptifazuje funkci w,

w(x)—/oxv(t)dt, z€(0,1),
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je homomorfismus prostoru V' do prostoru V.

(v) Necht V je vektorovy prostor vSech redlnych funkei definovanych na intervalu
(—00,00). Funkce v se nazyva sudd, resp. lichd, jestlize pro kazdé redlné ¢islo x
plati v(—z) = v(x), resp. v(—x) = —v(z); tedy napf¥. funkce sin je lichd a funkce
cos je suda. Snadno se ovéri, Ze zobrazeni f, které kazdé funkci v € V prifazuje
funkei w, w(z) = 1(v(x) + v(—z)), je homomorfismus V do V a Ze Ker f je mno-
zina vSech lichych funkci a Im f je mnozina vSech sudych funkci. Zobrazeni g, které
kazdé funkci v € V pfifazuje funkci w, w(z) = 1 (v(z) — v(—2)), je rovnéz homo-
morfismus V' do V; Ker g je mnozina vSech sudych funkci a Im f mnozina vsech

lichych funkci.
10.3. Priklady.

(i) Necht V a W jsou vektorové prostory. Zobrazeni, které kazdému vektoru pro-
storu V' prifadi nulovy vektor prostoru W, je homomorfismus. Nazyva se nulovy
a znafl se obvykle symbolem 0. Jeho jadrem je cely prostor V, jeho obrazem je
nulovy podprostor prostoru W.

(ii) Necht U je podprostor prostoru V. Zobrazeni, které kazdému vektoru v € U
prifadi tyz vektor u chapany jako vektor prostoru V, je homomorfismus. Nazyva
se vnoreni podprostoru U do prostoru V. Jeho jddrem je nulovy podprostor pro-
storu U a obrazem podprostor U prostoru V. Jestlize je podprostor U nulovy, jde
o nulovy homomorfismus. Jestlize je U = V, dostavame identické zobrazeni pro-
storu V' na prostor V; v tomto pfipadé hovofime o tzv. identickém automorfismu
prostoru V', ktery zna¢ime 1y (viz dale definice 10.9).

(iii) Necht U je podprostor prostoru V. Zobrazeni, které kazdému vektoru v € V
prifadi vektor v 4+ U faktorového prostoru V/U, je homomorfismus. Nazjva se
prirozeny (nebo téz kanonicky) homomorfismus prostoru V' na faktorovy prostor
V/U. Jddrem tohoto homomorfismu je podprostor U, obrazem je prostor V/U.
Jestlize je podprostor U nulovy, dostavame vlastné identicky automorfismus pro-
storu V. Jestlize je U = V, dostdvime nulovy homomorfismus prostoru V na
nulovy prostor.

V nasledujici vété shrneme zdkladni vlastnosti homomorfismu.

10.4. V&ta. Necht f je homomorfismus prostoru V do prostoru W. Potom plati:

(i) Homomorfismus f zobrazuje nulovy vektor prostoru V na nulovy vektor
prostoru W.
(ii) Homomorfismus f zobrazuje opacny vektor k vektoru v € V na opaény
vektor k vektoru f(v).
(iii) Homomorfismus | zobrazuje linedrni kombinaci vektori prostoru V' na stej-
nou linedrn? kombinaci obrazu téchto vektori. Presnéji: je-li vy, ..., vy € V
a ai,...,ax €T, potom

f(f:aivi) = Ek:az‘f(vi) .
i=1 i=1
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(iv) Obraz podprostoru prostoru V je podprostorem prostoru W.
(v) Im f je podprostorem prostoru W.
(vi) Obraz mnoziny generatori prostoru V je mnozZinou generdtord prostoru
Im f.
(vii) Uplngj vzor podprostoru prostoru W je podprostorem prostoru V.
(viii) Ker f je podprostorem prostoru V.
(ix) Uplny vzor vektoru w € Im f je linedrni mnoZinou v+Ker f, kde v € V je
libovolny vektor, pro ktery f(v) = w.

Diikaz. Pro libovoln€ zvoleny vektor v € V je

F(0) = F(0-v) =0 f(v) = o

f(=0) = f((=1)-v) = (=1) - f(v) = = f(v)
tj. tvrzeni (i) a (ii) jsou dokézana.
Tvrzeni (iii) se snadno dokaze z definice 10.1 pomoci matematické indukce.
Necht V' je podprostor prostoru V. Ziejmé je f(V’) neprdzdnou podmnoZzinou
prostoru W, nebot podle tvrzeni (i) obsahuje nulovy vektor prostoru W. Jestlize
wy,wy € f(V'), pak existuji vy, vy € V', pro které f(v1) = wy a f(va) = we. Podle
definice homomorfismu je

flor +v2) = f(v1) + f(v2) = w1 + w2,

a protoze vy + v € V' (nebot V' je podprostor), je wy + wy € f(V'). Jestlize
w € f(V'), pak existuje vektor v € V', pro ktery f(v) = w. Podle definice homo-
morfismu je pro kazdé a € T

flav) =a- f(v) = aw ,

a protoze av € V' (nebot V' je podprostor), je aw € f(V'). Mnozina f(V') je
tedy neprazdné, uzaviena vzhledem ke s¢itani vektort a vzhledem k nasobeni vek-
tord skaldry a je proto podprostorem prostoru W. Tvrzeni (iv) je tedy dokazéano;
tvrzeni (v) je disledkem tvrzeni (iv), nebof Im f je obrazem prostoru V.

Necht M je mnoZinou generdtorii prostoru V a necht w € Im f je libovolné
zvoleny vektor. Pak existuje vektor v € V, pro ktery je f(v) = w. Vektor v je
linearni kombinaci vektortt mnoziny M; pisSme:

k
v:E a;x; , kde zy,....,xpx €M, ay,...,ap €T .
i=1

Podle tvrzeni (iii) je

k
w = f(v) Zzaif(xi) )
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tj. vektor w je linedrni kombinaci vektort f(x1),..., f(xx) € f(M). Mnozina f(M)
tedy generuje podprostor Im f.

Necht W’ je podprostorem prostoru W a V' je jeho tplny vzor, tj. mnozina
vech vektortt v € V, pro které f(v) € W’'. Mnozina V' je neprazdné, nebot
obsahuje nulovy vektor (viz (i) ). Necht vy1,va € V', tj. f(v1), f(v2) € W’. Podle
definice homomorfismu je f(v; +vg) = f(v1)+ f(v2) . Protoze f(v1)+ f(v2) € W’
(nebot W’ je podprostor), je v1 + vy € V'. Necht v € V', tj. f(v) e W, aa € T.
Podle definice homomorfismu je f(av) = a-f(v) . Protoze je a- f(v) € W’ (nebot W’
je podprostor), je av € V'. Mnozina V' je tedy neprdzdné, uzaviend vzhledem ke
séitani vektorti a nasobeni vektorii skalary, tj. V' je podprostorem prostoru V.
Tvrzeni (vii) je dokdzdno; tvrzeni (viii) je dusledkem tvrzeni (vii), nebot Ker f je
uplnym vzorem nulového podprostoru prostoru W.

Necht w € Im f. Zvolme libovolny vektor v € V', pro ktery je f(v) = w. Jestlize
je u € Ker f, pak je

flotu)=f)+ flu)=w+o=w;

linearni mnozina v 4+ Ker f je tedy obsazena v tplném vzoru vektoru w. Jestlize
f(x) = w pro néjaky vektor x € V, pak

flx—v)=fl2) = fv)=w—-w=o0,

takze jex —v =y € Ker f a tedy z = v +y € v + Ker f. Uplnym vzorem vektoru
w € Im f je tedy linedrni mnozina v + Ker f. [

10.5. Priklad. Zobrazeni d, které kazdému polynomu s redlnymi koeficienty pii-
fazuje jeho derivaci, je homomorfismus prostoru R[z]| do prostoru R[z]|. Jadro to-
hoto homomorfismu tvofi vSechny konstantni polynomy; mtizeme psét Ker d = [1].
Ziejmé je Imd = Rz]. Obrazem podprostoru tvofeného pravé vSemi polynomy
stupné nejvyse n je podprostor pravé viech polynomt stupné nejvyse n — 1. Upl-
nym vzorem podprostoru vSech polynomi stupné nejvyse n je podprostor vSech
polynomi stupné nejvyse n + 1. Uplnym vzorem polynomu

ant™ + ap12" V4 +ayz + ag
je linearni mnozina

Qn

n+1xn+l+%xn+'”+“0x+[1];

polynomy této mnoziny se lisi pouze absolutnim ¢lenem.

10.6. Véta. Jestlize f je homomorfismus prostoru U do prostoruV a g homomor-
fismus prostoru V' do prostoru W, potom sloZené zobrazeni gf je homomorfismus
prostoru U do prostoru W.
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Diikaz. Necht ui,us € U. ProtoZe f i g jsou homomorfismy, je
(9)(u1 +u2) = g(f(u1 +u2)) = g(f(u1) + f(u2)) =
= g(f(u1)) + g(f(u2)) = (9.f)(u1) + (9.f)(u2) -

Necht v € U a a € T. ProtoZe jsou f a g homomorfismy, je

(9./)(au) = g(f(au)) = g(a - f(u)) = a- (9(f(u))) = a- (9f)(u) .

Ukézali jsme tedy, Ze sloZené zobrazeni gf je homomorfismus prostoru U do pro-
storu W. 0O

Jestlize je tedy f € Hom (U,V) a g € Hom (V, W), pak je gf € Hom (U, W);
stru¢né fikdme, Ze slozeni homomorfismu je homomorfismus.

ProtoZe pro sklddani homomorfismi plati asociativni zdkon (ten plati obecnéji
pro sklddani zobrazeni), neni nutné uzivat pii zdpisech slozenych homomorfismi
zévorek.

10.7. Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a M je podmmnoZina
prostoru V. MnoZzina M je bdzi prostoru V prdve tehdy, kdyZ libovolné zobrazeni
mnoziny M do libovolnée zvoleného prostoru W nad télesem T je mozno prdve
jedingm zpusobem roz$irit na homomorfismus.

Dikaz. (i) Pfedpoklddejme, ze M je baze prostoru V. Necht g je néjaké zobrazeni
baze M do néjakého vektorového prostoru W. Definujme zobrazeni f prostoru V
do prostoru W takto: libovolné zvoleny vektor v € V se da jedinym zptisobem
zapsat jako linearni kombinace vektora baze M; pisme

v=Y b,x, kde b, €T prokazdé z¢€M .
xeM
Obraz tohoto vektoru v pfi zobrazeni f definujme rovnosti
F@) =" bag(x) .
zeM

Ma-1i byt zobrazeni f homomorfismem rozsifujicim zobrazeni g, pak jinym zpt-
sobem f definovat nemiizeme (viz 10.4(iii) ). Odtud vyplyva jednoznacnost; nyni
dokazme, Ze f je homomorfismus.
Jestlize je jests v’ € V,
o= ba, kde b, €T prokazdé z€ M,
reM

aa €T, pak je
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a podle definice zobrazeni f je

fw+o) =Y (b +V)g(@) = Y bog(x) + Y brg(a) = f(v) + f()

xeM xeM xeM

flav) = Z(ab )=a- Z brg(x) =a- f(v) .

reM reM

Zobrazeni f je tedy homomorfismus.

(ii) Pfedpokladejme naopak, Ze libovolné zobrazeni mnoziny M do libovolné
zvoleného prostoru W je mozno jedinym zpisobem rozsifit na homomorfismus.
Jestlize je mnozina M linedrné zavisla, pak je néjaky vektor v € M mozno vyjadrit
jako linedrni kombinaci ostatnich vektort mnoziny M, tj.

vzg a;v; , kde v,vi,...,up €M, ay,...,ap €T

(uvaZzované vektory jsou navzijem ruzné a skalary vesmés nenulové). Zobrazeni g
mnoziny M do libovolné zvoleného nenulového vektorového prostoru W, které vek-
tortim vy, . .., v pritadi nulovy vektor a vektoru v vektor nenulovy, nejde rozsitit
na homomorfismus f, nebot by pak muselo platit

0# f(v Zabf v;) =

7 tohoto sporu vyplyva, Zze mnozina M je linedrné nezavisla.

Predpokladejme tedy, ze mnozina M je linedrné nezavisla, ale neni mnozinou
generatoru prostoru V. Rozsifme ji na bazi IV prostoru V. Zobrazeni g mnoziny M
do prostoru V jde ziejmé vice zpusoby rozsifit na zobrazeni mnoziny N do pro-
storu V' (nebot M je vlastni podmnozinou mnoziny N) a tedy i vice zplisoby na
homomorfismus prostoru V' do prostoru V (podle jiz dokdzané implikace — prvni
¢ast ditkazu). Z tohoto sporu vyplyva, Ze mnozina M je bézi prostoru V. 0O

10.8. Dusledek. Necht Va W jsou vektorové prostory nad télesem T. KaZdy ho-
momorfismus prostoru V' do prostoru W je urcen obrazy vektoru libovolné zvolené
baze prostoru V. O

Chceme-li tedy definovat homomorfismus prostoru V' do prostoru W, staci zvolit
néjakou bazi prostoru V' a vektorim této baze prifadit néjaké vektory prostoru W.
Tento zpusob definovani homomorfismi budeme casto pouzivat.

Podle pfedchoziho dusledku mutze byt napf. kazdy homomorfismus g podpro-
storu U prostoru V' do prostoru W rozsifen na homomorfismus f prostoru V do
prostoru W. Staci zvolit néjakou bazi M podprostoru U, rozsifit ji na bazi N
prostoru V', na vektorech baze M definovat homomorfismus f stejné jako g a na
vektorech z N . M libovolné.
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10.9. Definice. Surjektivni homomorfismus se nazyva epimorfismus, injektivni
homomorfismus se nazyva monomorfismus, bijektivni homomorfismus se nazyva
izomorfismus.

Jestlize existuje izomorfismus prostoru V' na prostor W, fikdme, ze prostory V'
a W jsou izomorfni a tento fakt zapisujeme symbolem V = W,

Homomorfismus prostoru V' do téhoz prostoru V' se nazyva endomorfismus pro-
storu V' nebo téz linedrni operdtor na prostoru V. Bijektivni endomorfismus pro-
storu V' (tj. izomorfismus V na V') se nazjva automorfismus prostoru V.

Mnozinu vSech endomorfismii prostoru V' zna¢ime End V', mnozinu vsech auto-
morfismu prostoru V' zna¢ime Aut V.

Z¥ejmé je AutV C EndV = Hom (V, V).

10.10. P¥iklady.

(i) Zobrazeni log prostoru R* (viz 8.19(x)) do prostoru R, které kazdému klad-
nému redlnému ¢&islu  ptifazuje ¢islo log, , je izomorfismus prostoru R™ na pro-
stor R, nebot jde o bijekci a pro libovolné zvolen4 ¢isla x,y € RT, a € R plati

log, zy =log, x + log, v , log, 2% =alog, x .

Prostory RT a R jsou tedy izomorfni. Poznamenejme, Ze nezalez na tom, jaky
zaklad z logaritmu uvazujeme.

(ii) Zobrazeni f prostoru R? do prostoru R?, které vektoru (z, y, z) pfifazuje vektor
(x 4+ y,2y — z), je epimorfismus.

(iii) Zobrazeni f prostoru R® do prostoru R%, které vektoru (z,y,z) pfitfazuje
vektor (z,x +y,x +y + z,& —y + 22), je monomorfismus.

(iv) Vnofeni podprostoru U do prostoru V, které jsme definovali v 10.3(ii), je
ziejmé monomorfismus. P¥irozeny homomorfismus prostoru V na faktorovy prostor
V/U, ktery jsme definovali v 10.3(iii), je zfejmé epimorfismus. Identicky automor-
fismus 1y prostoru V definovany v 10.3(ii) je bijekce; termin zavedeny v 10.3(ii)
je tedy ve shodé s definici 10.9.

(v) Necht V je prostor dimenze m nad télesem 7' a M = {v1,...,v,} jeho baze.
Priradime-li kazdému vektoru x € V' jeho soutfadnice vzhledem k bazi M, dosta-
neme izomorfismus f prostoru V na prostor T"". Vidéli jsme uz, Ze toto zobrazeni
je bijekce (viz 8.13, 8.14 a déle); ukazme, Ze jde vskutku o izomorfismus.

Jestlize je
m m
x:Zaivi, yszivi a cel,
i=1 i=1

potom je
m

m
Tty = Z(ai +bi)v; cx = anivi .
i=1

=1
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Je tedy
f(x):(ala"'aaﬂl)v f(y):(blavbm)7

f(x+y):(al+bla"'aam+b1n)7 f(cx):(cal,...,cam),

takze plati rovnosti

f@+y)=f@)+fly) a  flex)=cf().

Zobrazeni f je tedy izomorfismus prostoru V' na prostor 7.

Jestlize ma prostor V nekonec¢nou dimenzi «, pak postupujeme obdobné; zmeéni
se jen oznaCeni. Vektoru x € V pfifadime jeho soufadnice (a,)yenr vzhledem
k pevné zvolené bazi M. Dostdvame bijekci f prostoru V na prostor K (TM), tj.
na direktni soudet o exemplait télesa T' (viz ptiklad 9.12). Je-li

x:Zavv, y:vav a ceT,

veM veM

je
x—l—yZZ(av—i—bv)v a cx:anvv.

veEM veM

Tedy
f(@) = (av)vem , f(y) = (bo)ven ,

flz+y) = (ay +by)vens f(ex) = (cay)venm ,

takze f je izomorfismus.

(vi) Zobrazeni f prostoru vSech polynomu stupné nejvyse n nad télesem T' (n je
pevné zvoleno) do prostoru 7", které kazdému polynomu ag + a1z + - - - + a, x"
pfitazuje (n + 1)-tici (ag, a1, - . ., an) jeho koeficientlt, je izomorfismus. Jde vlastné
o izomorfismus z piikladu (v), ktery kazdému polynomu pfifazuje (n + 1)-tici jeho
soutadnic vzhledem k bazi {1,z,22,... 2" }.

Podobné muzeme hovofit o izomorfismu prostoru T'[z] vSech polynomu nad
télesem T na prostor K(TV) posloupnosti prvki télesa 7', které maji jen ko-
necné mnoho nenulovych prvki; tento izomorfismus prifazuje kazdému polynomu
ag + a1x + -+ + a,z™ posloupnost (ag,a1,...,a,,0,0,...). Uvédomme si, ze jde
o soufadnice uvazovaného polynomu vzhledem k bazi {1,z, 22, ...} prostoru T[z].
(vii) Necht V je vektorovy prostor vSech funkei v, které maji na intervalu (0, 1)
spojitou druhou derivaci a pro které je v(0) = v/(0) = 0. Necht p, ¢ jsou pevné
zvolené funkce, které jsou spojité na intervalu (0,1). Pfifadime-li kazdé funkci
v € V funkci

U” +pvl _"_ q’U ,
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dostavame izomorfismus prostoru V' na prostor vsech spojitych funkei na intervalu
(0,1). Uvazované zobrazeni je zfejmé homomorfismus; navic z teorie diferencial-
nich rovnic plyne, Ze pro kazdou funkci y, kterd je spojita na intervalu (0,1), ma
diferencialni rovnice

y:x”—&—pm'—&-qx

praveé jediné feseni z € V. Jde tedy o izomorfismus.

10.11. Priklad. Nasledujici véta o homomorfismu nema v teorii vektorovych pro-
stord ten vyznam jako véta o homomorfismu v teorii grup ¢i jinych algebraickych
struktur. Uvadime ji kvili procviceni pojmi a jako pripravu pro obecnou algebru.

Véta o homomorfismu Nechf f je homomorfismus prostoru V' do prostoru W ;
oznacme v piirozeny homomorfismus prostoru V' na faktorovy prostor V/Ker f
a v vnotent podprostoru Im f do prostoru W. Potom existuje prdavé jeding izomor-
fismus k prostoru V/Ker f na prostor Im f, pro ktery plati f = ikv.

Diikaz. Definujme zobrazeni  prostoru V/Ker f do prostoru Im f takto: pro kazdy
prvek v + Ker f € V/Ker f polozime k(v + Ker f) = f(v).
Jestlize je v; + Ker f = vg 4+ Ker f, potom je v; — ve € Ker f (viz 7.21(iv) ) a

o= f(v1 —wv2) = f(v1) — f(vz) ;

definice zobrazeni x tedy nezavisi na volbé reprezentanta linearni mnoziny v+Ker f
a je proto korektni. Dale je

(01 + Ker f) + (02 + Ker £)) = £((tn + v) + Ker f) =
= f(v1+v2) = flv1) + f(v2) = k(o1 + Ker ) + k(v2 + Ker f)
k(a(v + Ker f)) = k(av + Ker f) = f(av) =a- f(v) =a- k(v + Ker f) ;

zobrazeni x je tedy homomorfismus. Ziejmé je x(v + Ker f) = 0, pravé kdyz je
f(w) = o, tj. v € Ker f neboli v + Ker f = Ker f. Jadro homomorfismu « je tedy
trivialni, tj. k je monomorfismus. Surjektivita zobrazeni k je zfejmd, takze k je
izomorfismus.

Pro kazdy vektor v € V je

v (v) = (v + Ker f) = 1(f(v)) = () |

takZe rovnost (kv = f plati. Zaroven odtud vyplyva, Ze zobrazeni k jsme jinym
zpusobem definovat nemohli. [

Véta o homomorfismu se ¢asto stru¢né zapisuje v tvaru

V/Ker f 2Im f .
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10.12. Vé&ta. Necht f je homomorfismus prostoru U do prostoru V a g homo-
morfismus prostoru V do prostoru W. Potom plati:
(i) Jsou-li f a g monomorfismy (epimorfismy, izomorfismy), je gf také mo-
nomorfismus (epimorfismus, izomorfismus).
(ii) Jestlize je gf monomorfismus, je f monomorfismus.
(iii) Jestlize je gf epimorfismus, je g epimorfismus.
(iv) Jestlize je gf izomorfismus, je f monomorfismus a g epimorfismus.

Dikaz. Tvrzeni (i) plati, nebot sloZzeni homomorfismi je homomorfismus a slozeni
injekei (surjekcei) je injekce (surjekce).

Jestlize zobrazeni f neni injektivni, neni injektivni ani zobrazeni gf. Jestlize
zobrazeni g neni surjektivni, neni surjektivni ani zobrazeni gf. Plati tedy tvrzeni
(ii) a (iii); tvrzeni (iv) je jejich dtsledkem. O

10.13. Véta. Jestlize je f izomorfismus prostoru V na prostor W, potom je zob-
razeni f~1 izomorfismus prostoru W na prostor V.

Diikaz. Inverzni zobrazeni f~! prostoru W na prostor V existuje, nebot f je bi-
jekce; zobrazeni f ! je rovnéZ bijekce. Dokazeme, Ze f~! je homomorfismus. Necht
wy, wy € W; existuji tedy vektory v, vy € V, pro které f(v1) = wy a f(v) = ws.
Nyni je

SN w1 +wa) = FH(f (o) + f(v2) = fH(f (o1 +v2)) =

= v tvy = fHw) + [N (wa)
Necht w € W; existuje tedy vektor v € V, pro ktery je f(v) = w. Pro kazdé a € T

je
fHaw) = fHaf(v)) = [T (flav)) =av =a- [~} (w) .

Zobrazeni f~! je tedy izomorfismus prostoru W na prostor V. O

10.14. Véta o epimorfismu. Pro homomorfismus f prostoru U do prostoru V
jsou ndsledugjici turzeni ekvivalentni:
(i) f je epimorfismus.
(ii) Ezistuje homomorfismus g prostoru V do prostoru U, pro ktery fg = 1y.
(iil) Jsou-li hy a hy homomorfismy prostoru V do néjakého prostoru W, pro
které h,f = hof, potom hy = hs.

Dikaz. Dokazeme implikace (i) = (i) = (ii1) = (4).

(i) = (i1). Necht f je epimorfismus. Zvolme bazi M prostoru V a definujme
homomorfismus g prostoru V do prostoru U uréenim obrazi vektori baze M
(podle 10.7 — vyuziva se existence takto uréeného homomorfismu): pro kazdy
vektor v € M polozme g(v) = u, kde u € U je néjaky vektor, pro ktery je f(u) = v
— takovy vektor existuje, nebot f je podle pfedpokladu epimorfismus. Pro kazdy
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vektor v € M je nyni fg(v) = v. Endomorfismus fg prostoru V tedy zobrazuje
vektory baze M stejné jako identicky automorfismus 1y prostoru V. Podle véty
10.7 (nyni se vyuzivé jednoznacnosti) je tedy fg = 1y.

(#1) = (ui1). Pfedpokladejme, Ze plati tvrzeni (ii). Jsou-li h; a hy homomorfismy
prostoru V' do prostoru W, pro které je hyf = hof, potom podle tvrzeni (ii) je
hifg=hafg, tj. hi = hs.

(#i1) = (i). Pfedpokladejme, Ze f neni epimorfismus. Zvolme né&jakou bazi M pro-
storu Im f a rozsifme ji na bazi N prostoru V; mnozina N \ M je tedy neprazdna.
Oznacme h; identicky automorfismus prostoru V' a hs endomorfismus prostoru V,
ktery vektory mnoziny M zobrazi identicky a vektory mnoziny N ~\. M zobrazi na
nulovy vektor. Nyni je hif = f = hof a pfitom je hy # ho. Jestlize tedy plati
tvrzeni (iii), pak f musi byt epimorfismus. O

10.15. Véta o monomorfismu. Pro homomorfismus f prostoru V do prostoru
W jsou nasledujict tvrzeni ekvivalentni:

(i) f je monomorfismus.

(ii) Ker f = O.

(iii) Obraz kaZdé linedrné nezdavislé podmnoziny prostoru V. je linedrné nezdvisla
podmnozina prostoru W.

(iv) Obraz kazdé bdze prostoru V je bdze prostoru Im f.

(v) Ezxistuje homomorfismus g prostoru W do prostoru V', pro ktery gf = 1y.

(vi) Jsou-li hy a hy homomorfismy néjakého prostoru U do prostoru V', pro
které fh1 = fho, potom hy = hs.

Diikaz. Dokézeme implikace (i) = (i1) = (4) , (it) = (ii1) = (iv) = (i3) ,
(1) = (i7). Jestlize je f monomorfismus, je nutné Ker f = O, nebot Ker f je tplny
vzor nulového vektoru prostoru W.

(i1) = (i). Predpoklddejme, ze Ker f = O. Jestlize v1,v2 € V a f(v1) = f(v2),
potom je

f(vr —w2) = f(v1) — f(v2) =0 .

Je tedy v1 — vy € Ker f = O, odtud v; = v2 a f je monomorfismus.
Je mozno téz uvazovat takto: Je-li Ker f = O, pak podle 10.4(ix) je Gplny vzor
kazdého vektoru w € Im f jednoprvkovy, tj. f je monomorfismus.

(#5) = (447). Nechf Ker f = O a nechf M je linedrné nezavisld podmnoZina
prostoru V. Pfedpokladejme, ze néjaka netrividlni linedrni kombinace navzajem
rtiznych vektord f(v1), f(va),..., f(vg) mnoziny f(M) je rovna nulovému vektoru:

k
0= Zaif(vi) .
i=1
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Potom je
k k
0= f( E aivi) , neboli E a;v; € Ker f =0 .
i=1 i=1
Protoze je mnozZina M linedrné nezavisla, jsou vSechny koeficienty aq,...,a; nu-

lové. Mnozina f(M) je proto rovnéz linedrné nezévisla.

(i4i1) = (iv). Obraz kazdé baze prostoru V je podle (iii) linedrné nezavisla mno-
Zina vektort prostoru W a podle 10.4.(vi) je zaroveni mnozinou generatorii prostoru
Im f.

(tv) = (ii). Kazdy nenulovy vektor v € V je prvkem néjaké baze prostoru V.
Podle tvrzeni (iv) je jeho obraz f(v) prvkem néjaké baze prostoru Im f a je proto
nenulovy. Tedy Ker f = O.

(1) = (v). Necht f je monomorfismus a M béze prostoru V. Protoze jsme jiz
dokézali ekvivalenci tvrzeni (i) a (iv), je f(M) baze podprostoru Im f prostoru W.
Necht N je baze prostoru W, ktera obsahuje mnozinu f(M) (baze N existuje podle
véty 8.11). Definujme nyni homomorfismus ¢ prostoru W do prostoru V uréenim
obrazi vektor baze N. Jestlize w € N ~\ f(M), definujeme g(w) = o. Jestlize
w € f(M), definujeme g(w) = v, kde v je vektor baze M, pro ktery f(v) = w.
Pro kazdy vektor v € M je tedy ¢f(v) = v. Endomorfismus gf prostoru V tedy
zobrazuje vektory baze M stejné jako identicky automorfismus prostoru V. Podle
véty 10.7 je tedy gf = 1y.

(v) = (vi). Pfedpoklddejme, Ze plati tvrzeni (v). Jsou-li h; a hy homomorfismy
prostoru U do prostoru V', pro které fhy; = fhsy, potom gfhy = gfha, tj. hy = ha.
(vi) = (7). Predpokladejme, Ze plati tvrzeni (vi) a Ze f neni monomorfismus.
Existuji tedy vektory vi,vy € V', v1 # v, pro které f(vy) = f(v2). Zvolme jed-
nodimenzionalni prostor [u] a definujme homomorfismy h; a hy takto (viz 10.7):
hi(u) = v1, ha(u) = va. Nyni fhy = fho a pfitom hy # ho. Jestlize tedy plati
tvrzeni (vi), je f monomorfismus. [

7 ptredchozich dvou vét vyplyva, Ze epimorfismy jsou pravé ty homomorfismy,
kterymi pfi sklddani homomorfismt mtizeme kratit zprava (tj. ,ze zacatku“) a mo-
nomorfismy jsou pravé ty homomorfismy, kterymi pii skladani homomorfismi mu-
Zeme kratit zleva (tj. ,z konce®).

V dtikazu véty o monomorfismu jsme mohli postupovat o néco efektivnéji. Cha-
rakterizace monomorfismu nulovym jadrem (ekvivalence tvrzeni (i) a (ii) ) je vSak
tak elementarni a dilezité, Ze jsme ji dokdzali zv1ast.

10.16. Priklad. Necht V' a W jsou redlné vektorové prostory dimenzi 2 a 1 a
M = {v1,v2}, N = {w} jejich béze. Zobrazeni g béze M do prostoru W definujeme
rovnostmi g(v1) = g(v2) = w. Homomorfismus f rozsifujici zobrazeni g (viz 10.7)
neni monomorfismus, ale piesto je obrazem béaze M prostoru V baze N prostoru
Im f = W. Uvédomme si v8ak, Ze neplati tvrzeni (iv) véty 10.15, tj. neni pravda,
Ze obrazem kazdé béze prostoru V' je baze prostoru Im f. Napf. baze {2v1,va}
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prostoru V' se homomorfismem f zobrazi na mnozinu {2w,w}, kterd je linedrné
zavisla.

10.17. Definice. Necht f je homomorfismus prostoru V' do prostoru W. Hodnos-
t¢ r(f) homomorfismu f budeme rozumét dimenzi podprostoru Im f prostoru W.
Defektem d(f) homomorfismu f budeme rozumét dimenzi podprostoru Ker f pro-
storu V.

Hodnost a defekt homomorfismu f jsou tedy definovany rovnostmi
r(f)=dimImf,  d(f)=dimKerf.

Monomorfismy, izomorfismy a automorfismy maji tedy nulovy defekt; defekt mi-
Zeme chépat jako miru poruseni injektivity homomorfismu.

10.18. Véta o hodnosti a defektu. Pro homomorfismus f prostoru V' do pro-
storu W plati rovnost

dim V = r(f)+d(f) .

Diikaz. Nejprve provedeme diikaz v pfipadé, ze mé prostor V konecnou dimenzi.

Necht {vi,...,v;} je béaze prostoru Ker f a M = {v1,..., 0%, Vkt1s---,Um}
béze prostoru V (takova béze existuje podle véty 8.11). UkéZzeme, Ze mnozina
N = {f(vg41)s--., f(vm)} je bazi prostoru Im f. Podle 10.4(vi) je N mnoZinou
generatort prostoru Im f, nebot f(v1) = = f(vg) = o.

Nejprve ukézeme, Ze vektory f(vk+1),...,f(vm) jsou navzajem ruzné. Kdyby
bylo napt. f(vgt1) = f(vm), byl by vektor vgy1 — v, prvkem Ker f a byl by tedy
line4drni kombinaci vektort vy, ..., v;. To vSak neni mozné, nebot M je béze.

Nyni ukdzeme, ze mnozina N je linedrné nezavisla. Jestlize je

m
Z a/if(vi) =0,
i=k+1
potom je
m
FOY aw) =o
i=k+1
a odtud

m
Z a;v; € Ker f .

i=k+1

Existuji tedy skalary by,...,b; € T takové, ze

m k
E a;v; = E bjl)j .
j=1

i=k+1
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Odtud vyplyva rovnost

k m
E ijj — E a;v; = 0 .
Jj=1

i=k+1
ProtoZze je mnozina M linedrné nezavisld, je axy1 = -+ = a,, = 0 (a rovnéz
by = -+ = b = 0) a mnoZina N je tedy také linedrné nezavisla, tj. N je bazi

prostoru Im f. Vzhledem k tomu, ze dim V. = m, d(f) = k a r(f) = m —k, je
tvrzeni dokazano.

V obecném pripadé, kdy je dimenze prostoru V jakékoliv, postupujeme ob-
dobné. Bazi K podprostoru Ker f rozsifime na béazi M prostoru V. Mnozina
N = f(M \ K) generuje podprostor Im f; pro kazdé dva vektory z,y € M \ K
je f(x) # f(y), proto homomorfismus f vzéjemné jednoznaéné zobrazuje mnozinu
M ~ K na mnozinu N.

Jestlize je néjaka linedrni kombinace vektortt mnoziny N rovna nulovému vek-

toru, tj.
> afv)=o,
veEMNK
potom
Z a,v € Ker f .
vEMNK

Existuji tedy skalary b, € T, v € K, takové, ze

Z avU:vav.

veEMNK veEK

Protoze je mnozina M linearné nezavisla, jsou vSechny koeficienty a,, v € M ~ K
(a rovnéz koeficienty b,, v € K) rovny nule, takZe mnozina N je také linedrné
nezavisld a je tedy bazi podprostoru Im f. Je tedy

dim V = |M|=|K|+ |M~K|=|K|+|N|=d(f)+r(f). O

Vétu o hodnosti a defektu jsme zformulovali a dokazali zcela obecné viceméné
z metodickych davoda. Véta ma vSak vyznam pouze tehdy, kdyz méa prostor V
kone¢nou dimenzi. V tom pfipadé totiz muzeme ze znalosti libovolnych dvou ze t¥i
¢isel dim V', d(f) a r(f) urcit ¢islo zbyvajici. M&-1i prostor V' dimenzi nekone¢nou,
neni to vzdy moZné (nelze odéitat nekoneénd kardinélni ¢isla).

10.19. Dausledek. Jestlize je W podprostorem prostoru V', potom je
dim V =dim W + dim V/W .

Diikaz. Pro piirozeny homomorfismus v prostoru V' na faktorovy prostor V/W je
ziejmé Kerv =W a Imv = V/W. Nyni sta¢i uzit vétu o hodnosti a defektu. O
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10.20. Vé&ta. Necht U,V,W jsou vektorové prostory nad télesem T. Necht f je
homomorfismus prostoru V do prostoru W a g je homomorfismus prostoru U do
prostoru V. Potom je

d(fg) <d(f) +d(g) -

Diikaz. Z¥ejmé je Ker g C Ker fg. Zvolme béazi {u1,...,u,} podprostoru Ker g a
roz8ifme ji na bazi {uy,...,us} podprostoru Ker fg (je tedy r < s). Vime (napf.
z dukazu véty 10.18), ze vektory g(ur41), ..., g(us) jsou navzajem ruzné a linedrné
nezavislé. Protoze tyto vektory lezi v Ker f, je s—r < d(f), tj. d(fg) < d(f)+d(g) -

Poznamenejme, Ze tvrzeni se dokdze obdobnym zptisobem i v pfipadé nekonec-
nych dimenzi. [

10.21. Poznamka. Nechf f je homomorfismus prostoru V' do prostoru W.

Jestlize je f monomorfismus, pak je d(f) = 0 a podle véty o hodnosti a defektu
je

dim V =r(f) = dim Im f < dim W ;

prostor W musi tedy mit dimenzi aspon tak velkou jako prostor V.

Jestlize je f epimorfismus, pak je r(f) = dim W a podle véty o hodnosti a
defektu je

dim V =d(f) + dim W > dim W ;

prostor V' musi mit tedy dimenzi aspon tak velkou jako prostor W.
Jestlize je f izomorfismus, je tedy dim V = dim W (viz déle véta 10.22).

Predpokladejme, ze prostory V a W maji stejnou konec¢nou dimenzi.
KaZzdy monomorfismus f prostoru V' do prostoru W je jiz izomorfismem; je totiz
d(f) =0 a podle véty o hodnosti a defektu je

dim W=dim V =r(f)=dim Im f ,

takze Im f = W a f je epimorfismus.
Podobné je kazdy epimorfismus g prostoru V' na prostor W jiz izomorfismem;
je totiz
dim W =dim V =d(g) + r(g9) = d(g9) + dim W,
takze d(g) = 0 a g je monomorfismus.

10.22. Véta. Dva vektorové prostory jsou izomorfni pravé tehdy, kdyzZ maji stej-
nou dimenzi.

Driikaz. Predpokladejme, ze prostory V a W jsou izomorfni a ze f je néjaky izo-
morfismus prostoru V' na prostor W. Je tedy d(f) = 0, r(f) = dim W a podle
véty o hodnosti a defektu je dim V' = d(f) + r(f) = dim W.

Jing dikaz: Necht M je baze prostoru V. ProtoZe je f monomorfismus, zobra-
zuje bazi M vzajemné jednoznac¢né na néjakou bazi N prostoru Im f. Protoze je f
epimorfismus, je N bazi prostoru W, tedy dim V = |M| = |[N| = dim W.
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Predpokladejme naopak, ze V' a W jsou prostory téze dimenze a M a N jejich
baze. Pak existuje vzajemné jednoznac¢né zobrazeni ¢ mnoziny M na mnozinu N.
Podle véty 10.7 je timto zobrazenim g uréen homomorfismus f prostoru V do
prostoru W, ktery je urcen vztahem

f(z ayv) = Z ayg(v) .

veM veM

Protoze je baze N prostoru W obsazena v obraze Im f, je f epimorfismus. Vzhle-
dem k tomu, Zze homomorfismus f zobrazuje linedrni kombinaci vektort baze M
na linearni kombinaci vektoru baze N se stejnymi koeficienty a,,, je obrazem kazdé
netrivialni linedrni kombinace opét netrivialni linearni kombinace, tj. obrazem ne-
nulového vektoru prostoru V je nenulovy vektor prostoru W. Homomorfismus f
je tedy monomorfismus.

Jing dukaz: Predpokladejme, ze V' je prostor dimenze a a M néjaka jeho béaze.
Piifadime-li kazdému vektoru x = ), a,v € V soubor jeho soutadnic (a,)vens,
dostavame zfejmé izomorfismus prostoru V na prostor K(TM), tj. na direktni
soufet a exemplait télesa T (viz 9.12). Jsou-li V' a W prostory dimenze «, jsou
oba izomorfni s direktnim souctem « exemplaru télesa T a tedy izomorfni navza-
jem. O

V osmém paragrafu jsme vidéli (viz 8.22), Ze vektorovy prostor konecné di-
menze neobsahuje vlastni podprostory téze dimenze a Ze tato vlastnost prostory
konec¢né dimenze charakterizuje; kazdy vektorovy prostor nekone¢né dimenze totiz
obsahuje vlastni podprostory téze dimenze. V nasledujici vété budeme prostory ko-
necné dimenze charakterizovat jinym zptsobem, ktery vSak s vyse uvedenym tzce
souvisi.

10.23. Véta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Ndsledujici tvrzent
jsou ekvivalentni:

(i) Prostor V. md konecnou dimenzi.
(ii) KaZdy injektivni endomorfismus prostoru V' je automorfismem.
(ill) Kazdy surjektivni endomorfismus prostoru V je automorfismem.

Dikaz. Jestlize méa prostor kone¢nou dimenzi, pak podle poznamky 10.21 plati (ii)
a (iii).

Predpokladejme, ze ma prostor V nekonecnou dimenzi. Existuje tedy jeho
vlastni podprostor V', ktery mé stejnou dimenzi (viz 8.22) a podle véty 10.22 exis-
tuje izomorfismus f prostoru V mna prostor V'; zobrazeni f vSak mtizeme chéapat
jako endomorfismus prostoru V', ktery je monomorfismem, ale neni epimorfismem.

Rozsifime-li néjakym zptisobem izomorfismus f~! podprostoru V'’ na prostor V'
na endomorfismus prostoru V', dostaneme surjektivni endomorfismus, ktery neni
monomorfismem. Neplati-li tvrzeni (i), neplati tedy ani tvrzeni (ii) ani tvrzeni (iii).
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Jing dikaz: Necht M je n&jakd baze prostoru V nekonecéné dimenze a necht

v1, V3, ... jsou navzajem riuzné vektory baze M. Definujme endomorfismus f pro-
storu V' urcenim obrazi vektort baze M:
V’L:1727 f(vi)zvi+17

Yv e M,v# v flv)=wv.
Ztejmé je f injektivnim endomorfismem prostoru V', ktery neni automorfismem
(nebot vy ¢ Im f).
Definujme déale endomorfismus g prostoru V' takto:

g(7)1) =0,
Vi=23,... g(vi) = vi_1 ,
Yv e M,v #v; glv)=v.
Endomorfismus g je epimorfismus, ale neni injektivni (nebot v; € Kerg). O

10.24. Dusledek. Necht o je libovolné kardindlni éislo. Kazdy vektorovy prostor
dimenze a nad telesem T je izomorfni s direktnim souctem o exempldri télesa T .

Diikaz. Tento fakt jsme dokazali v druhé ¢asti dikazu véty 10.22. [

Vsechny vektorové prostory nad t€lesem T jsou tedy pravé vSechny direktni
soucty exemplaii télesa T (a jejich izomorfni obrazy) a pro kazdé kardinalni éislo «
existuje (az na izomorfni obrazy) pravé jediny vektorovy prostor nad télesem T,
ktery méa dimenzi . VSechny vektorové prostory koneéné dimenze nad télesem T
jsou tedy reprezentovany vektorovymi prostory O, T, T2,T3,... .

10.25. Dusledek. Dimenze prostoru R vsech redlngch cisel nad télesem Q racio-
ndlnich cisel je nekonecnd.

Diikaz. Pokud by dimenzi prostoru R bylo pfirozené ¢islo n, byl by prostor R
izomorfni s direktnim souétem n exemplait télesa Q. To vSak neni mozné, nebot
mnozina R je nespocetnd a mnozina Q" spocetna. [J

10.26. Véta. Izomorfismus vektorovych prostori je ekvivalence ma tridé vsech
vektorovych prostoru nad télesem T.

Dikaz. Kazdy prostor V je izomorfni sdm se sebou (nebot 1y je izomorfismus).
Jestlize je prostor V izomorfni s prostorem W, pak je rovnéz prostor W izomorfni
s prostorem V (pfejdeme k inverznimu izomorfismu). Jestlize je prostor U izo-
morfni s prostorem V a prostor V izomorfni s prostorem W, pak je i prostor U
izomorfni s prostorem W (sloZeni izomorfismu je izomorfismus). O

Pravé zminéna ekvivalence urcuje disjunktni rozklad t¥idy vSech vektorovych
prostorti nad télesem 7' na t¥idy navzajem izomorfnich prostord. Podle véty 10.22
je to rozklad na t¥idy vektorovych prostorti stejné dimenze. Ke kazdému kardi-
nalnimu ¢islu a existuje praveé jedina takovato tiida, ve které jsou pravé vSechny
prostory nad télesem 7', které maji dimenzi «. Za reprezentanta této t¥idy mitizeme
povazovat direktni soucet o exemplaia télesa T
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10.27. Vé&ta. Necht V. a W jsou vektorové prostory nad télesem T. MnoZina
Hom (V, W) je podprostorem vektorového prostoru WV .

Diikaz. PYipomeiime nejprve, ze vektorovy prostor WV viech zobrazeni prostoru V
do prostoru W jsme definovali v ptikladu 7.8(ix).

Mnozina Hom (V, W) obsahuje nulovy homomorfismus prostoru V' do prostoru
W a je tedy neprazdna. Zbyva dokazat, Ze je uzaviena vzhledem ke s¢itani vek-
tord i vzhledem k ndsobeni vektort skaldry z télesa T. Necht f, g € Hom (V, W),
v,v1,v2 € V, a,b € T. Nyni je

(f +9)(v1 +v2) = f(v1 +v2) + g(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) + g(v1) + g(v2) =

= f(v1) +g(v1) + f(v2) + g(v2) = (f + g)(v1) + (f + g)(v2) -

Pii prvni a ¢tvrté rovnosti jsme uzili definici s¢itani zobrazeni prostoru V' do
prostoru W (sé¢itani vektort prostoru WV), pti druhé rovnosti jsme vyuzili toho,
e f a g jsou homomorfismy, pfi tfeti rovnosti jsme uzili komutativitu sc¢itani
vektord prostoru W. Obdobné je

(f+9)(av) = flav) +g(av) = a- f(v)+a-g(v) = a-(f(v) +9(v)) = a-(f+g)(v) -

Soucet f + g homomorfismi f, g je tedy homomorfismus, tj. f + ¢g € Hom (V, W).
Dale je

(af)(v1 +v2) =a- f(vi+v2) =a- (f(v1) + f(v2)) =a- f(v1) +a- f(v2) =

= (af)(v1) + (af)(v2) ,
(af)(bv) = a-f(bv) = a-(b-f(v)) = (ab)-f(v) = (ba)-f(v) = b-(a-f(v)) = b-(af)(v) -

Nésobek af homomorfismu f je tedy homomorfismus, tj. af € Hom (V, W).

Podmnozina Hom (V, W) prostoru WV je tedy uzaviena vzhledem ke sé¢itani
vektordl (tj. homomorfismil) i vzhledem k ndsobeni vektord (tj. homomorfismi)
skalary a je tedy podprostorem prostoru W". 0O

Povsimnéme si, ze pii diikazu rovnosti (af)(bv) = b-(af)(v) jsme poprvé vyuzili
komutativitu nasobeni v télese T'.

10.28. Véta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. MnoZina EndV se
sc¢itanim a skldddnim endomorfismi a ndsobenim endomorfismi skaldry je linedrni
algebrou nad telesem T, kterd md jednotkovy prvek.

Diikaz. Podle ptedchozi véty je mnozina EndV = Hom (V,V) se séitdnim en-
domorfismi a nasobenim endomorfismt skalary vektorovym prostorem nad té-
lesem T'. Skladani endomorfismi je asociativni, jednotkovym prvkem vzhledem
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k této operaci je identicky automorfismus. Zfejmé plati i oba distributivni za-
kony a vazba sklddani endomorfismi a nasobeni endomorfismii skalary: pro kazdé
fg,h€eEndV aacT je

flg+h)=fg+ fh, (f+9)h=fh+gh,

(af)g=a-(fg) = f(ag) .

Mnozina End V' s uvazovanymi operacemi je tedy linedrni algebrou nad télesem T7;
navic ma tato algebra jednotkovy prvek 1y. O

10.29. Véta. NechtV je vektorovy prostor nad télesem T'. MnoZina AutV s ope-
ract skldddni automorfismi je grupa.

Dikaz. Skladani automorfismi prostoru V' je asociativni binarni operace na mno-
ziné Aut V', identicky automorfismus 1y je jednotkovym prvkem, inverznim prv-
kem k automorfismu f je inverzni automorfismus f~1. O

Uvédomme si, Zze soucet dvou automorfismu prostoru V' nemusi byt automorfis-
mem; trividlnim piikladem je rovnost f + (—f) = 0. Podmnozina AutV prostoru
(resp. linearni algebry) End V' tedy neni uzaviena vzhledem ke séitani.

Sklddani endomorfismii (automorfismit) prostoru V' neni komutativni. Jestlize
pro endomorfismy f,g € EndV plati rovnost fg = ¢gf, potom fikdme, ze f a g
komutuji, nebo ze jsou zdmeénne.

V zavéru tohoto paragrafu uvedeme definici homomorfismu linearnich algeber
a nékolik prikladd.

10.30. Definice. Necht V' a W jsou linedrni algebry nad télesem T'. Zobrazeni f
algebry V' do algebry W se nazyva homomorfismus, jestlize

(i) Vz,y eV fle+y) = fl2)+ ),
(ii) Vz,y € V flay) = f(2)- fly),
(iii) Yz e V VaeT flax)=a- f(z).
Jestlize je homomorfismus f injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni, nazyva
se monomorfismus, resp. epimorfismus, resp. izomorfismus.
Jestlize existuje izomorfismus linearni algebry V na linearni algebru W, pak
fikdme, ze jsou algebry V a W izomorfni a pisSeme V = W.

10.31. Priklady.

(i) Zobrazeni redlné algebry C vSech komplexnich éisel do realné linearni algebry
H vsech kvaternionti, které kazdému komplexnimu ¢islu a + bi prifazuje kvaternion
a + bi, je monomorfismus linearni algebry C do linearni algebry H.

Zobrazeni g algebry H do algebry C, které kazdému kvaternionu a+bi+cj +dk
prifazuje komplexni ¢islo a + bi, je epimorfismus.
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(ii) Zobrazeni f linedrni algebry H vsSech kvaterniont do linedrni algebry C2*2
¢tvercovych komplexnich matic fadu 2, které kazdému kvaternionu a+bi+cj +dk

a+di b+c
—b+c a—di
je monomorfismus algebry H do algebry C2*2. Mnozina viech matic vyse uvede-

ného typu, tj. Im f, je podalgebrou algebry C2*2.
Dalsi priklady pozname pozdéji.

prifazuje matici
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ITI. MATICE

11. MATICOVA REPREZENTACE HOMOMORFISMU

V tomto paragrafu budeme vysetfovat jen vektorové prostory konecné dimenze.
Jejich baze budeme vzdy chapat jako Gplné usporadané mnoziny; tato usporadani
budou urcena indexovanim vektort pfirozenymi ¢isly. V nésledujicich definicich
a vétach tyto predpoklady jiz nebudeme uvadét.

Necht f je homomorfismus vektorového prostoru V' do vektorového prostoru W.
Necht M = {v1,...,vn} je baze prostoru Va N = {ws, ..., w,} baze prostoru W.
Obrazy f(v1),..., f(vm) vektord wi,...,v, baze M vyjddiime soufadnicemi
vzhledem k bazi N:

(flor)n = (a11, 021, .., am1) tj. flo) = anw;
i=1

(fi))n = (a1j, 25, .- anj) tj. Fw) = agw;
i=1

<f(vm)>N = (a1m7a2m7 ey anm) ) tJ f(vm) = Z Aim Wy .
=1

Homomorfismu f nyni pfifadime matici

ail [N ayj ce A1m

asy a2; A2m,

(075 Anj - Apm,
typu n x m, tzv. matici homomorfismu f vzhledem k bazim M, N. V jejim j-tém
sloupci (j = 1,...,m) jsou soufadnice obrazu j-tého vektoru baze M vzhledem
k bazi N.
11.1. Definice. Necht V' a W jsou vektorové prostory dimenzi m a n nad téle-
sem T a f je homomorfismus prostoru V' do prostoru W. Necht M = {vy,..., v}

je baze prostoru V' a N baze prostoru W. Matici homomorfismu f vzhledem k ba-
zim M, N budeme rozumét matici typu n x m nad télesem 7', ve které na misté ij
stoji i-t4 soufadnice vektoru f(v;) vzhledem k bazi N.

Matici endomorfismu g prostoru V' vzhledem k bazi M budeme rozumét matici
homomorfismu g prostoru V' do prostoru V' vzhledem k bazim M, M.

Jsou-li tedy dany baze M, N prostoru V, W, pak kazdému homomorfismu pro-
storu V' do prostoru W je prifazena jistd matice. Tato matice homomorfismus f
urcuje, jak ukazuje nasledujici véta.
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11.2. Véta. Necht V a W jsou vektorové prostory dimenzi m a n nad télesem T
a M, N bdze téchto prostori. Necht [ je homomorfismus prostoru V' do prostoru W
a A matice typu n X m nad télesem T. Matice A je matici homomorfismu f
vzhledem k bdzim M, N pravé tehdy, kdyZ pro kaZdy vektor v € V je

(f)N =4 () - (1)

Diikaz. Pisme M = {vi,...,vm}, N ={wq,...,wy} a A= (a;;). Pfedpokladejme
nejprve, ze A je matice homomorfismu f vzhledem k bazim M, N. Pro kazdé
j=1,...,m je tedy

f(Uj) = Zaijwi .
=1

Necht v je libovolny vektor prostoru V; vyjadfeme jej souradnicemi vzhledem
k bazi M:

)= (b1, bm) , ti v=) by .
j=1
Odtud
F) = bif () =D b (Y agw) =Y (D aibs) - wi
j=1 Jj=1 1=1 =1 gj=1
tj.

(f(v)n = ( ialjbj,...,ianjbj) .
T

Dokéazali jsme tedy, Ze soucin matice A s matici (v)}, je roven matici (f(v))%;
rovnost (1) tedy plati.

Predpoklddejme naopak, ze pro kazdy vektor v € V' plati rovnost (1). Jestlize
je B matice homomorfismu f vzhledem k bazim M, N, potom (podle prévé doka-
zané implikace) je pro kazdy vektor v € V

(f)y =B () - (2)
Porovnanim rovnosti (1) a (2) vidime, Ze pro kazdy vektor v € V je
A (v)y =B (v)j -

Po dosazeni vektoru vy (prvni vektor baze M) tato rovnost pfejde v rovnost prv-
nich sloupct matic A a B. Postupnym dosazenim vektord vy, ..., v, tak dojdeme
k rovnosti matic A a B. Matice A je tedy matici homomorfismu f vzhledem k ba-
zim M,N. O
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11.3. Piiklady.

(i) Homomorfismus f prostoru R do prostoru R* zobrazuje vektor (z,y,z) na
vektor (z 4+ y,y + 2,2 + z,z). Najdeme matici tohoto homomorfismu vzhledem ke
kanonick§m béazim prostori R3 a R%.

Vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) se homomorfismem f zobrazi po fadé na vek-
tory (1,0,1,1),(1,1,0,0), (0,1, 1,0); soufadnice téchto vektorti vzhledem ke kano-
nické béazi jsou tytéz c¢tvefice. Matici homomorfismu f vzhledem ke kanonickym
béazim je tedy matice

1 10
0 11
A_101
1 00

Rovnost (1) z véty 11.2 m4 v tomto konkrétnim piipadé tvar

Tty 1 10
y+z| [0 1 1 *
z+z] |1 0 1 vl
x 100 &

tj. odpovida predpisu, kterym je homomorfismus f definovan.

Najdéme nyni matici homomorfismu f vzhledem k bazim

M =1{(1,1,0),(1,0,1),(0,—-1,0)} ,

N ={(1,1,0,1),(1,0,0,0), (0,1,1,0), (0,1,1,1)} .
Vektory bdze M se pii f zobrazi na vektory (2,1,1,1),(1,1,2,1),(-1,-1,0,0).
Tyto vektory musime vyjadrit soufadnicemi vzhledem k bazi N; n€kdy je mozno
prislusné souradnice uhodnout, jindy je tfeba je vypocitat, nap¥. pomoci soustavy
linearnich rovnic. V nasem pripade€ je

(2,1,1,1) =2-(1,0,0,0) + (0,1,1,1) ,
(1,1,2,1) = —(1,1,0,1) + 2 (1,0,0,0) + 2- (0,1,1,1)} ,
(-1,-1,0,0) = —(1,1,0,1) — (0,1,1,0) + (0,1,1,1) .

Matici homomorfismu f vzhledem k bazim M, N je tedy matice

0 -1 -1
2 2 0
B= 0 0 -1
1 2 1
Rovnost (1) z véty 11.2 m4 tvar
—-b—c 0 -1 -1
20420 | _[2 2 0 ;
—c 10 0 -1 '
a+2b+c 1 2 1 ¢
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tato rovnost definuje homomorfismus f v soufadnicich vzhledem k bazim M, N.
(ii) Matici identického automorfismu 1y prostoru V' vzhledem k libovolné béazi
prostoru V je jednotkova matice.

(iii) Endomorfismus f prostoru vSech polynomu stupné nejvyse 5 s redlnymi koe-
ficienty, ktery kazdému polynomu pfifazuje jeho derivaci, ma vzhledem k bézi
{1, 2,22 2%, 2* 2%} matici

(el el el e Mo N
S oo o o+
SO OO O NO
O OO wWo o
S O kO OO
oS oo O O O

Vzhledem k bazi
{Li4+z1+2z+2® 1+at+2? 423 1+t +28 4ot 1 +2? +2° +2* +2°)

ma tento endomorfismus matici

01 -1 -1 -1 -1
0 0 2 -1 -1 -1
0 0 0 3 -1 -1
0 0 0 0 4 -1
0 0 0 0 0 )
0 0 0 0 0 0

11.4. Vé&ta. Necht U,V,W jsou vektorové prostory nad télesem T a K,M,N
po Tadé jejich bdze, necht f je homomorfismus prostoru V do prostoru W a necht g
je homomorfismus prostoru U do prostoru V. Jestlize A je matici homomorfismu f
vzhledem k bdzim M, N a B matici homomorfismu g vzhledem k bdzim K, M,
potom je soucin AB matici homomorfismu fg vzhledem k bazim K, N.

Tvrzeni véty 11.4 je spjato s nasledujicim schématem:

fg
——

W f 1% g U
N M K
A B
AB

V takovychto schématech kreslime Sipky zprava doleva, nebot pti skladani homo-
morfismu zapisujeme jednotlivé symboly také zprava doleva (nejprve se provadi g
a potom f).
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Dikaz. Podle pfedchozi véty (uZijeme ji dvakrat: nejprve pro f a pak pro g) je pro
kazdy vektor u € U

(fo) )y = (flgw))y = A-{g(uw)y = A- (B (W) = (AB) - (u)f -
Znovu podle pfedchozi véty (tentokrat vyuzijeme opac¢né implikace) je matice AB
matici homomorfismu fg vzhledem k bazim K, N. O

11.5. Dusledek. NechtV a W jsou vektorové prostory téZe dimenze, M, N jejich
baze, f je izomorfismus prostoru V do prostor W a A matice homomorfismu f
vzhledem k bdzim M, N. Matice A je invertibilni, pravé kdyz je f izomorfismus;
matice A™' je potom matict izomorfismu f~1 vzhledem k bdzim N, M.

Diikaz. Necht f je izomorfismus a B matice izomorfismu f~! vzhledem k bazim
N, M. Podle piedchozi véty je AB matici identického automorfismu 1y, vzhledem
k bazi N a BA matici identického automorfismu 1y vzhledem k béazi M. Podle
11.3(ii) je AB=BA=FE,tj. B= AL

Necht A je invertibilni a ¢ homomorfismus prostoru W do prostoru V', jehoz
matici vzhledem k bazim N, M je matice A~!. Podle piedchozi véty je E = A-A~!
matici endomorfismu fg prostoru W vzhledem k bazi N a E = A~'A matici
endomorfismu gf prostoru V vzhledem k bazi M. Proto je fg = 1w a gf = 1y,
tj. f je izomorfismus. [

11.6. Definice. Necht V je vektorovy prostor a M, N jeho dvé baze. Matici
prechodu od baze M k bazi N budeme rozumét matici identického automorfismu
prostoru V' vzhledem k bazim M, N.

11.7. Transformace soufadnic. Necht M, N jsou bdze prostoru V. JestliZe je
A matici pfechodu od baze M k bdzi N, potom pro kazdy vektor v € V je

() = A~ (v)3 - (3)
Diikaz. Tvrzeni ihned vyplyva z véty 11.2 a definice matice prechodu 11.6. [

V literatufe najdeme pro matici A definovanou v 11.6 obvykle termin matice
prechodu od baze N k bazi M. Je to proto, Ze ve sloupcich matice A jsou soufadnice
vektori baze M vzhledem k bézi N; zname-li tedy bazi N a matici A, vypocteme
snadno vektory baze M; od baze N tedy ,prejdeme” k bazi M. My jsme zavedli
pro matici A méné obvykly termin matice prechodu od bdze M k bdzi N ze dvou
dtvodu:

— Matice A slouZi k prechodu od soufadnic vzhledem k bézi M k soutradnicim

vzhledem k béazi N (viz vzorec (3)).

— Slovni spojeni ,,od baze M k bazi N* vyjadiuje smér Sipky identického auto-
morfismu, jehoz je A matici:

Ve v
N M
A

Nésledujici tvrzeni vyplyvaji z 11.4 a 11.5.
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11.8. Dusledky.

(i) Matice A prechodu od bdze M k bdzi N je rovna soucinu BC matice B
prechodu od baze K k bazi N a matice C prechodu od bdze M k bazi K.

(ii) KaZdd matice pfechodu je invertibilni. Jestlize A je matici pfechodu od
bdze M k bdzi N, potom je A~ matici prechodu od bdze N k bdzi M.
Jestlize je tedy pro kazdy vektor v eV

W)y =A- (),

potom je
Wy=A""(v)y . O

11.9. Priklad. UvaZzujme baze
M=1{(211),(1,2,1),(1,1,2)}, N ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

vektorového prostoru Z3. Vektory baze M vyjadiime pomoci vektori baze N takto:

(27171) = (17171) + (1707 0) b
1,2,1) = (1,1,1) + (1,1,0) +4- (1,0,0) ,
(1,1,2) =2-(1,1,1) +4- (1,1,0) .

Matice prechodu od baze M k bazi N tedy vypada takto:
1 1 2
A=(0 1 4
1 40
Matici A jsme mohli ziskat téz jako soucin BC, kde B je matice prechodu od

kanonické baze k bazi N a C je matice pfechodu od baze M ke kanonické béazi (viz
11.4, resp. 11.8(i) ):

00 1 2 1 1
B=(0o 14|, cCc=[121
1 40 11 2

Jsou-li (z,vy, 2) soufadnice vektoru v € Z3 vzhledem k bazi M, jsou
(x4+y+2z,y+4z,x + 4y)

soufadnice tohoto vektoru vzhledem k bazi N; tuto skutecnost zjistime uzitim
vzorce (3).
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Vyjadreme jesté vektory baze N pomoci vektort baze M:

(LL1) =4 (21,1)+4-(1,2,1) +4-(1,1,2) ,

(1,1,0)0=3-(2,1,1) +3-(1,2,1) +2-(1,1,2) ,

(1,0,0) =2-(2,1,1) + (1,2,1) + (1,1,2) .
Matici pfechodu od baze N k bazi M je tedy matice

4 3 1] ;
4 2 1
snadno se pfesvédéime, Ze jde o matici A~!. Tuto matici miizeme ziskat téz jako

souc¢in matice prechodu od kanonické baze k bazi M a matice pfechodu od baze N
ke kanonické bazi (jde o matice C~1 a B™1):

2 11 111
cl=112 1], B1t=[110
11 2 1 00

(Povsimnéme si, ze matice C je sama k sobé& inverzni.) Jsou-li (a,b,c) soufadnice
vektoru v € Z2 vzhledem k bazi N, jsou (4a + 3b + 2c¢,4a + 3b + ¢, 4a + 2b + ¢)
soufadnice tohoto vektoru vzhledem k bazi M.

y

e, e,

11.10. Priklad. Mé&jme v roviné dvé kartézské soustavy soufadnic se spole¢nym
pocatkem O. Vzajemny vztah téchto soustav S a S’ je urcen tthlem «; Fikdme téz,
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Ze soustava S’ vznikla otodenim soustavy S kolem pocatku O o thel a. Chceme
uréit vztah soufadnic vzhledem k soustavam S a S’. Ozna¢me (x,y) soufadnice
libovolné zvoleného bodu B vzhledem k soustavé S a (z/,y’) soufadnice tohoto

bodu vzhledem k soustavé S’. Jde vlastné o soufadnice vektoru OB vzhledem
k bazi {e1,ez} a vzhledem k bazi {e],es}, kde ey, eq, €], €5 jsou jednotkové vek-
tory lezici na piislusnych osach. Vztah necarkovanych a ¢arkovanych soufadnic se
velmi snadno uréi pomoci vzorce (3) pro transformaci souradnic. Souradnice vek-
torti eq, ez vzhledem k bazi {e},e5} ziskdme promitnutim téchto vektori na osy
soufadnicové soustavy S’:

! : / : /
e1 =cosa-e] —sina - ey, ey =sina-ej] +cosa-ej .

Matici pfechodu od baze {e1,ea} k bézi {e],e5} je tedy matice
cosa  sino
A= .
—sina  cosa
Uzitim vzorce (3) nyni ziskdme vzorce pro transformaci soufadnic:

r = cosa-xr+sina-y,

Yy =—sina-zr+cosa-y .
Podobné je matice
A1 [cosa — sin a
“ \sina  cosa
matici pfechodu od béze {e], e} k bazi {e1, ex} a tedy

x=cosa-x —sina-y

y=sina-2’ +cosa-y .

Pozdéji se dozvime, pro¢ je v tomto p¥ipadé A~! = AT.

11.11. Vé&ta. Necht V,W jsou vektorové prostory, M, M’, resp. N, N' dvé bdze
prostoru V, resp. W a f homomorfismus prostoru V do prostoru W. Jestlize A
je matict homomorfismu f vzhledem k bdzim M, N a jestlize B je matici prechodu
od bdze N' k bdzi N a C matici prechodu od bdze M’ k bdzi M, potom je B~ AC
matici homomorfismu f vzhledem k bdzim M', N'.

Diikaz. Vyjadiime-li homomorfismus f jako slozeni t¥i homomorfismi f = 1y f1y,
pak podle véty 11.4 a dusledku 11.5 dostavame, ze matici f vzhledem k béazim
M', N’ je matice B~1AC. O
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Tvrzeni véty i jeji dikaz se snadno pamatuje pomoci nésledujiciho schématu:

f
We 1w W ! Ve y
N’ N M M’
B-1 A C
B-1AC

Uvédomme si, Ze matice B~! je matici pfechodu od baze N k bézi N’. Matici
homomorfismu f vzhledem k bazim M’ N’ je tedy mozno vyjadfit jako soucin
DAC, kde D je matice pfechodu od baze N k bazi N’ a C je matice pfechodu od
baze M’ k bazi M. Formulaci uvedené ve vété 11.11 jsme dali pfednost proto, Ze
znivpipadd V=W, M = N a M’ = N’ vyplyva néasledujici uziteéné tvrzeni
0 zméné matice endomorfismu.

Jestlize A je matici endomorfismu f prostoru V wvzhledem k bazi M, potom
matici tohoto endomorfismu vzhledem k bdzi M’ je matice B~YAB, kde B je matici
prechodu od bdze M’ k bdzt M.

Matice A a B~1AB jsou tedy maticemi tého# endomorfismu (vzhledem k riiz-
nym bazim); takovéto matice se nazyvaji podobné. Pojmem podobnosti matic se
budeme zabyvat pozdéji.

11.12. Pf¥iklad. V piikladu 11.3(i) jsme nalezli matici A homomorfismu f vzhle-
dem ke kanonickym bazim a matici B tohoto homomorfismu vzhledem k béazim
M, N. Matici B v8ak mtzeme podle véty 11.11 (resp. podle nésledujici poznamky)
ziskat také tak, ze matici A vynasobime zleva matici pfechodu od kanonické baze
k bazi N a zprava matici pfechodu od baze M ke kanonické bazi. Presvédcte se,
Ze je opravdu

B = A 1 0 -1
0 1 0 -1 0 1 0
0 —1 1 1

11.13. Véta. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, které maji
dimenze m,n. Vektorovy prostor Hom (V,W) je izomorfni s prostorem T"*™;
dimenze prostoru Hom (V, W) je mn.

Dikaz. Zvolme béze M = {vy,...,vn}, resp. N = {wy,...,w,} prostort V,
resp. W a ozna¢me ® zobrazeni prostoru Hom (V, W) do prostoru T7*™, které
kazdému homomorfismu prostoru V' do prostoru W ptifadi jeho matici vzhledem
k bazim M, N. Zobrazeni ® je injektivni: dva rizné homomorfismy prostoru V' do
prostoru W nemohou mit totiz podle 11.2 stejnou matici vzhledem k bazim M, N.
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Kazd4 matice A typu n X m reprezentuje m vektort prostoru W (ve sloupcich
jsou jejich soutfadnice vzhledem k bazi N). Podle véty 10.7 existuje homomorfis-
mus, ktery zobrazuje vektory baze M po fadé€ na téchto m vektorti prostoru W.
Tento homomorfismus mé vzhledem k bazim M, N matici A. Zobrazeni ® je tedy
také surjektivni.

Dokéazeme, ze ® je homomorfismus. Predpokladejme, ze homomorfismy f, g pro-
storu V' do prostoru W maji vzhledem k bazim M, N po fadé matice A = (a;;),
B = (b;j). Pro kazdé j =1,...,m je tedy

(f +9)(vj) = f(vj) + g(v;) Zauwt + mewz = Z aij + bij)wi
=1

takze homomorfismus f+g ma vzhledem k bazml M , N matici A+ B. Pro libovolné
ceTaj=1,...,mje
n n
(ef)(vy) = flvy) = c- Y ayw; =Y (cay)w; ,
i=1 i=1
takZze homomorfismus ¢f mé vzhledem k bazim M, N matici cA. Zobrazeni ® je
tedy izomorfismus. Podle véty 10.22 je tedy

dim Hom (V,W) = dim 7"*™ =mn . O

11.14. Vé&ta. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Potom
plati:

(i) Linedrni algebra EndV je izomorfni s linedrni algebrou T"*™.

(ii) Grupa AutV je izomorfni s grupou GL(n).

Drikaz. Zvolme bazi M prostoru V a oznacme ® zobrazeni algebry End V' do al-
gebry T"*" které kazdému endomorfismu prostoru V' ptitazuje jeho matici vzhle-
dem k bazi M. Podle predchozi véty je ® izomorfismus prostoru End V' na prostor
Tm*", Podle véty 11.4 vsak ® zobrazuje sloZeni dvou endomorfismt na soucin
jejich matic, tj. plati rovnost

(fg) = 2(f) 2(9) -
Zobrazeni ® je tedy izomorfismus linearnich algeber.

Jestlize je f automorfismus prostoru V, je ®(f) invertibilni matice podle du-
sledku 11.5. Jestlize je naopak A invertibilni matice a f,g endomorfismy pro-
storu V, jejichz maticemi vzhledem k bazi M jsou matice A, A~! (tj. ®(f) = A,
®(g) = A7), potom je

(fg) =2(f) 2(9)=A- A" =
Podle véty 11.2 (viz téz 11.3(ii) ) je fg = 1v, tj. f je automorfismus.

Pii zobrazeni ® si tedy vzajemné jednoznacéné odpovidaji automorfismy pro-
storu V' a invertibilni matice algebry T"*™. Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni ® pfe-
vadi slozeni automorfismt v soucin jejich matic, dostavame zizenim zobrazeni ®
izomorfismus grupy Aut V' na grupu GL(n). O
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12. HODNOST MATICE, ELEMENTARNI UPRAVY

Necht A je matice typu n x m nad télesem T'. Na fddky matice A se budeme
¢asto divat jako na vektory prostoru 7" a na sloupce matice A jako na vek-
tory prostoru 7. V tomto smyslu budeme mluvit o nulovém fadku nebo sloupci,
o vynasobeni néjakého fadku nebo sloupce prvkem b € T, o pficteni b-nasobku
néjakého fadku (sloupce) k jinému fddku (sloupci), o linedrni zavislosti ¢i neza-
vislosti fadkt (sloupct), o dimenzi podprostoru prostoru 7" generovaného sloupci
matice A (resp. podprostoru prostoru 7™ generovaného fadky matice A) apod.

12.1. Definice. Necht A je matice typu n X m nad télesem T. Hodnosti r(A)
matice A budeme rozumét dimenzi vektorového prostoru generovaného sloupci
matice A (jako vektory prostoru T7) .

Hodnost (A) matice A typu n x m je tedy rovna maximélnimu poétu linedrné
nezdvislych sloupct matice A. (Pozdé&ji uvidime, Ze se obdobnym zptisobem vyjadii
hodnost matice pomoci fadkt — viz 12.27.) Hodnost matic miizeme proto zjistovat
stejnym zptisobem, jako dimenzi linedrniho obalu danych vektorti prostoru 7™
(viz 7.14(viii) a 8.20).

12.2. Definice. Ctvercovd matice se nazjva reguldrni, jestlize je jeji hodnost
rovna jejimu Ffadu; v opacném pripadé, tj. kdyz je jeji hodnost mensi nez jeji fad,
se nazyva singuldrni.

Sloupce regularni matice jsou tedy linearné nezavislé a tvoii bazi prostoru 7;
sloupce singularni matice jsou linearné zavislé.

12.3. Priklady. Hodnost diagonalni matice je rovna poc¢tu jejich nenulovych
prvki; nenulové sloupce diagonalni matice jsou totiz linearné nezavislé. Hodnost
jednotkové matice fadu n je rovna n; kazda jednotkova matice je regularni. Hod-
nost nulové matice je rovna nule. Vyse zminénou metodou pro zjisténi dimenze
podprostoru (viz 7.14(viii) a 8.20) vice nebo méné snadno ovéfime, ze hodnost
realnych matic

111 1 11 1 1 1 -1
0 1 1 1 -1 1
01 2 2], ,
00 0 3 1 2 1 -1 1 1
3 2 -1 1 1 1
je po fadeé 3,2,4 a ze hodnost matic
1 3 4 9 2 3 41
6 1 2 3
3 2 0 1],
9 9 4 4 3 2 45
4 6 1 3

nad télesem Zs, resp. Z7 je 2, resp. 4; tfeti a patd matice jsou tedy regularni,
ostatni jsou singularni.
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12.4. Vé&ta. Necht V a W jsou vektorové prostory konecnijch dimenzi nad téle-
semT a M, N jejich baze. Jestlize f je homomorfismus prostoru 'V do prostoru W
a A jeho matice vzhledem k bdzim M, N, potom je hodnost matice A rovna hod-
nosti homomorfismu f.

Diikaz. Pisme M = {vy,..., v, }; necht dim W = n. Zfejmé je

r(f) =dim Im f = dim [f(v1),..., f(vm)]

(viz 10.4(vi) ). Pfi izomorfismu prostoru W na prostor 7", ktery vektortum pro-
storu W pfifazuje jejich soufadnice vzhledem k bazi N, se vektory f(v1),..., f(vm)
zobrazi po fadé na sloupce matice A. Tedy dim [f(v1),..., f(vm)] = 7(A) a proto
r(f)=r(4). O

Tvrzeni véty 12.4 jde stru¢né vyjadrit takto: Hodnost homomorfismu je rovna
hodnosti jeho matice. Z tohoto zjisténi ihned plyne, Ze vSechny matice daného
homomorfismu — utvoiené vzhledem ke vSem moznym dvojicim bazi — maji
stejnou hodnost.

12.5. Dussledek. Ctvercovd matice je regquldrni prdvé tehdy, kdyZ je invertibilnd.

Diikaz. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T'; matice A je matici
néjakého endomorfismu f prostoru 7" vzhledem ke kanonické bazi. Matice A je
invertibilni préavé tehdy, kdyz je f automorfismus (viz 11.5), tj. pravé tehdy, kdyz
je f epimorfismus (viz 10.23), tj. kdyZz r(f) = n. Podle pfedchozi véty je tedy A
invertibilni pravé tehdy, kdyz je r(A) = n, tj. kdyz je A reguldrni. O

Izomorfismim vektorovych prostort tedy odpovidaji regularni matice a regu-
larnim maticim odpovidaji izomorfismy. Vsechny matice prechodu jsou regularni.
Soucin reguldrnich matic je opét regularni matice (viz 4.14).

12.6. Véta. Necht A, B,C jsou matice nad télesem T; matice A je typu n X m,
B je requldrni matice 7adu n a C je reguldrni matice 7ddu m. Potom je hodnost
matice BAC' rovna hodnosti matice A.

Diikaz. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad télesem 7', které maji po fadé
dimenze m a n. Necht M, N jsou béze prostorti V' a W. Matice A je matici néjakého
homomorfismu f prostoru V' do prostoru W vzhledem k bazim M, N. Matice B
je matici néjakého endomorfismu g prostoru W vzhledem k bazi N a matice C je
matici néjakého endomorfismu A prostoru V' vzhledem k bazi M:

h

W g w
N N

g <
<
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Protoze jsou matice B a C regularni, jsou g a h automorfismy, takze
dim Im f = dim Imgfh .

Je tedy r(f) =r(gfh) apodle véty 12.4 je r(A) =r(BAC). O
12.7. Véta. Necht A, B jsou matice typii n X m a m X k nad télesem T. Potom
je

r(A) +r(B) —m < r(AB) < min (r(A4),7(B)).
Diikaz. Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem 7', které maji po radé
dimenze k,m,n; necht K, M, N jsou néjaké baze téchto prostort. Matice A je
matici néjakého homomorfismu f prostoru V do prostoru W vzhledem k béazim

M, N a matice B je matici néjakého homomorfismu g prostoru U do prostoru V
vzhledem k bazim K, M:

!

w 1% g U
N M K
A B

Ziejmé je r(fg) <r(f) ar(fg) <r(g), takZe podle véty 12.4 je
r(AB) < r(A) a r(AB) <r(B) .

Tim je dokazana jedna nerovnost.

Podle véty o hodnosti a defektu je

r(f) +d(f),
r(g) +d(g)
r(fg) +d(fg) -

m
k
k

Odecteme-li tieti rovnost od souctu prvni a druhé, dostaneme rovnost
m =r(f)+r(g) —r(fg) +d(f) +d(g) — d(fg) -
Protoze je podle 10.20 d(f) +d(g) —d(fg) >0, je
m—r(f)=r(g) +r(fg) 20

a tedy
r(f)+r(g) —m<r(fg).

Odtud vyplyvé nerovnost r(A) + r(B) —m < r(AB). O
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12.8. Priklad. Matice

() (0

nad télesem T maji hodnost 1. Je AB = O, AA = A, takze
r(AB) =0 < 1=min(r(4),r(B)) ,

r(A)+r(A)—2=0<1=r(A4).

Nerovnosti v predchozi vété tedy mohou byt ostré.

V maticovém poctu i jeho aplikacich maji velky vyznam tzv. elementarni trans-
formac¢ni matice a s nimi souvisejici elementarni Gpravy matic.

12.9. Definice. Elementdrni transformacni matici budeme rozumét kazdou in-
vertibilni matici, kterd se nejvyse na jednom misté lisi od jednotkové matice.

Rozeznavame dva typy elementarnich transformacnich matic:

(i) V matici jsou mimo hlavni diagonalu samé nuly. Na hlavni diagonale jsou
jednicky s vyjimkou mista i, kde stoji nenulovy prvek b (prvek b musi byt
nenulovy, nebot matice ma byt invertibilni). Je-li b = 1, jde o jednotkovou
matici.

(ii) V matici jsou na hlavni diagondle samé jednicky. Mimo hlavni diagonalu
jsou nuly s vyjimkou mista ¢7, kde stoji prvek b. Je-li b = 0, jde o jednot-
kovou matici.

Vynésobime-li néjakou matici A vyse uvedenou elementarni transformacni ma-
tici prvniho typu zprava, je vysledkem matice, ktera se od matice A 1isi pouze tim,
7e jeji i-ty sloupce je b-nasobkem i-tého sloupce matice A.

Vynasobime-li néjakou matici A vySe uvedenou elementarni transformaéni ma-
tici prvniho typu zleva, je vysledkem matice, kterd se od matice A lisi pouze tim,
Ze jejl i-ty Fadek je b-nasobkem i-tého fadku matice A.

Vynasobime-li matici A vysSe uvedenou elementarni transformacni matici dru-
hého typu zprava, je vysledkem matice, kterd se od matice A lisi pouze tim, ze
jeji j-ty sloupec je souctem j-tého sloupce a b-nasobku i-tého sloupce matice A
(b-nasobek i-tého sloupce se pficte k j-tému sloupci).

Vynésobime-li matici A vyse uvedenou elementarni transformacni matici dru-
hého typu zleva, je vysledkem matice, kterd se od matice A 1isi pouze tim, ze jeji
i-ty Fadek je souctem i-tého fadku a b-nésobku j-tého Fadku matice A (b-ndsobek
j-tého Fadku se pficte k i-tému fadku).

Dvé elementarni transformacni matice prvniho typu, které maji na stejném
misté hlavni diagonély prvek b, resp. b1, jsou navzajem inverzni. Dvé elementérni
transformacni matice druhého typu, které maji na stejném misté mimo hlavni
diagonalu prvek b, resp. —b, jsou navzajem inverzni.
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12.10. Priklady. Matice

F =

[ i
oSN O
= o O

je readlna elementarni transformac¢ni matice prvniho typu. Pfi nisobeni matici F
zleva se zdvojnasobi druhy radek v nasobené matici:

1 2 3 4 1 2 3 4
F-15 6 7 8]=|10 12 14 16
4 3 21 4 3 2 1

Pti nasobeni matici F' zprava se zdvojnasobi druhy sloupec v nasobené matici:

1 2 3 1 4 3
4 5 6| -F=1[4 10 6
7 8 9 7 16 9
Matice
1 0 2
G=10 10
0 0 1

je elementarni transformac¢ni matice druhého typu. Pii ndsobeni matici G zleva se
v nasobené matici pti¢te dvojnasobek tietiho fadku k prvnimu radku:

1 2 3 4 9 8 7 6
G-|5 6 7 8]=|5 678
4 3 2 1 4 3 2 1

Pfi nasobeni matici G zprava se v nasobené matici pri¢te dvojnasobek prvniho
sloupce ke tfetimu sloupci:

1 2 3 1 2 5
4 5 6 G=14 5 14
7 8 9 7 8 23
Matice F' a G jsou invertibilni,
1 0 0 1 0 =2
F'=10 % 0], Gt 01 0
0 0 1 0 0 1



138 ITII. MATICE

12.11. Definice. Pifi praci s maticemi budeme sloupcovygmi elementdrnimsi upra-
vami rozumét:

(i) vynésobeni néjakého sloupce nenulovym prvkem b € T
(i) pfic¢teni b-ndsobku né&jakého sloupce k jinému sloupci (ptitom b € T').
Podobné budeme radkovymi elementdrnimsi dupravami rozumeét:

(i) vynasobeni néjakého fadku nenulovym prvkem b € T
(i) pfic¢teni b-ndsobku néjakého Fadku k jinému fadku (pfitom b € T').

Sloupcové elementarni upravy odpovidaji vynasobeni pfislusné matice elemen-
tarnimi transforma¢nimi maticemi prvniho ¢i druhého typu a to zprava. Nékdy
se za sloupcovou elementarni upravu povazuje i prohozeni dvou sloupci; tuto
upravu vsak ziskame slozenim ¢étyT sloupcovych elementarnich tprav vyse uvede-
nych. Chceme-li prohodit i-ty a j-ty sloupec, postupujeme takto: k j-tému sloupci
pri¢teme i-ty, k ¢-tému sloupci pfi¢teme (—1)-nasobek j-tého, k j-tému sloupci
pri¢teme i-ty a nakonec i-ty sloupec vynasobime ¢islem —1.

Radkové elementarni tpravy odpovidaji vynasobeni piisluiné matice elemen-
tarnimi transformac¢nimi maticemi prvniho ¢i druhého typu a to zleva. Nékdy se
za tadkovou elementarni upravu povazuje i prohozeni dvou fadki; tuto dpravu
vsak ziskame slozenim Ctyt fadkovych elementarnich tprav vyse uvedenych.

Zdtraznéme jesté jednou, Ze sloupcové elementarni tpravy ziskdme nasobenim
prislusné matice elementarnimi transformac¢nimi maticemi zprava a rfadkové ele-
mentarni Gpravy nasobenim elementarnimi transformac¢nimi maticemi zleva.

12.12. Véta. Provddéni sloupcovych a tddkovych elementdrnich uprav nemént
hodnost.

Drikaz. Predpokladejme, Ze od matice A dospé&jeme k matici A’ postupnym pro-
vadénim radkovych a sloupcovych elementarnich aprav. Podle predeslého je ma-
tice A’ sou¢inem matice A a elementarnich transformac¢nich matic. Hodnosti matic
A a A’ jsou tedy podle véty 12.6 stejné. [

Uvédomme si, Ze pfi zjisfovani dimenze linedrniho obalu vektort vy, . . ., v pro-
storu T™ jsme s vektory vy, ...,v; pracovali tak, jako bychom provadéli radkové
elementarni tpravy matic (viz 7.14(viii) a 8.20).

12.13. Véta.

(i) Kazdou matici je mozno pomoci koneéné mnoha sloupcovych a vdadkovych
elementdrnich uprav prevést na diagondlni matici.

(ii) Ke kaZdé matici A existuji requldrni matice B, C takové, Ze BAC je dia-
gondlni matice.

Diikaz. Necht A je matice typu n x m. Jestlize je A diagonélni, pak nemusime
provadét zadné elementarni ipravy, vezmeme za B a C jednotkové matice fada n
a m a dikaz je hotov.
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Predpoklddejme tedy, Ze matice A neni diagondlni; v matici A je tedy napft.
na misté ij nenulovy prvek a. Jestlize je v levém hornim rohu matice A nulovy
prvek, pak pfehodime prvni a i-ty fadek a prvni a j-ty sloupec; v levém hornim
rohu vzniklé matice pak bude nenulovy prvek a. Vhodné nasobky prvniho fadku
budeme nyni postupné pricitat k ostatnim fadkéim tak, abychom v prvnim sloupci
na druhém az n-tém misté dostali samé nuly. Jestlize je napf. na prvnim misté
druhého fadku prvek b, pficteme ke druhému fadku (—g)—nésobek prvniho Fadku;
takto postupujeme dale. Potom budeme vhodné nasobky prvniho sloupce pricitat
k ostatnim sloupcim tak, abychom v prvnim fadku na druhém az m-tém misté
dostali samé nuly. Jestlize vznikla matice jesté neni diagonalni, budeme provadét
obdobné tpravy na druhy az n-ty fadek a na druhy az m-ty sloupec. Prvni fadek a
prvni sloupec se pfi téchto tpravach jiz nebudou ménit. Po kone¢ném poctu tprav
dospéjeme od matice A k diagonélni matici

D=B,...ByB1AC1Cy...Cy

kde By,...,B,,C1,...Cs jsou elementarni transformac¢ni matice, které odpovidaji
b) b) b b) )
provedenym elementarnim tpravam. Souciny

BT...BgBl, 0102...03

oznaéme B,C. Matice B, C jsou (jako soufiny reguldrnich matic) reguldrni a je
D = BAC. Dutkaz obou tvrzeni je proveden. [

Diikaz predchozi véty dava piimy navod, jak pomoci fadkovych a sloupcovych
elementarnich uprav dojit od matice A typu n x m k diagonélni matici D = BAC.
Chceme-li jeSté najit prislusné regularni matice B a C, pak uvaZzujeme takto:
Dospéjeme-li od matice A fddkovymi elementdrnimi Gpravami k matici BA, pak
tymiz tpravami dospéjeme od jednotkové matice E fadu n k matici BE = B.
Dospéjeme-li od matice A sloupcovymi elementarnimi tpravami k matici AC, pak
tymiz tpravami dospéjeme od jednotkové matice E fadu m k matici EC = C.
V konkrétnim pfipadé vyjdeme od schématu

A | E

E

kde jsme k matici A pfipsali jednotkové matice fad@ n a m. Radkové tpravy
provadime s n fadky délky m + n a sloupcové apravy s m sloupci délky n +m. Po
kone¢ném poctu krokd dojdeme ke schématu

D | B

¢ |
kde D = BAC je diagonalni matice.
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12.14. Priklad. Matici

32 0 6
1 5 4 2
A=14 2 5 5
3 3 61
5 4 0 2

nad télesem Z; prevedeme fadkovymi a sloupcovymi elementarnimi ipravami na
diagonalni matici D = BAC' a najdeme pfislusné reguldrni matice B, C.

K matici A pfipiSme jednotkové matice patého a étvrtého radu:

32 06 | 1 0 0 0 0
1 54 201 0 0 0
4 2 5 5] 0 0 1 0 0
336 1 ] 0 0 0 1 0
5 4 0 2 ] 0 0 0 0 1
- - - | - - -
1 0 0 0 |
01 0 0 |
00 1 0 |
0 0 0 1 |

Nyni postupné pricteme dvojnasobek prvniho fadku ke druhému, prvni radek ke
tretimu, Sestindsobek prvniho fadku ke ¢tvrtému a trojnasobek prvniho fadku
k patému. Dostaneme schéma:

32 0 6 | 1 0 0 0 0
002 4 0 1] 2 100 0
0 4 5 4] 1 0 1 0 0
01 6 2] 6 00 1 0
0306 ] 3 00 0 1
- - | - - -
1 00 0 |
01 0 0 |
00 1 0 |
00 0 1 |

Nyni pri¢teme ¢tyinasobek, resp. pétinasobek prvniho sloupce ke druhému, resp.
¢tvrtému sloupci. Dale pricteme pétinasobek, trojnasobek a dvojnasobek druhého
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rfadku po radé ke tfetimu, ¢tvrtému a patému fadku. Dostaneme schéma:

3 0 0 O 0 0 O

— R e
DN RO
O Utk N =
N W ol = O
= o o O

0
0
1
0

OO OO
OO O N
OO = O

oo o |
OO |
o~ O o |
— o o o |

Nyni pfi¢teme pétinasobek druhého sloupce ke tretimu. Dale pricteme Sestinaso-
bek, resp. pétinasobek tietiho fadku ke ¢tvrtému, resp. patému radku:

300 0] 1 0 0 0 0
002 0 0 1] 2 1 0 0 0
0 0 4 4 ] 4 5 1 0 0
00 0 5 | 15 6 1 0
00 0 5 | 6 6 5 0 1
- | - - -
1 4 6 5 |
01 5 0 |
00 1 0 |
00 0 1 |

Nakonec pri¢teme Sestinasobek tfetiho sloupce ke ¢tvrtému sloupci a Sestindsobek
¢tvrtého Ffadku k patému radku:

3.0 0 0] 1 0 0 0 0
02 0 0 1] 2 1 0 0 0
00 4 0] 4 5 1 0 0
00 0 5 | 15 6 1 0
00 0 0 1] 5 1 6 6 1
- - | - - -
1 4 6 6 |
01 5 2 |
00 1 6 |
00 0 1 |

Od schématu
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kde D je diagonalni matice. Snadno ovéiime, ze D = BAC'. Na diagonéle je moZno
jesté ¢isla 3,2,4,5 nahradit jednickami; staci napf. vynasobit fadky po fadé ¢isly
5,4,2,3 (zméni se tim ovSem matice B).

Véta 12.13 tvrdi pouze to, Ze k dané matici A existuji diagonalni matice D
a regularni matice B, C takové, ze D = BAC. Tato diagonélni matice D vSak neni
uréena jednoznacné; ani odpovidajici regularni matice B,C nejsou k matici A
(a k nalezené matici D) uréeny jednoznacéné. To je ostatné vidét uz v ditkazu véty
12.13 ¢i v prikladu 12.14; staci si uvédomit, ze elementarnimi ipravami muzeme od
matice A prejit k néjaké diagonédlni matici mnoha rtznymi zptsoby. VSechny dia-
gonalni matice, ke kterym dospéjeme od matice A elementarnimi tpravami, vSak
maji podle véty 12.12 (resp. 12.6) stejnou hodnost; je rovna hodnosti matice A.

V teorii soustav linearnich rovnic maji velky vyznam tzv. odstupiiované matice.

12.15. Definice. Matice A = (a;;) typu n x m nad télesem 7" se nazyva odstup-
novand, jestlize pro jeji prvky plati:

(i) Je-lin > 1, pak az; = 0.

(i) Jestlize pro n&jaké i€ {1,...,n—1} a ke {l,...,m—1} je

ai,l :ai,2:"‘:ai,k‘:07
potom je téz

Aig1,1 = Qjqy12 ="+ = Qg1 k+1 = 0.

V odstupniované matici tedy kazdy nenulovy fadek zacind vétSim poctem nul
nez fadek predchazejici (pokud tento existuje). Podminka (i) #ikd, ze druhy rddek
(pokud existuje) zacind alesponn jednou nulou; tfeti fadek tedy zacind alespon
dvéma nulami a obecné i-ty fadek alespoii (¢ — 1) nulami. Snadno usoudime, Ze
hodnost odstupniované matice je rovna poctu jejich nenulovych radku; pravé tolik
(a ne vice) linedrné nezavislych sloupct v ni lze totiZ najit.

12.16. Priklad. Nasledujici redlné matice jsou odstupnované:

1 -3 8 2 8(1)_; 2 3 -1 5 1
0 02 1), (o o, (00 21 1],
0 0 0 3 00 0 00 00 -3

maji po fadé hodnost 3,2, 3.
Nulova matice je odstupnovand, jednotkova matice je odstupnovana, kazda ma-
tice typu 1 X m je odstupniovana.
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12.17. Véta.

(i) KaZdou matici je mozZno tddkovymi elementdrnimi dpravami pievést na
odstupnovanou matici.

(ii) Ke kaZdé matici A existuje requldrni matice B takovd, Ze matice BA je
odstupnovand.

Diikaz. Dikaz probiha podobné jako dikaz véty 12.13.

Necht A je matice typu n x m. Jestlize je A uz odstupiiovand, polozime B = F
a dtkaz je hotov. Predpoklddejme tedy, Ze matice A neni odstuprniovand. Necht
j je nejmensi prirozené ¢islo takové, ze v j-tém sloupci matice A je nenulovy prvek
(v praktickych ptikladech je téméf vzdy j = 1). Pfipadnym piehozenim fadka
tento prvek dostaneme na misto 1j. Pri¢itanim vhodnjch nasobkt prvniho fadku
k fadktim ostatnim dostaneme v j-tém sloupci na druhém az n-tém misté samé
nuly. Jestlize vzniklad matice neni odstupnované, budeme v dalsim provadét obdob-
nym zpusobem Fadkové elementarni Gpravy pro mensi matici slozenou z druhého
az n-tého fadku. Po kone¢né mnoha krocich tak dospéjeme k odstupnované matici.
Upravy, které jsme provadéli, odpovidaji pfechodu od matice A k odstupiiované
matici C = B,...B1A, kde By,..., B, jsou elementarni transformac¢ni matice.
Matice B = B, ... By je regularni; dikaz obou tvrzeni je tedy proveden. [

Diukaz véty 12.17 dava opét primy navod, jak dospét pomoci fadkovych elemen-
tarnich uprav od matice A k odstupniované matici BA. Rovnéz v tomto piipadé
je Casto uzitecné najit prislusnou matici B. V konkrétnim piikladu vyjdeme od
matice (4| E), provadime elementarni tpravy s n fadky délky m + n, az dojdeme
k matici (C'| B), kde C' = BA je odstupiiovand matice.

12.18. Priklad. Redlnou matici

1 3 -2 01 3

A— 2 6 1 10 0 1
-1 -3 0 -4 1 0

5 15 -9 2 3 12

prevedeme Ffadkovymi elementarnimi dpravami na odstupriovanou matici C' = BA
a najdeme i pfislusnou regularni matici B.

K matici A pfipiSeme nejprve jednotkovou matici ¢tvrtého fadu. Ke druhému,
tFetimu a ¢tvrtému fadku pficteme po fadé (—2)-nasobek prvniho fadku, prvni
fadek a (—5)-ndsobek prvniho fddku. Dostaneme matici

13 -2 0 1 3] 1000
00 5 10 -2 =5 | =2 1 0 0
00 -2 -4 2 3] 1010
00 1 2 -2 -3 | =500 1

Nyni nejprve prehodime druhy a ¢tvrty fadek. Ke tfetimu, resp. ¢tvrtému radku
pfi¢teme dvojnasobek, resp. (—5)-ndsobek druhého. Ke étvrtému faddku potom
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pric¢teme ctyinasobek tietiho. Dostaneme matici

13 -20 1 3| 1000
00 12 -2 -3] —5001
00 00 -2 -3 | -9 0 1 2
00 00 0 —2 | —13 1 4 3

Od schématu (A|E) jsme dospéli ke schématu (C| B), kde C je odstupiiovana
matice. Snadno ovéfime, Ze je skutecné C' = BA.

Ruznymi postupy mizeme od matice A dospét k riznym odstuptiovanym ma-
ticim. Pfejdeme-li takto od matice A k odstupniované matici C, pak ani regularni
matice B, pro kterou C' = BA, neni urena jednozna¢né. VSechny odstuprnované
matice, ke kterym dospéjeme od matice A Fadkovymi elementarnimi tpravami,
vSak maji podle véty 12.12 stejnou hodnost; je rovna hodnosti matice A.

12.19. Metoda zjisténi hodnosti matice.

Chceme-li zjistit hodnost matice A, muZeme postupovat takto. Od matice A
prejdeme postupnym provadénim elementarnich tprav k néjaké vhodné matici B,
jejiz hodnost uz umime urcit podle definice. ProtoZze se pfi provadéni elementar-
nich aprav hodnost zachovéva, je hodnost matice A rovna hodnosti matice B.
Matici A muzZeme prevést az na diagonalni matici, jejiz hodnost je rovna poctu
jejich nenulovych prvkii. Staci v8ak pievést matici A na matici odstuptiovanou,
jejiz hodnost je rovna poctu jejich nenulovych radk.

12.20. Priklad. Zjistime hodnost redlné matice

2 1 2 1
1 2 -1 3
A= -1 1 2 =2
3 4 -2 -1
11 1 0

Nejprve prehodime prvni fadek a druhy radek. Potom ke druhému, tfetimu, ¢tvr-
tému a patému fadku pFicteme po fadé (—2)-ndsobek prvniho fadku, prvni fadek,
(—3)-nasobek prvniho Fadku a (—1)-nésobek prvniho fddku. Dostaneme matici

1 2 -1 3
0 -3 4 -5
0 3 1 1
0 -2 1 -10
0 —1 2 =3

Prehodime druhy a paty radek. Ke tfetimu, ¢tvrtému a patému fadku pak pricteme
po fadé trojndsobek, (—2)-ndsobek, (—3)-nasobek druhého fadku. Dostaneme ma-
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tici
1 2 -1 3
0 -1 2 -3
0 0 7 -8
0 0 -3 —4

0 0 -2 4
Nyni uz je vidét, ze sloupce jsou linearné nezavislé, takze hodnost matice A je 4.
Chceme-li dale upravovat, pricteme nejprve trojnasobek patého radku ke tfetimu.
Potom pri¢teme trojnasobek, resp. dvojnasobek tfetiho radku ke ¢tvrtému, resp.
patému fadku. Nakonec piicteme (—32)-nasobek ¢tvrtého fadku k patému. Dosta-

2
neme odstupnovanou matici

1 2 -1 3
0 -1 2 -3
0 0 1 4
0 0 0 8
0 0 0 0

Kazdou matici miazeme pomoci fadkovych a sloupcovych elementarnich aprav
prevést na diagondlni matici (viz 12.13); pomoci fadkovych elementérnich tprav
dospéjeme obecné jen k matici odstupriované (viz 12.17). Jde-li vSak o regularni
matici, mizeme pomoci fadkovych elementarnich aprav dojit az k jednotkové ma-
tici. Tento fakt uvidime v dikazu nasledujici véty.

12.21. Véta. KazZdd reguldrni matice je soucinem elementdrnich transformacnich
matic.

Diikaz. Necht A je regularni matice fadu n. Matici A prevedeme fadkovymi ele-
mentarnimi tpravami na odstupriovanou matici. Ta je horni trojihelnikova a
vSechny jeji prvky na diagondle jsou nenulové, nebotf vychozi matice A je regu-
larni. Dalsimi fadkovymi elementédrnimi tpravami prevedeme tuto matici na ma-
tici jednotkovou. Nejprve vynasobime jednotlivé fadky vhodnymi prvky tak, aby
na diagonale byly jednicky. Potom pri¢itdme vhodné nasobky posledniho Fadku
k ostatnim Faddkam tak, aby v poslednim sloupci na prvnim az (n — 1)-nim misté
byly samé nuly. Vhodné nasobky predposledniho fadku pak pfi¢itame k prvnimu
aZ (n — 2)-hému fadku tak, aby v pfedposlednim sloupci byly nuly na prvnim az
(n — 2)-hém misté. Po koneéném poctu kroki dospéjeme k jednotkové matici. Zis-
kali jsme ji vynasobenim matice A zleva elementarnimi transforma¢nimi maticemi,
tj.
E=DBy...BA.
Tedy
Al '=B,..By a A=(By...B)'=B"'...B,'.

Vzhledem k tomu, Ze inverzni matice k elementdrnim transformaénim maticim
jsou opét elementarni transformac¢ni matice, je véta dokdzana. [J
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12.22. Metoda vypoc¢tu inverzni matice.

V dtkazu predchozi véty jsme vidéli, Ze regularni matici A mizeme Fadkovymi
elementarnimi tpravami prevést na jednotkovou matici a ze sou¢in B elementar-
nich transformaénich matic uZitych p¥i tomto postupu je matice A~!. Staci tedy
zjistit tento soucin elementarnich transformacnich matic. Postupujeme tedy takto:
Matici (A | E) typu n x 2n pfevedeme fadkovymi elementarnimi ipravami na ma-
tici (E'| B); matice B je sou¢inem elementdrnich transformad¢nich matic, které
odpovidaji uzitym Fadkovym tGpravam. Podle predeslého vime, ze B = A~L.

Poznamenejme, ze podobné mizeme sloupcovymi elementarnimi ipravami dojit
od matice

A E
— k matici —
E Al

Znéme-li matice A a C' a potiebujeme-li vypoéitat soucin A~1C, pak miZeme
postupovat takto: Matici (A|C) pfevedeme Fadkovymi elementdrnimi tpravami
na matici (E'| A~1C). Tuto metodu uZijeme napf. pfi vypocétu matic pfechodu
(viz dale 12.25). Podobné muzeme sloupcovymi elementarnimi tpravami dojit od
matice

A E
- k matici —
C CA™1

a vypoditat tak soucin C A1,

12.23. Priklad. K matici

A:

_ O =
IS V]
=W W

nad té€lesem Zs vypocteme inverzni matici.

Vyjdeme od matice (A | E) typu 3 x 6. Ctyinasobek prvniho fadku piicteme ke
tretimu radku a potom pricteme dvojnasobek druhého fadku ke tfetimu. Dosta-
neme matici

123 | 100
043 ] 010
00 2| 4 21
V této matici vynasobime druhy, resp. tfeti fadek ¢islem 4, resp. 3. Potom pii-
¢teme trojnasobek tietiho fadku ke druhému a dvojnéasobek tretiho k prvnimu.
Dostaneme matici
|

o O =
O = N
— o o
N = O
=N N
W B =
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Nakonec pfi¢teme trojnasobek druhého fadku k prvnimu. Od matice (A | E) jsme
dospéli k matici (E| A™1), kde

A=

N = W
N W
W = W

Metodu pro vypocet inverzni matice, kterou jsme pravé popsali, ispésné uzi-
jeme pro vypocet inverznich matic k maticim fadu n, jejichz prvky jsou v matici
rozmistény podle urcitych pravidel.

12.24 Piiklad. Vypo¢téme inverzni matici k redlné matici

01 ... 1
A— 1 0 1
1 1 0

fadu n, kterda ma na hlavni diagonale nuly a vSude jinde jednicky.
V matici (4| E) typu n x 2n provedeme postupné nésledujici fadkové elemen-
tarni Gpravy:
(i) Druhy az n-ty fddek pfic¢teme k prvnimu.
(ii) Prvni fadek vydélime éislem n — 1.
(iii) Prvni fddek odec¢teme od vSech ostatnich Fadki.
(iv) Druhy az n-ty fadek pfic¢teme k prvnimu.
(v) Druhy az n-ty fddek vyndsobime ¢islem —1.
Témito tpravami dospéjeme od matice (A | E) k matici (E | A™!), kde
2—n 1 .. 1
1 1 2—n ... 1

Poznamenejme, Ze redlnd matice A je regularni pro n > 1. Pokud bychom
matici A fadu n uvazovali nad télesem Z,, byla by matice A regularni pravé tehdy,
kdyZ n # 1 (mod p); vypocet matice A~! i vysledek vypad4 stejné (po prevedeni
¢isel modulo p).

12.25. Vypocet matice prechodu.

Méjme baze M, N vektorového prostoru 7". Ozna¢me symbolem A, resp. B
matice prechodu od baze M, resp. N ke kanonické bazi. Tyto matice ziskdme tak,
ze vektory bazi M, resp. N napiSseme do sloupci.

Matice piechodu od baze M k bazi N je podle 11.8 rovna soucinu B~!A. Matici
prechodu od baze M k bazi N tedy vypocitame podle odstavce 12.22 tak, ze fad-
kovymi elementarnimi tipravami prejdeme od matice (B | A) k matici (E | B~ A).

Misto kanonické baze je mozno zvolit libovolnou jinou bézi, vzhledem ke které
se snadno zjisti soufadnice vektord bazi M a N. Tohoto faktu vyuzijeme zejména
v pfipadé, kdy nejde o prostor 7™ a kdy tedy o kanonické bazi nemtzeme mluvit.
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12.26. Véta. Hodnost navzdajem transponovanych matic je stejnd.

Diikaz. Necht A je matice typu n x m. Dospéjeme-li od matice A pomoci elemen-
tarnich uprav k diagonalni matici D, pak pomoci transponovanych elementarnich
aprav, které provadime ve stejném poifadi, dospéjeme od matice AT k matici DT
(tj. apravy, které provadime v matici A se sloupci/fadky, provadime v matici AT
s fadky/sloupci). Vzhledem k tomu, Ze provadéni elementarnich tprav neméni
hodnost (viz 12.12), je

r(A) =r(D) = ?”(DT) = r(AT). O

12.27. Dusledek. Nechi A je matice typu n X m nad télesem T. Hodnost r(A)
matice A je rovna dimenzi vektorového prostoru generovaného tadky matice A
(jako vektory prostoru T™ ); éislo r(A) je tedy rovno mazimalnimu poctu linedrné
nezavislych radku matice A. O

P1i Gpravach ¢tvercovych matic budeme symetrickymi upravami rozumeét nasle-
dujici dvojice elementarnich taprav.

(i) Vynésobeni i-tého Ffadku nenulovym prvkem b a vynasobeni i-tého sloupce
stejnym prvkem b.
(i) Pficteni b-nasobku i-tého Fadku k j-tému fadku a pficteni b-nésobku i-tého
sloupce k j-tému sloupci.
Kazda dvojice takovychto elementarnich tprav odpovida dvojici elementarnich
transformac¢nich matic BT a B. Provedeni symetrické tipravy tedy odpovida pfe-
chodu od matice A k matici BT AB. Jestlize je matice A symetricka, tj. AT = A,
potom je matice BT AB rovnéz symetricka, nebot

(BTAB)T = BTAT(BT)T = BTAB .

Poznamenejme, ze prohozeni i-tého a j-tého rfadku a prohozeni i-tého a j-tého
sloupce lze slozit ze ¢tyf symetrickych tprav.

12.28. V&ta. Necht T je téleso, jehoZ charakteristika neni 2. Potom plati:

(i) KaZdou symetrickou matici nad télesem T je mozZno symetrickymi dpra-
vami prevést na diagondlni matici.

(ii) Ke kazdé symetrické matici A nad télesem T existuje requldrni matice B
takovd, e BTAB je diagondini matice.

Diikaz. Necht A je symetrickd matice Fadu n nad télesem T.

(a) Pfedpoklddejme, ze v levém hornim rohu matice A je nenulovy prvek. Vhodny
nasobek prvniho fadku pfi¢teme ke druhému fadku, abychom na prvnim misté
druhého radku dostali nulu. Kdyz pric¢teme stejny nasobek prvniho sloupce ke
druhému sloupci, dostaneme nulu i na prvnim misté druhého sloupce, nebotf ma-
tice A je symetrickd. Provedli jsme symetrickou upravu; matice A piesla v symet-
rickou matici, kterd méa na mistech 12 a 21 nuly. Dalsim provadénim symetrickych
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uprav dojdeme k symetrické matici, ktera ma az na levy horni roh v prvnim fadku
a prvnim sloupci samé nuly.

(b) Pfedpoklddejme, ze v levém hornim rohu matice A je nula. Jestlize je na
diagondle matice A na misté jj nenulovy prvek, pak prohozenim prvniho a j-tého
tfadku a prvniho a j-tého sloupce prejde tento prvek do levého horniho rohu. Dale
pokracujeme jako v pfipadé (a).

(c) Pfedpokladejme, Ze matice A méa na hlavni diagondle samé nuly. Jestlize je
v prvnim sloupci na j-tém misté nenulovy prvek b, pak vzhledem k symetrii je
tento prvek i na j-tém misté v prvnim fadku. Pfi¢teme-li j-ty fadek k prvnimu
tfadku a pak j-ty sloupec k prvnimu sloupci, dospé€jeme k symetrické matici, ktera
ma v levém hornim rohu nenulovy prvek 2b. Nenulovost tohoto prvku vyplyva
z predpokladu char T # 2. Po provedeni této symetrické tipravy pokracujeme jako
v piipadé (a).

(d) Jestlize ma matice A v celém prvnim fddku a tedy i v prvnim sloupci nuly,
pak neprovadime zadné tpravy.

Pomoci postupt uvedenych v (a)—(d) jsme dospéli k symetrické matici, kterd
ma na druhém az n-tém misté prvniho fddku a prvniho sloupce samé nuly. Nyni
budeme obdobnym zptsobem provadét symetrické apravy na druhy az n-ty radek
a druhy az n-ty sloupec. Po kone¢ném poctu krokt dospéjeme k diagonalni matici.
Uvedeny postup odpovida pfechodu od matice A k diagonalni matici

D=0B,T.. . B"B;YABB,...By, ,

kde dvojice navzdjem transponovanych matic B1,B1T By, BT ... By, BiT
odpovidaji provedenym symetrickym tpravam. Polozime-li B = B1Bs ... By, je
D=BTAB. O

Uvedeny dtikaz dava névod, jak pomoci symetrickych tprav dojit od symetrické
matice A k diagonalni matici BT AB. Chceme-li zjistit transformaéni matici B, pak
postupujeme takto: Vyjdeme od matice (A | E). Symetrickymi tipravami dojdeme
od matice A k matici D a soucasné fadkovymi ipravami, které jsme ptitom pouzili,
dojdeme od matice F k matici BY. Od matice (A|FE) tak dosp&jeme k matici
(D| BT).

12.29. Priklad. Realnou symetrickou matici

N
I
w = o
N O =
O N W

prevedeme symetrickymi pravami na diagonalni matici D a nalezneme néjakou
regularni matici B, pro kterou D = BTAB.
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Vyjdéme od matice (A | E) typu 3 x 6. Pfi¢téme druhy fadek k prvnimu a druhy
sloupec k prvnimu. Dostaneme matici

2 15 | 110

102 | 010},

5 2 0 ] 0 01
jejiz leva cast je opét symetrickd. Abychom se vyhnuli pocitani se zlomky, vyné-
sobime druhy a treti fadek a druhy a tfeti sloupec ¢islem 2. Potom ke druhému
fadku pricteme (—1)-nasobek prvniho, ke tfetimu fddku (—5)-nasobek prvniho.
Totéz provedeme ve sloupcich. Dostaneme matici

2 0 0] 1 10
0 -2 -2 | -1 10
0 -2 —50 | -5 —5 2

Nyni pfiéteme (—1)-nésobek druhého fadku ke tfetimu a (—1)-nésobek druhého
sloupce ke tfetimu a ziskame matici

2 0 0| 1 10
0 -2 0] -1 10
0 0 —48 | -4 —6 2

Od matice (A|E) jsme dospéli k matici (D | BT). Snadno se presvédéime, ze je
D = BTAB.

Pri tipravach ¢tvercovych komplexnich matic budeme hermitovskymi upravami
rozumét nésledujici dvojice elementérnich tiprav (symbolem b rozumine é&islo kom-
plexné sdruzené k ¢islu b):

(i) Vynésobeni i-tého fadku nenulovym komplexnim éislem b a vyndsobeni
i-tého sloupce &islem b.

(ii) Piic¢teni b-nasobku i-tého fadku k j-tému fadku a p¥icteni b-nasobku i-tého
sloupce k j-tému sloupci.

Kazda dvojice takovychto elementarnich tiprav odpovida dvojici elementarnich
transformac¢nich matic BT a B. Provedeni hermitovské tpravy tedy odpovida pre-
chodu od matice A k matici BT AB. JestliZe je matice A hermitovska, tj. A= A,
potom je matice BT AB rovnéz hermitovska, nebot

(BTAB)' = (B'AB)T =BT B=BTAB .

Poznamenejme, Ze prohozeni ¢-tého a j-tého fddku a prohozeni i-tého a j-tého
sloupce lze slozit ze ¢tyt hermitovskych tprav.
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12.30. Véta.

(i) KaZdou hermitovskou matici je mozno hermitovskymi dpravamsi prevést na
redlnou diagondlni matici.

(ii) Ke kazdé hermitovské matici A existuje reguldrni komplexni matice B ta-
kovd, 2e BT A B je redind diagondlni matice.

Diikaz. Dtkaz této véty je prakticky stejny jako dikaz véty 12.28, misto symet-
rickych tprav se vSak provadéji tpravy hermitovské. Jediny drobny rozdil je ve
tfetim piipadé, kdy mé matice A na hlavni diagonale samé nuly a v prvnim sloupci
na misté j-tém nenulovy prvek b (a na j-tém misté v prvnim fadku tedy prvek b).
Pri¢tenim j-tého fadku k prvnimu fadku a j-tého sloupce k prvnimu sloupci do-
spé&jeme k hermitovské matici, kterd ma v levém hornim rohu reélné éslo b + b.
Jestlize je ¢islo b ryze imaginarni, pak je b+ b = 0. V tomto piipadé je tfeba
k prvnimu fadku pfiéist i-nasobek j-tého fadku a k prvnimu sloupci (—i)-nasobek
j-tého sloupce (symbol i zde pfedstavuje komplexni jednotku). V levém hornim
rohu ziskané matice pak bude nenulové realné é&slo bi — bi.

Uvedeny postup odpovida pifechodu od hermitovské matice A k hermitovské
diagonélni (tj. realné diagonalni) matici

D=0B"T.. B"BTABB,...B} ,

kde dvojice matic B,T,Bi,...,Bs", By, odpovidaji provedenym hermitovskym
upravam. Polozime-li B = By ... By, je

D=BTAB. O

12.31. Priklad. Hermitovskou matici

1 —i 1-1i
A= i 1 1
141 1 2

pfevedeme pomoci hermitovskych tiprav na redlnou diagonalni matici D a najdeme
né&jakou reguldrni matici B, pro kterou D = BTA B.

Vyjdéme od matice (A | E) typu 3 x 6. P¥i¢téme (—i)-ndsobek prvniho fadku ke
druhému a (—1 —i)-ndsobek prvniho Ffadku ke tfetimu. Potom pfi¢téme i-ndsobek
prvniho sloupce ke druhému a (—1 + i)-ndsobek prvniho sloupce ke tfetimu. Do-
staneme matici

10 0] 1 00
00 —i | -i 10
0 i 0| —-1—i 0 1

Nyni pfi¢téme i-ndsobek t¥etiho fadku ke druhému a (—i)-ndsobek tietiho sloupce
ke druhému. Ziskdme matici

1 0 0] 1 00

0 -2 —i | 1-2i 1 i

0 i 0] —-1-i 0 1
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Abychom nepocitali se zlomky, vyndsobime tfeti fadek a tfeti sloupec ¢islem 2.
Potom pfi¢teme i-ndsobek druhého fadku ke tfetimu fadku a (—i)-nédsobek druhého
sloupce ke tretimu sloupci. Dostaneme matici

00 ] 1 00
—2 0 | 1-2 1 i
02 ] —i i1

OO =

Od matice (A | E) jsme tedy dospéli k matici (D | BT). Snadno se piesvédéime, Ze
D=BTAB.
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13. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

13.1. Definice. Soustavou n linedrnich rovnic o m nezndmgch nad télesem T
budeme rozumét soustavu rovnic tvaru

1121 + @12%2 + - + G1mTm = Y1 ,
a211 + ag2xo + -+ - + a2mITm = Y2 ,

.................................................... (1)

Ap1%1 + Ap222 + +++ + ApmTm = Yn

kde koeficienty ai1, a2, ..., apm a pravé strany yi, ys, . - ., yn jsou prvky télesa T'.

Vyfesit tuto soustavu rovnic znamend najit vSechny m-tice z = (1,29, ..., ZTm)
prvki télesa T, pro které plati vSech n vysSe uvedenych vztahi; kazda takovato
m-tice se nazyva fesend soustavy (1). Jestlize soustava (1) md, resp. nema FeSen,
nazyva se Tesitelnd, resp. neresitelnd. Jestlize je y; = yo = --- = y,, = 0, hovorime
o homogenni soustave; v opac¢ném pripadé o nehomogenni soustavé. Matice

aip ... QGim 1 air ... Gim Y1
| @21 ... a2m T _ . Ty _ | @21 ... Q2m Y2

A - ) y - N 9 (A | y ) - )
ap1 .- Anm Yn ap1 .- Upm  Yn

se nazyvaji po fadé matice soustavy, sloupec pravych stran a rozsitend matice
soustavy (1).

Soustava linearnich rovnic (1) se ¢asto zapisuje v tvaru

m
E Qi T5 =Yi , izl,...,n,
Jj=1

nebo v symbolickém tvaru
Ar =y .

Budeme-li hovofit o soustavé Ax = y, pak odpovidajici homogenni soustavou
budeme rozumét soustavu Az = o.
V tomto paragrafu nas budou zajimat t¥i okruhy problémi.

(i) Nalezeni nutné a postacujici podminky pro Fesitelnost soustavy (1).
(ii) Obecny tvar mnoziny vSech FeSeni soustavy (1).
(iii) Metody nalezeni mnoziny vSech feeni soustavy (1).

Na prvni dva problémy odpovida nasledujici véta.
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13.2. Véta. Necht A je matice typu n X m nad télesem T a y necht je n-tice
proki télesa T. Potom plati:

(i) Soustava linedrnich rovnic Ax =1y je Tesitelnd tehdy a jen tehdy, kdyz je
r(AlyT) = r(4).

(i) Jestlize je soustava Ax =y fesitelnd, potom mnoZina viech jejich teSent
je linedrni mnozina xo+ W v prostoru T™, kde xo je libovolné zvolené
resent soustavy Ax =y a W je podprostor tvoreny prdvé vsemi feSenimi
odpovidajici homogenni soustavy Ax = o. Dimenze podprostoru W je
m —r(A).

Diikaz. Necht f je homomorfismus prostoru T™ do prostoru T, ktery kazdé m-tici
x € T™ pfifazuje n-tici y € T™, pro kterou yT = A-zT. Vzhledem ke kanonickym
bézim prostort 7™ a T™ je matici homomorfismu f pravé matice A; sloupce ma-
tice A jsou obrazy vektoru kanonické béze prostoru T a generuji tedy podprostor
Im f.

Pro dané y € T" je mnozina viech x € T™, pro ktera je A - 2T = yT, tplnym
vzorem vektoru y pfi homomorfismu f.
(i) Soustava Ax = y je tedy Fesitelnd pravé tehdy, kdyz je y € Im f. Vzhledem
k tomu, Ze podprostor Im f je generovan sloupci matice A, je y € Im f pravé
tehdy, kdyZ je y linedrni kombinaci sloupci matice A, tj. pravé tehdy, kdyz je
r(Aly") =r(A).
(ii) Podle 10.4(ix) je Gplnym vzorem vektoru y € Im f linedrni mnoZina o+ Ker f,
kde zq je libovolné zvoleny vektor prostoru T™, pro ktery je f(zo) = y; je tedy
A-zl =y, tj. 2o je néjaké feseni soustavy Az = y. Déle je Ker f mnozinou viech
vektorti z € T™, pro které je A-zT = oT; podprostor Ker f je tedy mnozinou vSech
feSeni homogenni soustavy Az = o. Podle véty 10.18 (véta o hodnosti a defektu)
a véty 12.4 je

m=d(f)+r(f) = dim Ker f +r(4) ,

takze
dim Ker f =m —r(4). O

Soustava linedrnich rovnic Ax = y je tedy feSitelna pravé tehdy, kdyz je hod-
nost matice soustavy rovna hodnosti rozsifené matice soustavy. Jak jsme uvedli
v predchozim dukazu, nastane to pravé tehdy, kdyz je sloupec pravych stran line-
arni kombinaci sloupcti matice soustavy. Tuto skuteénost mtzeme velmi nazorné
demonstrovat, zapiSeme-li soustavu rovnic (1) ,sloupcové“:

aiy a2 A1m 1

a21 a22 a2m, Y2
$1+ . ._fL‘2+...+ . ."L‘m:

anl an2 Anm Yn
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Z tohoto zapisu je ihned vidét nutné a postacujici podminka feSitelnosti sou-
stavy (1) i smysl mnoziny vSech FeSeni této soustavy.

— Soustava je TeSitelna pravé tehdy, kdyz je sloupec pravych stran linedrni kom-
binaci sloupctt matice soustavy.
— Vsechny m-tice koeficientti téchto linedrnich kombinaci tvoii pravé mnozinu

vSech FeSeni uvazované soustavy Azx = y.

Poznamenejme jesté, Ze jestlize je soustava Ax = y FeSitelnd, pak je jejim fe-
Senim podle pfedchozi véty linedrni mnozina, jejiz dimenze je rovna rozdilu poctu
nezndmych a hodnosti matice soustavy.

Pri feseni soustav linearnich rovnic se ¢asto hovori o linedrné zavislych ¢i ne-
zévislych rovnicich. Je tim vlastné minéna linedrni zavislost ¢i nezéavislost odpovi-
dajich tadki rozsifené matice soustavy. V tomto smyslu mtizeme Fici, ze dimenze
linedrni mnoziny vSech feSeni soustavy Az = y je rovna rozdilu poctu neznamgch
a poctu linedrné nezdvislych rovnic soustavy.

13.3. Dusledek. Necht A je matice typu n X m nad télesem T. Potom plati:
(i) Soustava Ax =y je Tesitelna pro kazdé y € T™ prdavé tehdy, kdyz r(A) = n.
(ii) Pro dané y € T™ md soustava Ax = y prdvé jediné teSeni tehdy a jen
tehdy, kdyz r(A|yT) =r(A) = m.
(iii) Homogenni soustava Ax = o je vidy Tesitelnd. MnoZina viech jejich TeSent
je podprostorem prostoru T™. Soustava Ax = o md pravé jediné teseni
pravé tehdy, kdyz je r(A) = m.

Diikaz.

(i) Pro kazdé y € T™ je r(A|yT) = r(A) pravé tehdy, kdyz je r(A) = n.

(ii) Soustava Az =y je fesitelna pravé tehdy, kdyz je r(A|yT) = r(A); navic ma
prévé jediné teseni, kdyz dimenze linearni mnoziny vSech feSeni je nula, tj. praveé
kdyz je r(A) = m.

(iii) Tvrzeni plyne z pfedchozi véty a z tvrzeni (ii). O

Poznamenejme, ze nastane-li piipad (i), je nutné n < m, a nastane-li pfipad
(ii), je nutné m < n.

Homogenni soustava Ax = o mé vzdy tzv. trividlni neboli nulové Tesent, tj.
nulovy vektor prostoru T"". Kazdé jiné feseni se nazyva netrividlni, resp. nenulove.
Jestlize je tedy r(A) = m, pak mé soustava Ax = o pouze trividlni feSeni. Jestlize
je r(A) < m, pak méa soustava Ax = o 1 netrividlni FeSeni.

Ve vété 13.2 jsme zodpovédeli otazky Fesitelnosti a popisu mnoziny vsech feseni
soustavy Az = y. Zbyva popsat metody vedouci k nalezeni mnozZiny vSech feSeni.
Nejprve uvedeme jednoduché, ale velmi uzite¢né lemma.

13.4. Lemma. Necht A je matice typu n X m nad télesem T a necht y je n-tice
proki telesa T'. Jestlize B je requldrni matice tadun, C = BA a jestliZe z je n-tice
proki télesa T urcend vztahem 2T = B - yT, potom soustava Ax =y md stejnou
mnoZinu Tesent jako soustava Cx = z.
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Driikaz. Jestlize pro vektor x € T™ je A-xT = 4T, potom je téz (BA)-zT = B-yT,
tj. C - 2T = 2T; kdyz je naopak C - 2T = 27, tj. (BA) - 2T = B - y", potom je
B YBA) 2T =B 'B-yT atedy A-2T =4yT. O

13.5. Dusledek. Necht A je requldrni matice vddu n nad télesem T a y necht
je n-tice prvki télesa T'. Potom md soustava rovnic Ax =1y prdvé jedin€ reseni
x €T", pro které je z¥ = A= . yT.

Diikaz. Podle dusledku 13.3 méa soustava Az = y pravé jediné feseni. Podle pred-
choziho lemmatu mé soustava Ar = y stejnou mnozZinu FeSeni jako soustava
Ex =z, kde 2T = A=1yT. Soustava Ex = z méa jediné fefeni z = 2. O

13.6. Gaussuv eliminaé¢ni algoritmus.

Necht Ax = y je soustava linearnich rovnic, kde A je matice typu n x m nad
télesem T a y je n-tice prvki télesa T'. Podle véty 12.17 existuje regularni matice B
fadu n takové, ze matice B - (A|yT) = (BA|B - yT) je odstuptiovani. Podle
lemmatu 13.4 mé vychozi soustava Az = y stejnou mnozZinu feseni jako soustava
Cx = z,kde C = BA a 2T = B-y". V praktickém piipadé piejdeme pomoci
fadkovych elementérnich tiprav od matice (A |yT) k odstuptiované matici (C | z71);
tyto dvé matice reprezentuji podle lemmatu 13.4 dvé soustavy linedrnich rovnic se
stejnou mnozinou feseni.

V nésledujicim predpokladejme, ze Ar = y je soustava linearnich rovnic nad
télesem T a Ze matice (A |yT) typu n x (m + 1) je jiz odstupiiovana. ProtoZe je
hodnost odstupnované matice rovna poctu jejich nenulovych fadki, je ihned vidét,
zda je 7(A) = r(A|y7T), tj. zda je soustava Ax = y fesitelna. Jestlize tomu tak
je, definujme ¢&islo k rovnosti k = m — r(A). K uréeni mnoziny vsSech feSeni staci
podle véty 13.2 najit jedno feSeni zy soustavy Az = y a k linedrné nezavislych
feSeni x1, ...,z odpovidajici homogenni soustavy Ax = o. Linearni mnozina

xo+ [x1,. .., Tk

je potom mnozinou vSech feSeni soustavy Az = y.

Matice A ma r(A) nenulovych fddki. Predpokladejme, Ze prvni nenulovy prvek
v prvnim fddku mé sloupcovy index j; (v praktickych ptikladech je j; = 1), ze
prvni nenulovy prvek v druhém fadku ma sloupcovy index js, ... a prvni nenulovy
prvek v 7(A)-tém fadku mé sloupcovy index j,.(4); tedy j1 < ja < -+ < jpa) < m.
Ostatni sloupcové indexy matice soustavy oznacme 71 < ro < --- < r1; plati tedy
rovnost

{j17j2a"'7j7“(A)}U{T17T27"‘>rk3} = {1727'-’7m} .

Vzhledem k tomu, Ze je matice A odstupniovand, je mozno velmi jednoduse najit
vektory xg a z1,...,zr. Obecny postup popiSeme v nasledujicich dvou odstavcich
a objasnime ho na jednoduchém schématu. Teoreticky se tento postup Spatné
popisuje, praktické provedeni vSak obtizné neni.



SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC 157

Vypocet feseni zg.

Slozky m-tice xg s indexy 71, ..., 7 zvolime libovolné (mtZeme je napt. poloZit
rovné nule). Slozky s indexy jy(a),Jr(4)—1,---,J1 Postupné vypocitdvime z jed-
notlivych rovnic soustavy Az = y: z r(A)-té rovnice vypocteme slozku s indexem
Jr(a), 2z (r(A) — 1)-ni rovnice vypocteme slozku s indexem j,.(4)_1,... a nakonec
z prvni rovnice vypocteme slozku s indexem j;. Slozky feSeni xg indexované ¢isly
r1,...,T muzeme volit postupné, aby byl vypocet co nejjednodussi.

Vypocet fesSeni zq,...,xk.

Slozky s indexy 71, . .., T zvolime: slozku s indexem r; vektoru z1, slozku s inde-
xem 719 vektoru xs, ... a slozku s indexem rj vektoru xj poloZzime rovnou jednicce
(pro zjednodusSeni vypoltu miZzeme volit vhodné nenulové prvky télesa T'), dalsi
slozky indexované ¢isly r1,...,r; vektord xy,...,z, poloZzime rovny nule. Touto
volbou je zarucCeno, ze vektory x1,...,xx jsou linedrné nezavislé. Ostatni slozky
budeme postupné vypoéitavat z rovnic odpovidajici homogenni soustavy Az = o:
z 7(A)-té rovnice vypocteme slozku s indexem j,.(4), ... a nakonec z prvni rovnice
vypocteme slozku s indexem ji.

Vypocet slozek vektoril xg, x1, ..., 7y indexovanych €isly j.(a),--.,J1 je moZno
vzdy provést, nebot pii vypoctu kazdé z téchto slozek se vyuZije jedina linedrni
rovnice o jedné neznamé, u které je nenulovy koeficient; za ostatni neznamé jsou
dosazeny dfive vypoctené hodnoty.

Na nasledujicim schématu je znézornéna odstupnovana matice Fesitelné sou-
stavy linedrnich rovnic typu 4 x 8 (hvézdicky zna¢i nenulové prvky), pro kterou je
h1=1,7J2=2,753=5,54=6,r1=3,ra=4, r3=7, ry =8 . Naznacena
je 1 volba jednotlivych slozek vektoru xg, 1,2, T3, x4; slozky oznacené symbo-
lem x pfi Gaussové algoritmu postupné vypocitdvame (vyznaceno Sipkami), jak
je vySe uvedeno. Pro konkrétni vypocet je vyhodné zachovat i ipravu naznacenou
ve schématu a psat vektory xg, x1, 2, x3, x4 tak, aby jejich slozky byly presné pod
odpovidajicimi koeficienty matice soustavy.

x . | | 0
0 = . | | 0
0 00 0 « | |0
0000 0 =« | |0
Lol ol
( x x 00 x x 0 0 ) =ux
( x x 1 0 x x 0 0) = 7
( x x 01 x x 0 0) = 29
( x x 00 x x 1 0) = 23
( x x 00 x x 0 1) = 24
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Reseni soustavy linearnich rovnic pomoci Gaussova elimina¢niho algoritmu ob-
jasnime na nésledujicich prikladech.

13.7. Pfiklad. Nalezneme mnozinu vSech FeSeni nasledujici soustavy linearnich
rovnic nad télesem realnych cisel.

z— y+ 2+ u—2v=0,
20+ y— z— ut+ v=1,
3x+3y—3z—3ut+dv =2,
4z+5y—5bz—bdu+7v =3 .

Nejprve prejdeme standardnim zptisobem pomoci fadkovych elementarnich tprav
od rozsifené matice dané soustavy k odstupnované matici

1 -1 1 1 -2 |0
0 3 -3 -3 5 | 1
0 0 0 0 0| 0f°
0 0 0 0 0] O

ktera odpovida soustavé rovnic

z— y+ z+ u—2v =0,
3y—3z—3u+bv =1, (2)

ktera ma stejnou mnozinu feSeni jako zadana soustava. IThned je vidét, ze tato
soustava je feSitelnd, linedrni mnozina vsSech jejich feseni méa dimenzi 5 — 2 = 3
a ma tedy tvar xg + [z, xa,x3]. PT vypodtu vektort xg,x1,x2, x3 budeme volit
jejich tieti, ¢tvrtou a patou slozku a pocitat jejich druhou a prvni slozku. Volme
tedy

:EOZ( ) ',0,070)a
xlz( ;'717070)7
33'2:( ) 70717O)a

Dosazenim ,¢astecné znamého“ vektoru xy nejprve do druhé a potom do prvni
rovnice soustavy (2) postupné vypocteme
11
53
Postupnym dosazenim ,C¢asteéné znamych“ vektord 1, x2, x3 nejprve do druhé a

pak do prvni rovnice odpovidajici homogenni soustavy

xo = 0,0,0) .

z— y+ 2+ u—2v=0,
3y—3z—3u+dv =0
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vypocteme

1 5
z1=(0,1,1,0,0) , z2 = (0,1,0,1,0) , Ty = (g,—g,0,0,l) .
Resenim dané soustavy je tedy linedrni mnozina

11

(5,5,0,0,0)+ (0,1,1,0,0), (0,1,0,1,0), (1,-5,0,0,3) | .

Mohli jsme postupovat také trochu jinak; bylo mozné vypocitat ze soustavy (2)
neznamé y a x v zavislosti na ostatnich neznamych, které jsou ,volitelné®.

1
y:§(1+3z—|—3u—5v),
x:é(1+3z+3u—5v)—z—u+2v.

Nyni zapiSeme nezndmé z,y, z,u, v do pétice a upravime:

(1+1v1+z+uf§vzuv) =

3 3 73 3 ) ) ) -

= (11000)+ -(0,1,1,0,0) +u- (0,1,0,1,0) + -(1 —§001) =

- 3737 ) b Z ) b b b u b b b) b) U 37 37 b) ) -
= (%,%70,0,0)+ (0,1,1,0,0), (0,1,0,1,0), (1,-5,0,0,3) | .

13.8. Priklad. Naésledujici soustava linearnich rovnic nad télesem Zgz neni fesi-
telna.

y+22+ 2u+ v =2,

T+ 242+ ut+2v =1,
20+y+ 2+t =2,
y+2z =0.

Radkovymi elementarnimi ipravami snadno prevedeme rozsifenou matici této sou-
stavy na matici

1012121
01200010
000012 ]| 0]°
00000O0GO0/ 2

ktera odpovidéa nefesitelné soustave.
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13.9. Priklad. Vysetfujme nad télesem komplexnich éisel soustavu linedrnich
rovnic

iz+ y =1,
3z+3y— z= 0,
20— y—2z=—4+43i.

Pro zjednoduseni vypoctu pfehodme neznadmé (uvazujme je v pofadi z, z,y) a rov-
nice; fadkovymi elementarnimi ipravami dospéjeme od matice

-1 3 3| 0
-2 2 -1 | —4+4+3i],
0 i 1 -1
k matici
-1 3 3 0
0 —4 -7 | —4+43i
0 0 4-71 | —7T—4i

Soustava ma tedy pravé jediné feSeni:

(A-Ti)y=-T—4i, tj. y=-i,
Ao+ Ti——4+431, t. ao=1+1i,
z—3(14+1)+3i=0, tj. z=3.

Danou soustavu fesi jediné trojice (1 +1,—1i,3).
13.10. Reseni soustavy s regularni matici pomoci inverzni matice.

Necht A je regularni matice fddu n a necht y je n-tice prvka télesa T. Podle
diisledku 13.5 mé soustava rovnic Az = y pravé jediné feseni x, kde T = A=1.yT.
Reseni soustavy rovnic Az = y tedy ziskdme vynasobenim sloupce pravych stran
matici A™! zleva. PotiZ je v tom, Ze u dané soustavy rovnic Ax = y se &tverco-
vou matici A zpravidla nevime, zda je matice A regularni nebo singularni. M-
zeme viak fadkovymi elementdrnimi tipravami ptejit od matice (A |yT) k odstup-
tiované matici (B|zT) a mimo jiné tak zjistit, zda je matice A regularni nebo
singularni. Je-li regularni, nemusime déle postupovat podle Gaussova algoritmu,
ale miizeme dal$imi fadkovymi elementarnimi tipravami prejit od matice (B|zT)
k matici (E|A™1-yT) (viz 12.22). Reseni je tak nalezeno. Pokud je matice A sin-
gularni (a soustava Ax = y Fesitelnd), postupujeme podle Gaussova eliminac¢niho
algoritmu.

Poznamenejme je$té, ze vychozi matice A nemusi byt ¢tvercova, ale miZe se
béhem elementarnich Gprav na ¢tvercovou reguldrni matici zredukovat (viz nésle-
dujici pfiklad) a pak je mozno uzit vy$e popsanou metodu.
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13.11. Priklad. Nad télesem Z; FeSme nésledujici soustavu linedrnich rovnic:

20+ y+4z+ t=1,

r+3y+62+2t =3 |
3x4+2y+2z+2t =1,
2z+ y+2z =4,
4x4+dy+ 2+4t =4,
5x+by+3z+2t =4 .

Réadkovymi elementarnimi ipravami dojdeme od matice

136 2| 3 136 2|3
2 1 41 | 1 026 4 | 2
3222 |1 * matici 005 3] 6
2 1 20 | 4 024315
4 51 4 | 4 005 3] 6
553 2 | 4 0416 | 3
a dale k matici
1362 | 3
™ [0 26 4| 2
BlzD=10 053 | 6
000 3 | 4

Nyni jsme dospéli k soustavé linedrnich rovnic s regularni matici. Déle miZzeme
postupovat dvéma zpusoby:

a) Podle Gaussova algoritmu je

3t=4, tj. t=6,

52+ 3t=6, tj. z=6,

20+ 62+ 4t =2, tj. y==6,
r+3y+6z2+2t=3, tj. =0

b) Dalsimi f4dkovymi elementarnimi Gpravami piejdeme od matice (B |2T) k ma-
ticim

DN O W
O = O O
S O O O

1 0
0 1
0 0
0 0
6

Posledni sloupec pravych stran dava feseni (0,6, 6,6).
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13.12. Maticova rovnice typu AX =Y.

Necht A,Y jsou matice typti n x m a n X k nad télesem T'. Vytesit maticovou
rovnici AX = Y znamend najit vSechny matice X typu m X k nad télesem T,
pro které je sou¢in AX roven matici Y. Nasobime-li matici A prvnim sloupcem
matice X, dostdvame prvni sloupec matice Y, ..., ndsobime-li matici A posled-
nim, tj. k-tym sloupcem matice X, dostaneme posledni, tj. k-ty sloupec matice Y.
Maticova rovnice AX = Y tedy predstavuje k soustav linedrnich rovnic se stej-
nou matici soustavy a k riznymi pravymi stranami. Maticovad rovnice AX =Y je
tedy Fesitelnd prave tehdy, kdyz je r(A|Y) = r(A4). Matice X je FeSenim maticové
rovnice AX = Y pravé tehdy, kdyz pro kazdé j = 1,...,k je j-ty sloupec ma-
tice X feSenim soustavy linearnich rovnic, kterd méa jako matici soustavy matici A
a jako sloupec pravych stran j-ty sloupec matice Y. Mnozinu vSech feSeni maticové
rovnice AX =Y tedy dostaneme jako mnozinu vSech moznych kombinaci FeSeni
uvazovanych k soustav linearnich rovnic. Proto je dimenze feSeni maticové rovnice
AX =Y rovna sou¢inu k(m — r(A)). Pfi feSeni maticovych rovnic pouziviame
stejné metody jako pri feSeni soustav lineadrnich rovnic.

13.13. Priklad. Nad télesem realnych ¢isel feSte maticovou rovnici AX =Y, kde

12 3 1 0
A=|10 1], v=[1 -1
14 7 2 1

Rédkovymi elementarnimi tipravami dojdeme od matice (A |Y) k matici

1 23] 10
024 ] 01
000 ] 10

Dana maticovd rovnost nemd feSeni, nebot hodnost matice (A]Y) je vétsi nez
hodnost matice A.

13.14. Priklad. Nad télesem Zs FeSte maticovou rovnici AX =Y, kde

(1) (1)
Rédkovymi tipravami dojdeme od matice (A|Y’) k matici
(1 0] 2 3 2>
01 | 43 4)°
Uzili jsme metodu FeSeni pomoci inverzni matice. Od matice (A|Y") jsme pomoci

fadkovych elementarnich tprav dospéli k matici (E|A~'Y), kde X = A~'Y je
hledané feSeni. Dana maticova rovnost ma jediné feseni

2 3 2
X‘<434)'
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13.15. Priklad. Nad télesem redlnych ¢isel feste maticovou rovnici AX =Y, kde

121 1 0 -1
A= 2 10|, v=[|1 1 1
—2 2 2 0 -2 —4

R4dkovymi elementérnimi tipravami dojdeme od matice (A|Y) k matici

1 2 1 ] 1 0 —1
0 -3 -2 | -1 1 3)
Odpovidajici maticova rovnice reprezentuje tii soustavy linearnich rovnic, které

maji tato FeSeni:

(07 17 *1)+[(13 727 3)] )
(17 _1’ 1)+[(1v -2, 3)] )
(1,-1,0)+[(1,-2,3)] .

Vsechna Feseni maticové rovnice AX =Y maji tedy tvar linedrni mnoziny

0 1 1 1 00 0 1 0 00 1
1 -1 —1|+{[-200].,[0 20,0 0 -2
-1 1 0 300 0 30 00 3

ReSeni mizeme zapsat téz v tvaru

a 1+ b 1+ ¢
1—2a —-1—-2b —1-—2¢
-1+ 3a 1+3b 3c

kde a, b, ¢ jsou parametry.

V celém paragrafu jsme se zabyvali soustavami linearnich rovnic (resp. matico-
vymi rovnicemi) nad télesem T, tj. soustavami, ve kterych koeficienty, pravé strany
i neznamé byly prvky télesa T'. Ve vété 13.2 byla podana nutnd a postacujici pod-
minka pro feSitelnost takové soustavy a popsan tvar mnoziny vSech feseni. Pokud
bychom vysetiovali soustavy linearnich rovnic nad komutativnim okruhem (nebo
piipadné oborem integrity), platnost téchto vysledkii by se nezachovala. Rovnice
2z = 2 chapana nad okruhem Z,; méa dvé feSeni x = 1,z = 3; rovnice 2z = 1
nad Z,4 feSeni nemé. Podobné nad oborem integrity Z nema rovnice 2z = 1 feseni.
O soustavéch linedrnich rovnic nad komutativnim okruhem se néco malo dozvime
v nésledujicim paragrafu v partii vénované Cramerovu pravidlu.
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14. DETERMINANTY

V této kapitole se budeme vénovat determinantlim matic, jejichz prvky jsou
brany z néjakého komutativniho okruhu R. Tento piistup se ndm bude pozdéji
hodit v kapitole o polynomialnich maticich, tj. maticich nad oborem integrity vsech
polynomu s koeficienty z télesa T. Zaroven ziskame nékteré obecnéjsi vysledky
(véta o inverzni matici, Cramerovo pravidlo, definice hodnosti matice apod.).

Diikazy vétsiny tvrzeni o determinantech matic nad komutativnim okruhem jsou
stejné jako diikazy odpovidajicich tvrzeni o determinantech matic nad télesem;
timto pristupem se tedy vyklad nezkomplikuje.

14.1. Umluva. V dalsim textu budeme slovem okruh a symbolem R znagit ko-
mutativni okruh, ktery nemusi mit jednotkovy prvek. Na nékolika mistech vSak
zcela formalné uzijeme symboly 1, —1, §;;, a to v tomto smyslu: pro a € R je
(=1)*a = a, je-li k sudé, a (—1)¥a = —a (prvek opaény k prvku a), je-li k liché
(viz napf. definice 14.2, kde tuto roli hraje sgn P).

14.2. Definice. Necht A = (a;;) je étvercovad matice fadu n nad okruhem R.
Determinant det A matice A definujeme rovnosti

det A = Z SgnP'ap(l)lap(2)2...ap(n)n .
PeS,

Misto det A piSeme téz det (aij) nebo

ailz a2 - Qin
a21 Q22 -+ G2pn
an1 an2 Ann

Rddem determinantu rozumime ¥ad odpovidajici matice.

Determinant matice A = (a;;) nad okruhem R je tedy prvek okruhu R. Je to
soucet n! soucini

sgn P -ap(1)1ap(2)2 - - - GP(n)n

(s¢ité se pres vSechny permutace P € S,,); v kazdém z téchto soucinii vystupuje
jako cinitel pravé jediny prvek z kazdého sloupce a pravé jediny prvek z kazdého
fadku matice A.

Poznamenejme, Ze se slovo determinant uziva i v trochu jiném smyslu; mini
se jim do jisté miry i matice, jejiz determinant pocitame. V tomto smyslu nékdy
mluvime o fadcich, sloupcich, hlavni a vedlejsi diagonéle determinantu.
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14.3. Poznamka. Pro matice prvniho, druhého a ttetiho fadu je

|a11|:a11,

a1l a2

= Q11022 — G21012 ,
a1  Aa22

a11 Gi2 a3
21 G2 Q23| = (11022033 + A21032013 + A31G12023 —
asz1 asz2 ass

— 31022013 — 411032023 — 0421012033 -

Determinant matice prvniho fadu je roven prvku, ktery stoji v matici. Determinant

matice druhého fadu je roven rozdilu soucind prvka hlavni a vedlejsi diagonaly.
Determinant matice tfetiho fddu mtzeme vypocitat podle tzv. Sarrusova pra-

vidla. K matici pripiSeme jako ¢tvrty a paty radek jeji prvni a druhy radek.

—Qa31022013
a11 a2 a13
\ - —0a11032023
an az azs
\ \ —021012a33
asi asz2 ass
\ \ \ +a11a220
an a1z a13 11022033
s \ \ +a2la 2(11
a1 a22 a23 32013
+a31a12023

Determinant uvazované matice je nyni roven (viz obrizek) sou¢tu Sesti prvki
okruhu R. Prvni tfi jsou sou¢in prvku hlavni diagonaly a souciny prvka dvou
rovnobéznych linii, ty odpovidaji sudym permutacim

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3/ 2 3 1)”° 31 2)7
druhé tii jsou opa¢né prvky k soucinim prvku vedlejsi diagonaly a dvou rovno-
béznych linii, ty odpovidaji lichym permutacim

1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 21/ \1 3 2)’ \2 1 3
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Ziskame-li pfi vypoctu determinanta tretiho fadu trochu zbéhlosti, neni nutné pii
uziti Sarrusova pravidla uvazované fadky k matici opravdu pripisovat. Pozname-
nejme jesté, ze Sarrusovo pravidlo byva ¢asto formulovano i pomoci sloupcii.

14.4. P¥iklady.

(i) Podle Sarrusova pravidla vypo¢teme determinant redlné matice t¥etiho fadu:

1 2 -3
4 -2 1| =
0 3 2

= 1-(-2)-2+44-3-(=3)40-2-1-0-(-2)-(-3)—1-3-1-4.2.2 =
= —4-36-3—16=—59.

(ii) Krdsnym piikladem je tato ,zrcadlovd rovnost“ determinantt druhého faddu
v Fimskych ¢islicich:
)X v

VI X
w WY

I II

(iii) Vypocteme determinant matice A nad okruhem Z, :

WO =N
oo N O
[ Ry St
oo~ W

Kazdy souc¢in sgn P -ap(1)1ap(2)2ap(3)3ap4)s Obsahuje pravé jediny prvek z kaz-
dého sloupce a z kazdého fadku matice A. Ve druhém sloupci matice A je je-
diny nenulovy prvek ase = 2; vSechny uvazované souciny, které obsahuji jiny pr-
vek z druhého sloupce, jsou rovny nule. Rovnéz ve tietim fadku je jediny nenu-
lovy prvek ass = 2; vSechny souciny, které obsahuji jiny prvek ze tretiho fadku,
jsou rovny nule. Ve ¢tvrtém sloupci uz nemizeme volit prvky ass a asy; zbyva
a1y = 3 a agqg = 0. Jediny soulin, ktery mize byt nenulovy, je tedy soucin
22033014041 = 2 -2 -3 -3 =0, ktery odpovida permutaci

1 2 3 4
4 2 3 1/~

P1i teoretickych uvahach i praktickych vypoctech je nékdy vyhodné chapat
matici fddu n nad okruhem R, jejiz determinant pocitame, jako n vedle sebe
stojicich sloupcii (n-tic prvki okruhu R neboli prvkd mnoziny R"™). Zavedeme
proto nasledujici oznaceni.

Tedy det A = 0.
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14.5. Oznaceni. Necht R je okruh a sq,...,s, € R™. Symbolem det(sy,...,s,)
budeme rozumét determinant matice, ve které jsou n-tice si, ..., s, po fadé prvnim
az n-tym sloupcem.

14.6. Lemma. Necht A je matice vddu n nad okruhem R a t jeden ze sloupci
matice A. Jestlize je t =t + to, kde t1,ta € R™, potom je

det A = det Ay + det Ay

kde matice Ay, resp. As vznikne z matice A nahrazenim jejiho sloupce t sloup-
cem ty, resp. ta.

Diikaz. Predpokladejme pro jednoduchost, ze t je prvni sloupec matice A = (a;;).
Pisme
t1 = (b11, -+, bn1) ta = (c11,- -5 Cn1) ;3

pro kazdé ¢ = 1,...,n je tedy a;1 = b;1 + ¢;1. Nyni je

det A = Z sgn P -ap1y1ap@)2---Gpnyn =
PcS,

= Z sgn P - (bp()1 + cp()1) " @p@)2 - - - Ap(n)n =
Pes,,

= Z sgn P -bp1)1 - ap@)2---apmn +
Pes,,

+ Z sgn P - cp(1)1 - ap(2)2---ap(nyn = det Ay +det Ay . [
PcS,

Tvrzeni predchoziho lemmatu snadno zobecnime indukci; uzijeme-li oznaceni
14.5, dostavame:

k k
det(sl,...,si,l, E tj,87;+1,...78n) = E det(sl,...,si,l,tj,si+1,...,sn) .
Jj=1 Jj=1

Lemma 14.6 se velmi tispésné uziva k obecnému odvozovani i k vypocétim nékte-
rych determinantt radu n.

Nechf A = (a;;) je Etvercovd matice fadu n. Rekneme, ze matice B = (b;;)
vznikla provedenim permutace @@ € S,, na sloupce (resp. fadky) matice A, jestlize
prokazdéi,j=1,...,nje aj; = big(;) (resp. a;; = bg(;);). Permutace Q tedy z j-
tého sloupce (resp. i-tého fadku) matice A ,udéld“ Q(j)-ty sloupec (resp. Q(i)-ty
fadek) matice B.
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14.7. Zakladni vlastnosti determinantu.

(i) Determinant matice, kterd md nulovy sloupec (tadek), je roven nule.

(ii) Determinant horni (dolni) trojihelnikové matice je roven soucinu vsech
prvkid na jeji hlavni diagondle.

(iii) Determinanty navzdjem transponovangch matic jsou si rovny.

(iv) Vyndsobime-li néjaky sloupec (fddek) matice A prvkem ¢ € RU{—1}, je
determinant vzniklé matice roven c-det A.

(v) Determinant matice, kterd md dva stejné sloupce (Fadky), je roven nule.

(vi) Pricteme-li k néjakému sloupci (fadku) matice A c-ndsobek néjakého ji-
ného sloupce (tddku), kde ¢ € RU {1, -1}, je determinant vzniklé matice
roven determinantu matice A.

(vii) Prohodime-li v matici A dva sloupce (tadky), je determinant vzniklé matice
roven —det A.

(viii) Jestlize je A matice Fadun a ¢ € RU{—1}, pak je det (cA) = " -det A.

(ix) Pricteme-li k néjakému sloupci (fadku) matice A linedrni kombinaci ostat-
nich sloupci (Tadkd) matice A s koeficienty ¢ € R U {1, -1}, je determi-
nant vzniklé matice roven determinantu matice A.

(x) Jestlize matice B vznikla provedenim permutace Q na sloupce (resp. fddky)
matice A, potom je det B =sgn(@ -det A.

(xi) Matice A nad télesem T je singuldrni prdavé tehdy, je-li jeji determinant
roven nule, a reguldrni prdvé tehdy, kdyz je jeji determinant nenulovy.

Dikaz. Necht A = (a;;) je matice fadu n na okruhem R.

(i) Jestlize ma matice A nulovy sloupec nebo fadek, pak kazdy souéin

sgn P - ap(1)1a4p(2)2 - - - AP(n)n

obsahuje néjaky prvek z tohoto nulového sloupce (fadku); je tedy det A = 0.

(ii) Jestlize je A horni (dolni) trojihelnikovd matice, potom jedind permutace P,
pro kterou miZze byt soucin ap(1)1ap(2)2---apm), nenulovy, je permutace iden-
tickd. Odtud vyplyva rovnost det A = aj1ass ... any.

(iii) Determinant matice A je soucet n! souéint prvki matice A branych po jednom
z kazdého fadku a z kazdého sloupce a opatfenych znaménkem pfislusné permu-
tace. Kazdy z téchto soucini je tedy jednim z n! souini tvoficich determinant
matice AT. Ozna¢me AT = (b;;), tj. b;j = aj; pro kazdé i,j = 1,...,n. Podle
definice determinantu je

det A = Z sgn P -ap(1)y1ap2)2 - - Gp(nyn =
Pes,

Z sgn P - bipybap2) - - bnp(n) -
PesS,



DETERMINANTY 169

Nyni vyuzijeme komutativitu nasobeni v okruhu R a zmeénime pofadi ¢initela
v sou¢inu by p(1ybap(2) - --bpm)n (sefadime cinitele podle sloupcovych indexii);
uzijeme téz rovnosti sgn P = sgn P~1. Je tedy

det A = Z sgn pt. bp—l(l)lbp—l(g)g e bp—1(n)n .
PcS,

Probiha-li permutace P mnoZinu S,, probih4 i permutace P~! = Q mnozinu S,,,
takze je

det A = Z sgn @ - bQ(l)le(2)2 e bQ(n)n =det AT .
QES,,

(iv) Vyndsobme i-ty sloupec matice A prvkem ¢ € R U {—1}; vzniklou matici
ozna¢me symbolem B. Nyni je

det B = Z sgn P -ap(iy1...(c-apyi)---apmyn =
PcS,

=C- Z sgnP~ap(1)1 < APy - - AP(p)n = c-detA .
Pes,

(v) Predpoklddejme, Ze matice A ma stejny i-ty a j-ty sloupec, kde i < j; pro kazdé
k=1,...,njetedy ar; = ax; . Necht Q) € S,, je transpozice, kterd zamétiuje i a j.
Vsechny prvky grupy S,, usporadame do dvojic P, PQ, kde P probih4 vSechny sudé
permutace; permutace PQ pak probihd vSechny liché permutace (viz 6.8). Témto
dvojicim permutaci odpovidaji pfi tvofeni determinantu det A souciny, které se
rusi:

sgn PQ - apq(1 - - aPQ(yi - - - APQ(); - - APQn =
= —ap)1---AP(j)i---AP(i)j - AP(n)n =

= —ap(l)l e ap(j)j e ap(i)i e ap(n)n =
=—sgn P -apm)1---AP(n)n

Determinant matice A je tedy roven nule.

(vi) Pfedpoklddejme, Zze napt. ke druhému sloupci pti¢teme c-nésobek prvniho
sloupce. Podle lemmatu 14.6 a tvrzeni (iv) a (v) je

det(s1,82+ ¢ 81,...,8,) = det(s1,82,...,8,) +c-det(s1,81,...,8,) =

= det(s1, 52,...,5n) -

(vii) Prohozeni i-tého a j-tého sloupce matice A dosdhneme takto (viz poznamka za
12.11): Pficteme i-ty sloupec k j-tému, odeéteme j-ty sloupec od i-tého, pFi¢teme
i-ty sloupec k j-tému a i-ty sloupec vynasobime ¢islem —1. Podle tvrzeni (vi) se
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pfi prvnich tfech tpravach determinant nezméni. Pfi ¢tvrté tipravé zméni podle
tvrzeni (iv) znaménko.

(viii)—(x) Tato tvrzeni vyplyvaji z pfedchozich tvrzeni. Vzhledem k tomu, ze kaz-
dou sudou, resp. lichou permutaci je mozno slozit ze sudého, resp. lichého poctu
transpozic, vyplyva z tvrzeni (vii) tvrzeni (x).
(xi) Pfipomenime nejprve, Ze pojem singuldrni a reguldrni matice jsme zatim defi-
novali pouze pro matice nad télesem (pro matice nad okruhem tyto pojmy zave-
deme az v 14.22). Jestlize je matice A singularni, je néktery jeji sloupec linedrni
kombinaci ostatnich sloupci. Odecteme-li od tohoto sloupce zminénou linearni
kombinaci, dostaneme matici s nulovym sloupcem, jejiz determinant je podle tvr-
zeni (i) roven nule. Determinant této matice je vSak podle tvrzeni (ix) roven deter-
minantu matice A. Jestlize je matice A regularni, mizeme ji elementarnimi upra-
vami pfevést na jednotkovou matici (viz 12.21), jejiz determinant je roven jedné.
Protoze elementarni upravy zachovavaji nulovost a nenulovost determinantu, je
determinant regularni matice nenulovy. Viz téz 14.19.

Platnost tvrzeni (iv)—(x) ve formulacich pro fadky vyplyva z jiz dokézanych
tvrzeni pro sloupce a z tvrzeni (iii). O

Vypocet determinantti mizeme provadét primo podle definice, jak uz bylo uka-
zano pro determinanty prvniho, druhého a tfetiho fadu (viz 14.3 a 14.4). Velmi
uzite¢na metoda vypoctu determinantt se zakldda na vyse uvedenych zékladnich
vlastnostech determinantt (viz 14.7): elementdrnimi Gpravami pfejdeme od dané
matice k matici odstuptiované (trojuhelnikové) (viz 12.17) a determinant dané
matice nyni vypocteme podle tvrzeni (ii) s pfihlédnutim k Gpravam, které jsme
provedli — viz tvrzeni (iv)—(x). Vypocet tohoto typu je uveden v nésledujicim
prikladu.

14.8. Priklad. Vypocteme determinant matice

N = NN
(NI N
— O
N O = O

nad télesem Zs a nad okruhem Z,.

Na télesem Zgz: Dvojnasobek prvniho fadku pfi¢teme ke druhému a ¢tvrtému
rfadku, prvni fadek pricteme ke tietimu. Potom pri¢teme druhy fadek ke tfetimu
a dvojnasobek druhého radku ke ¢tvrtému. Dostavame determinant matice se
dvéma stejnymi fadky, ktery je roven nule.

211 0/ (2 110 (2110
2 2 0 1| |01 2 1 01 2 1
detA=11997 0/=lo 2 2 0/=]o 0 1 1|=0°
22 12 o102 Joo11
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Nad okruhem Z4: Nejprve prehodime prvni a tfeti fadek, potom pficteme dvoj-
nasobek prvniho rfadku ke druhému, tfetimu a ¢tvrtému fadku. Piehodime druhy
a tieti radek. Potom pri¢teme dvojnasobek ¢tvrtého fadku ke tfetimu a nakonec
pfehodime tfeti a ¢tvrty radek. Prehozeni fadkt vzidy zméni znaménko.

1110 1110 (1110
2 2 0 1 0021 |03 30

detA==15 1 17 0/ o330/~ |oo0 21~
2 2 1 2 0032 10032
1110 1110
0330 03 3 0

= Jooo0 1|” Joo 32~ 1331=3
00 3 2 000 1

14.9. Véta. Determinant horni (dolni) trojihelnikové blokové matice je roven
soucinu determinantu vsech jejich bloki stojicich na diagondle.

B C
(5 5)
kde B je ¢tvercova matice fadu n, D ¢tvercova matice fadu m a O nulova matice
typu m x n. Pisme A = (a;;), B = (b;;) a D = (di1). Je tedy

Diikaz. Uvazujme matici

bij:aij pro i,j:l,...7n,
dr = anykn+t pro kil=1,....m.
Podle definice determinantu je
det A = Z SgnP'aP(1)1aP(2)2~-~aP(n+m),n+m .
PESn+m

V tomto souc¢tu mohou byt nenulovi pouze ti séitanci, pro které se v soucinu
ap(1)14p(2)2 - - - AP(n+m),n+m nevyskytuje prvek z nulové matice O, tj. ¢leny, pro
které je

a tedy rovnéz
Pn+1)>n,...,P(n+m)>n.

MiuZeme tedy scitat jen pres vSechny permutace, které permutuji zvlast éisla

1,2,...,n a zvlast ¢sla n + 1,...,n + m. Pro takovouto permutaci P € S,1,,
definujeme permutace @ €S,, a T € S,, takto:
Qi) = P(i) pro i=1,...,n,

T@)=P(i+n)—n pro i=1,...,m
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Vzhledem k tomu, %e permutace P permutuje zvlast ¢isla 1,...,n a zvIast cisla
n+1,....,n+m,je inP=inQ+inT atedy sgn P =sgn@-sgnT. Probiha-li P
uvazovanou mnozinu permutaci, probiha @ grupu S,, a T grupu S,,, a naopak. Je
tedy

det A = Z Z SgnQ ~sgnT - aQ1)1 - --aAQ(n)n - AT(1)+n,14n - - - AT (m)4+n,m+n =
QES, TESH

= Z sgn @ - bg(1)1 - - - bo(nyn Z sgnT - dryr - drimym =
QES, TESm

=det B-detD .

Indukci se uvedené tvrzeni dokaze pro libovolny pocet blokt stojicich na diago-
nale horni trojuhelnikové blokové matice. Protoze jsou si determinanty navzajem
transponovanych matic rovny, plati uvedené tvrzeni i pro dolni trojihelnikové blo-
kové matice. O

14.10. Priklad. Vypocétéme determinant matice

2 216 4 3
31 5 01 4
0 06 5 2 7
A_003251
0 00010
0 00037

nad okruhem Zs.
Podle ptedchozi véty je

detA:’2 2H6 5H1 0

3 11713 2|73 7‘:(2—6)(4—7)(7—0):4-5-7=4.

14.11. Véta o rozvoji determinantu. Necht A = (a;;) je matice Fddu n > 1
nad okruhem R. Pro kaZdé j=1,...,n je

det A = Z (—I)Hjaij det Aij y (1)
i=1

det A = Z (—1)"aj; det Aj; (2)
i=1
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kde A;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z matice A vypusténim jejiho i-tého
rddku a j-tého sloupce.

Diikaz. Predstavime si j-ty sloupec matice A jako soucet n sloupct: v kazdém
z nich je jediny prvek a;; a jinak samé nuly. Podle lemmatu 14.6 je

detA:zn:detBi ,

i=1

kde B;, i = 1,...,n, je matice, kterd se od matice A lisi pouze j-tym sloupcem,
ve kterém maé na misté ¢j prvek a;; a na ostatnich mistech samé nuly. Na sloupce
matice B; provedeme permutaci

12 ... j—1 j j+1 ... n
23 ... j 1 j+1 ... n)"
j7

(s . 1 s 1 . .
kterd ma znaménko (—1)’" ", a na fadky vzniklé matice provedeme permutaci

1 2 ... i—-1 4 i+1 ... n
(2 3 ... i 1 7i+1 ... n>’
kterd ma znaménko (—1)*~! (j-ty sloupec jsme dali na prvni misto a ostatni sloupce
yposunuli“, i-ty fadek jsme dali na prvni misto a ostatni fadky ,,posunuli“). Dosta-
neme matici C;, kterd ma v levém hornim rohu prvek a;; a na ostatnich mistech
v prvinim sloupci samé nuly. Vynechanim prvniho fddku a prvniho sloupce ma-

tice C; dostaneme totéz jako pii vynechani i-tého fadku a j-tého sloupce matice
A (resp. matice B;), sice matici A;;. Podle tvrzeni 14.7(x) a véty 14.9 je

det B; = (—1)771 - (=1)""' - det C; = (=1)""7 - a;; - det A

a odtud .
det A = Z(*l)ﬂrjaij det Aij .
i=1

Druhou rovnost uvedenou ve vété je mozno dokazat obdobnym postupem; vy-
plyva vSak z rovnosti prvni a ze vztahu det AT =det A. O

Rovnost (1), resp. (2) uvedend v pfedchozi vété vyjadiuje rozvoj determinantu
podle j-tého sloupce, resp. podle j-tého vddku. Prvek (—1)"*7 det A;; se Casto na-
zyva algebraicky doplnék prvku a;;.

Poznamenejme, ze determinant libovolné ¢tvercové matice, ktera vznikne z ma-
tice A vynechanim néjakych sloupct a fadktl, se nazyva subdeterminant nebo téz
minor matice A. Rddem subdeterminantu budeme rozumét ¥4d odpovidajici ma-
tice.

Véta o rozvoji dava dalsi metodu pro pocitani determinantti; vypocet determi-
nantu fadu n se rozvojem prevede na vypocet n determinanti fadu n — 1.



174 III. MATICE

14.12. P¥iklady.

(i) Determinant matice A nad télesem Zs z piikladu 14.8 rozvedeme podle dru-
hého radku:

det A= (—1)*-2- +(=1)*-2- +(=1)%-1-

DO = =
— =
N OO
N = DN
—
N OO
[N RN N
DO =
— =
I

—0+2 (140+0-0-2-0)+1-(2+24+2-2-1-1)=0+1+2=0

Mohli jsme vSak postupovat i jinak. Rozvojem podle ¢tvrtého sloupce dosta-
neme:

DO ==

1
1|4 (-1)%-2-
1

=N DN
— N =

2 1
det A= (—1)°%-1-|1 0| =

2 1
= 1-2+2+2-2-1-1)+2-(1+24+0-2-0-2)=2+1=0

(ii) Rozvojem podle tfetiho sloupce vypocteme nasledujici determinant realné ma-
tice s parametry a, b, c,d:

;;2; 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2
_12b1:c—121—a—121+b222—d222:
1 2 d 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 -1 2 1
=6a —4c—4d
(iii) Determinant matice A nad okruhem Zg, kde
1 1 3 4
3 2 2 5
A= 5 0 1 2|7
2 3 0 5
rozvedeme podle tfetiho fadku. Dostavame:
1 3 4 1 1 4 1 1 3
det A=(-1)*5-12 2 5|+ (-1)%-1-13 2 5[+ (-1)"-2-|3 2 2|=
3 0 5 2 3 5 2 3 0

= 5-(440+3-0—0—0)+1-(4+0+4—4-3-3)—2-(04+3+4-0—0-0) =
=5-2-2=1

Srovnejte nyni predchozi vypocet s nasledujicim: Ke druhému fadku pficteme troj-
nasobek prvniho fadku, ke tfetimu fadku pri¢teme prvni radek a ke ¢tvrtému radku



DETERMINANTY 175

pricteme ¢tyrnasobek prvniho fadku. Potom pricteme druhy fadek ke tfetimu a ke
¢tvrtému radku a nakonec uzijeme vétu 14.9:
1 1 3 4 1 1 3 4

055 5 |05 5 5 35
detA= | | 4000351.5-‘5 2‘1-5.(01)1
010 3 [oo0 5 2

Poznamenejme, ze pojem determinantu je mozno definovat také indukci. Je-li
A = (a) matice prvniho Fadu, definujeme det A = a. Je-li A = (a;;) matice fadu n,
definujeme

det A = Z(—I)Hiah— det Ali y
i=1

tj. determinant matice fadu n > 1 je popsan rozvojem podle prvniho fadku. Je
vSak potom tfeba dokdzat mimo jiné vétu o rozvoji determinantu podle libovolného
tfadku a podle libovolného sloupce.

V nasledujici vété zobecnime tvrzeni o rozvoji determinantu. Dostaneme rov-
nosti, které se nékdy hodi pfi teoretickém odvozovani.

14.13. Vé&ta. Necht A = (a;;) je matice fddu n nad okruhem R. Potom pro kaZdé
5L k=1,....n je

Z(_l)i+jaik det A;; = 651, - det A,

i=1

Z(*l)iﬂaki det Aj; = 65, - det A .

i=1

Dikaz. Pro j = k jde o rozvoje determinantu podle j-tého sloupce, resp. j-tého
fadku (viz 14.11). Jestlize je j # k, potom je podle 14.11 uvedend suma rovna
determinantu matice, kterd ma nahrazen j-ty sloupce (j-ty fadek) k-tym sloupcem
(k-tym faddkem) a m4 tedy dva stejné sloupce (fadky); uvazovany determinant je
proto roven nule. [l

14.14. Véta o nasobeni determinanti. Determinant soucinu dvou matic téhoz
radu nad okruhem R je roven soucinu determinanti téchto dvou matic.

Dikaz. Necht A a B jsou ¢tvercové matice nad okruhem R, které maji fad n.
Oznacme s1, . . ., s, sloupce matice A a piSme B = (b;;). Uvédomme si, Ze j-ty slou-
pec matice AB je linedrni kombinaci sloupct matice A s koeficienty b1j, ..., by;,
které jsou prvky j-tého sloupce matice B. Pfi oznaceni zavedeném v 14.5 je tedy

det AB = det < Xn: bi118i1 y Xn: bi228i2 y ey Zn: binnsin ) =

i1=1 ig=1 in=1

= Z Z Z billbi22-'-binn 'det(3i175i27---75in) .

i1=1142=1 in=1
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Vzhledem k tomu, Zze determinant matice se dvéma stejnymi sloupci je roven nule,
je mozno séitat pres vSechny mozné permutace

p:(? 2 n>eSW
1 12 ... in

det AB =" bp1y1bp)2- - bp(nyn - det (sp1)s- - Spm)) -
PeS,

Tedy

Nyni vyuzijeme tvrzeni 14.7(x) o permutaci sloupct a dostdvame

det AB = Z bp)i---bpmyn -sgn P -det(s1, s2,...,5,) =det A-det B. O
PeS,

Matematickou indukci dostavame, ze determinant souc¢inu n ¢tvercovych matic
téhoz radu je roven soucinu determinanti téchto matic a Ze determinant n-té
mocniny ¢tvercové matice je roven n-té mocniné determinantu této matice.

14.15. Poznamka. Véta o nasobeni determinantt se dokazuje riaznymi zpisoby.
Jde-li o matice nad okruhem s jednotkovym prvkem, mizeme postupovat také
takto. Utvofime blokovou matici

A O
X =
(& 3)
rfadu 2n, jejiz determinant je podle véty 14.9 roven det A - det B. V této blokové
matici budeme provadét sloupcové elementarni apravy. Linearni kombinaci prvnich
n sloupct matice X s koeficienty, které stoji v prvnim sloupci matice B, pricteme

k (n + 1)-nimu sloupci, ..., linearni kombinaci prvnich n sloupcd s koeficienty,
které stoji v n-tém sloupci matice B, pricteme k 2n-tému sloupci. Dojdeme tak

k matici
A AB
vo( 4 am)
Provedeme-li na fadky této matice permutaci
p_ 1 2 ... m n+1 ... 2n
" \n+1 n+2 ... 2n 1 .oon )

2 7 ’ . .
" ziskame matici

“E 0
Z:( A AB)'

jejiz znaménko je (—1)
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Podle vét 14.9 a 14.7 je nyni
det A-det B =det X = detY = (—1)"" -det Z = (—1)" (=1)"-det AB = det AB .

Pro matice nad télesem mizeme provést dikaz véty o nasobeni determinanti
jesté jinym zptisobem. Musime si vSak uvédomit, ze determinant singularni matice
je roven nule (viz 14.7(xi) ).

JestliZe je matice A singuldrni, je podle véty 12.7 i matice AB singularni, takze
det AB =det A-det B=0.

JestliZe je matice A regularni, je podle véty 12.21 soucinem elementarnich trans-
formacnich matic. Vzhledem k principu matematické indukce stac¢i predpokladat,
ze A je pfimo elementarni transformacni matici. Je-li A elementarni transfor-
macni matici prvniho, resp. druhého typu, vyplyva rovnost det AB = det A-det B
z vlastnosti 14.7(iv), resp. 14.7(vi).

14.16. Definice. Nechf A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n > 1 nad okruhem R.
Reciprokou matici k matici A budeme rozumét matici A.ec Fadu n, ve které na
misté ij stoji algebraicky doplnék prvku aj; matice A, tj. prvek (—1)"7 det Aj;.
14.17. Vé&ta. Necht A je ctvercovd matice ¥ddu n > 1 nad okruhem R. Potom
plati:

(i) A - Ayec = Arec - A=det A- E .

(ii) Jestlize se prokem det A dd v okruhu R krdtit, potom je

det Apee = (det A)" 1 .

Dikaz. Pisme A = (a;5) a Arec = (bsj), tj. pro kazdé i,j =1,...,n je
bij = (—].)H_j det Aji .
V souéinu A A je podle véty 14.13 na misté jk prvek

n n
Z bjiai, = Z(—l)”‘jaik det Aij =0, -det A,
i=1 i=1
v souinu A - A,ec je podle téZe véty na misté kj prvek

n

n
Z akibij = Z(—l)”jak,; det Aji = §jk -det A .
i=1 i=1
Tvrzeni (i) tedy plati.
Podle véty o nésobeni determinantti vyplyva z tvrzeni (i) rovnost
det A - det Ayec = (det A)™ .
Jestlize je tedy prvkem det A mozno v okruhu R kratit, je

det Ao = (det A)"L. O

Nad okruhem s jednotkovym prvkem ma smysl mluvit o jednotkové matici
a tedy i o invertibilnich a inverznich maticich.
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14.18. Vé&ta. Necht R je okruh s jednotkovym prvkem a A étvercovd matice nad
okruhem R. Matice A je mad okruhem R invertibilni prdavé tehdy, kdyZ je jeji
determinant det A invertibilnim prvkem okruhu R. Nastane-li tento pfipad, je

A1 = (det A)7 - Arec

Diikaz. Jestlize je matice A nad okruhem R invertibilni, tj. existuje-li matice A=,
pak je A- A~! = E. Podle véty o nasobeni determinanti je

det A-detA™ 1 =1,

tj. prvek det A je v okruhu R invertibilni.
Jestlize je naopak det A invertibilnim prvkem okruhu R, je podle véty 14.17(i)

A-((det A) ' Aree ) = ((det A) T Arec ) -A=F

tj. matice (det) "'A,e je k matici A inverzni. O

Aplikujeme-li pfedchozi vétu na ruzné okruhy, dostavame uZitecnda kriteria pro
invertibilitu matic.

14.19. Dusledek.

(i) Matice je nad télesem invertibilni (neboli reguldrni) prdvé tehdy, kdyz je
jejgi determinant nenulovy.

(ii) Matice je nad oborem integrity celych cisel invertibilnd prdvé tehdy, kdyz
je jeji determinant roven bud 1 nebo —1.

(iii) Matice je nad oborem integrity Gaussovych celych cisel invertibilni pravé
tehdy, kdyZ je jeji determinant roven nekterému z éisel 1,—1,4,—i.

(iv) Matice je nad oborem integrity T[x] polynomi jedné neurcité x s koefi-
cienty z télesa T invertibilni pravé tehdy, kdyZ je jeji determinant roven
nenulovému prvku télesa T'.

Diikaz. K dikazu vSech ¢tyr tvrzeni staci pfipomenout, Ze invertibilnimi prvky
v télese jsou pravé vsechny nenulové prvky, invertibilnimi prvky v oboru integrity
celych cisel jsou pravé ¢isla 1 a —1, invertibilnimi prvky v oboru integrity Gaus-
sovych celych éisel jsou pravé éisla 1,—1,4, —i a invertibilnimi prvky v T'[z] jsou
pravé vsechny nenulové prvky télesa T. [

14.20. Priklad.

(i) Celociselna matice

b

Il

|
(e R
=)
— O
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je v oboru integrity celych éisel invertibilni, nebof det A = —1. K vypoctu ma-
tice A~! musime podle véty 14.18 znat vsechny subdeterminanty druhého fadu
matice A:

det All =1 det A12 =—2 det A13 =—2
det A21 =1 det A22 =1 det A23 =1
det A3 =—1 det Azo = 2 det Az3 = 1

Podle véty 14.18 je tedy

det A11 —det A21 det A31 -1 -1 1
A_l = (det A)_l . —det A12 det A22 —det A32 = -2 -1 2
det A13 —det A23 det A33 2 1 -1

(ii) Podle véty 14.18 se snadno vypocte inverzni matice k invertibilni matici dru-
hého fadu. Je-li matice
a b
(0 )

A—lz(ad—bc)—l-( d _b> .

—C a

invertibilni, je

(iii) Matice

1 1 4
A=10 1 0
1 1 3
nad okruhem Zg je invertibilni. Je detA =15 a
3 5 4
A'=10 10
1 0 5
(iv) Matice
1 z 2a°
A=10 2 0
0 2z 3

nad R[z] je invertibilni. Je det A =06 a
1 6 223 —3z —222
-1
AT = 5 0 3 0
0 —2x 2
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Pfi vypoctech inverznich matic k maticim fadu n > 3 nad télesem je vyhodnéjsi
uzit metodu elementarnich uprav, ktera byla vylozena v 12.22. Pfi teoretickych
upravach a odvozenich je vSak velmi uzite¢né, zname-li popis inverzni matice,
ktery je dan ve vété 14.18.

Prvni tvrzeni disledku 14.19 fiké jinymi slovy toto: ¢tvercovd matice fadu n
nad télesem 7" m4a hodnost n pravé tehdy, kdyz je jeji determinant nenulovy. Toto
tvrzeni nyni podstatné zobecnime; hodnost libovolné (obdélnikové) matice nad
télesem T vyjadiime pomoci nulovosti ¢i nenulovosti jejich subdeterminantt.

14.21. Véta. Nenulovd matice A nad télesem T md hodnost k prdavé tehdy, kdyz
plati:
(i) V matici A ezistuje nenulovy subdeterminant fadu k.
(ii) VSechny subdeterminanty matice A, které maji fdd vétsi nez k, jsou rovny
nule.

Diikaz. Necht A je nenulovd matice nad télesem T, kter4d ma hodnost h, a necht k
je pFirozené ¢islo s vlastnostmi (i), (ii) uvedenymi ve vété.

V matici A existuje nenulovy subdeterminant fadu k. Odpovidajici ¢tvercova
matice B fadu k je tedy podle dusledku 14.19(i) invertibilni, tj. reguldrni, jeji
sloupce jsou tedy linearné nezavislé. Sloupce matice A, které matici B prochézeji,
jsou proto také linedrné nezavislé a tedy h > k.

V matici A existuje h linedrné nezavislych sloupcta. Vyskrtnutim ostatnich
sloupcti dostaneme matici hodnosti h. V této matici existuje h linedrné nezavis-
Iych fadkt (viz 12.27). Vyskrtnutim ostatnich fadki dostaneme &tvercovou regu-
larni matici fadu h. Jeji determinant je podle dusledku 14.19(i) nenulovy, takze
h<k O

Hodnost nenulové matice A nad télesem T je tedy rovna nejvétsimu prirozenému
¢islu z mnoziny fadu vSech nenulovych subdeterminantti matice A. Jestlize ma
matice A hodnost k, potom pro kazdé i = 1,...,k v matici A existuje nenulovy
subdeterminant ¥adu 4 (toto tvrzeni ihned vyplyvé z véty o rozvoji determinantu).

Ve vété 14.21 je vyjadiena hodnost matice nad télesem T na zdkladé nulovosti
¢i nenulovosti jejich subdeterminanti. Pfipomenme, ze pojem hodnosti matice byl
definovén (viz 12.1) pouze pro matice nad télesem, rovnéz tak pojmy regularni a
singularni matice. Tyto pojmy v8ak nyni mizZeme definovat obecnéji i pro matice
nad okruhem; obecnéjsi definice hodnosti se nam bude hodit v paragrafu o poly-
nomiélnich maticich.

14.22. Definice. Nechf A je nenulovd matice nad okruhem R. Hodnosti r(A)
matice A budeme rozumeét prirozené Cislo k takové, Ze plati:
(i) V matici A existuje nenulovy subdeterminant fadu k.
(ii) V8echny subdeterminanty matice A, které maji fad vétsi nez k, jsou rovny
nule.
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Hodnost nulové matice klademe rovnou nule.

Ctvercova matice nad okruhem R se nazjva reguldrni, je-li jeji hodnost rovna
jejimu fadu; v opa¢ném piipadé se nazyva singuldrni.

7 véty 14.21 vyplyva, ze predchozi definice je rozsirenim definice 12.1. Musime
si v8ak uvédomit, ze pro matice nad okruhem jiz neni invertibilita ekvivalentni

s regularitou (srovnej 12.5 pro matice nad télesem a 14.18 a 14.22 pro matice nad
okruhem); kazda invertibilni matice je regularni, opak v8ak neplati.

14.23. Priklady. Reélnd matice z pfikladu 14.4(i) je reguldrni, nebot jeji deter-
minant je nenulovy. Matice A nad Z4 z pfikladu 14.4(iii) ma hodnost 3, protoze
je jeji determinant roven nule a subdeterminant

—3+3-3-2=1

Lo = o
— o
o = W

je nenulovy. Matice A z prikladu 14.8 chapané nad télesem Zj3 je singularni; ma
hodnost 3, nebot jeji subdeterminant

=N N
=N
—_ O =
Il
[N}

je nenulovy. Tataz matice A nad okruhem Z4 je reguléarni a dokonce invertibilni,
nebot det A = 3. Matice A nad okruhem Zg z pfikladu 14.10 je reguldrni, ale neni
invertibilni, nebof det A = 4. Redlna matice z piikladu 14.12(ii) je regulérni prévé
tehdy, kdyz je 6a — 4c — 4d # 0; v opa¢ném piipadé mé hodnost 3, nebof mé
nenulové subdeterminanty tietiho radu.

Matice
2 4
3 6

nad okruhem celjch ¢isel Z je singularni. Presto neni zadny z fadkt nasobkem
druhého (nad Z).

14.24. Cramerovo pravidlo. Nechi A je matice fadu n a y = (y1,-..,Yn)
n-tice prukd okruhu R. Pro kaZdé j = 1,...,n oznacme symbolem A; matici,
kterd vznikne z matice A nahrazenim jejiho j-tého sloupce n-ticiy = (y1,...,Yn),
tj. sloupcem pravych stran. Potom plati:
(i) Kazdé teSeni soustavy linedrnich rovnic Ax = y je feSenim ndsledujici
soustavy se separovanymi nezndmymai:

...................... (1)
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(ii) Jestlize md okruh R jednotkovy prvek a det A je invertibilnim prvkem
okruhu R, potom md soustava linedrnich rovnic Ax =y jediné feSeni:

zy=detA; - (det )™, ..., z,=detA, (detA)". (2)

Dikaz. Predpokladejme, ze n-tice © = (x1,...,x,) je FeSenim soustavy Az = y.
Oznacime-li X;, j = 1,...,n, matici fadu n, kterd vznikne z jednotkové matice £
nahrazenim jejiho j-tého sloupce n-tici = (z1,...,z,), potom je pro kazdé
i=1...,n
A-X;=A4;
Podle véty o nasobeni determinantii je nyni pro kazdé j =1,...,n
det A-det X; = det A; ,
tj.
detA-xqy =detAy, ..., detA-x,=detA,
Jestlize ma okruh R jednotkovy prvek a jestlize je det A invertibilnim prvkem
okruhu R, potom je

ry =det Ay - (det A)™, ..., x,=detA, (detA)"t. O

Cramerovo pravidlo se ¢asto formuluje pro soustavu linedrnich rovnic Ax = y,
kde A = (a;;) je regularni matice nad télesem T'. Z vysledki pfedchoziho paragrafu
vyplyvéa, Ze soustava Az = y mé v tomto piipadé pravé jediné feSeni. P¥i dukazu
Cramerova pravidla tedy staé¢i ovéfit, ze n-tice (z1,...,z,) popsand rovnostmi (2)
je feSenim soustavy Ax = y. PFimym dosazenim do i-té rovnice, uzitim véty 14.11
o rozvoji determinantu (pro j-ty sloupec) a véty 14.13 dostaneme:

Zaijxj = Zaij - det Aj . (det A)_l =
j=1 j=1

(det A)~ Za” Z 1) Fy, det Ay =

j=1 k=1
= (det A)~ Z Yk * Z a” det Ay; =
Jj=1
= (det A)~ Z yi - 0 det A = y;
k=1
Ovéiili jsme tedy, ze n-tice (z1,...,z,) popsand vztahy (2) je FeSenim soustavy

Axr =y.

Poznamenejme, Ze pro danou soustavu Ax = y nad okruhem R nemusi byt
FeSeni soustavy (1) FeSenim soustavy Ax = y; tato situace nastane v pfipadé,
kdy prvek det A neni v okruhu R invertibilni (viz pifiklad 14.25(iii) ). V kazdém
ptipadé je vSak feSeni soustavy Ax = y mozno hledat mezi feSenimi soustavy (1);
to je velmi jednoduché, nebot v kazdé rovnici soustavy (1) je jen jedind nezndma.
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14.25. P¥iklady.

(i) Mé&jme soustavu linedrnich rovnic nad télesem Zs :

20+ y+4z =1,
3z+ y+4z =2,
204+4y+2z =3 .

Nejprve vypocéteme determinant matice A uvaZované soustavy:

det A = =4

NN W N
I N
N

Determinant je nenulovy, matice dané soustavy rovnic je tedy reguldrni (inverti-
bilni). Podle Cramerova pravidla je tedy

x=det Ay - (det A)™' | y=det Ay (det A)7' | z=det Az (det A)7!

kde
1 1 4 2 1 4 2 1 1
detA1=1|2 1 4|=4, detAy=1|3 2 4|=1, detd3=|3 1 2|=0,
3 4 2 2 3 2 2 4 3

takze r=1,y=4, 2=0.

(ii) M&jme soustavu linedrnich rovnic nad okruhem Z, :

z+3y =3,
T+ y=2.

Jestlize je dvojice (z,y) FeSenim této soustavy, je podle véty 14.24(i) tato dvojice
téZ Tesenim soustavy

2r =1,
2y=3.

Tato soustava nemé FeSeni a proto nema feSeni ani soustava vychozi.

(iii) Mé&jme soustavu linearnich rovnic nad okruhem Z, :

z+3y =1,
z+ y=3.
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Jestlize je dvojice (z,y) TeSenim této soustavy, je téz feSenim soustavy

20 =0,
20 =2 .

Tato soustava mé feseni (0, 1), (0,3), (2,1), (2,3). Resenimi vychozi soustavy jsou
vSak jen dvojice (0,3) a (2,1).

Pri feSeni konkrétnich soustav rovnic nad télesem uzijeme zpravidla Gaussova
algoritmu. Vypocet feseni soustavy n linearnich rovnic s n neznamymi podle Cra-
merova pravidla totiz pfedpoklada pocetné narocnéjsi vypocet n+ 1 determinantt
(viz ptiklad 14.26). Cramerovo pravidlo se vSak vyuziva pfi teoretickych odvozo-
vénich, kdy je mozno nezndmé vyjadiit vzorcem.

14.26. Priklad. Mé&jme nésledujici soustavu rovnic nad télesem R redlnych éisel:

z+ y+2u+dv= 1,
3r— y— u—2v = —4,
20+3y— u— v = —6,

r+2y+3u— v = —4.

Nejprve vypocteme determinant matice A uvedené soustavy linearnich rovnic: je
det A = —153. Determinant je nenulovy, tj. matice uvazované soustavy rovnic je
regularni. Mtuzeme tedy uzit Cramerova pravidla. Vypocteme dalsi ¢tyri determi-
nanty, které vzniknou zaménou i-tého sloupce matice soustavy za sloupec pravych
stran. Dostavame:

1 1 2 3 1 1 2 3
-4 -1 -1 =2 3 -4 -1 -2
det A1 = 6 3 -1 -1 =153 5 det A2 = 2 6 -1 -1 =153 s
—4 2 3 -1 1 —4 3 -1
1 1 1 3 1 1 2 1
3 -1 —4 -2 3 -1 -1 —4
detAg— 2 3 6 -1 —0, detA4— 2 3 1 -6 = —153 .
1 2 -4 -1 1 2 3 —4
Reseni uvedené soustavy je:
o det A1 -1 - det A2 o - det A3 o o det A4 o
 detA YT Qe A YT qeta T YT detd

Porovnejte vyse uvedené feseni s fesenim podle Gaussova algoritmu.
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15. METODY VYPOCTU DETERMINANTU

V tomto paragrafu budeme na nékolika piikladech demonstrovat nékteré me-
tody vypoctu determinantii. Determinanty jsou totiz jednou z mala partii lineadrni
algebry, ve které pii vypoctech nevystaCime s jednim nebo nékolika malo jed-
noduchymi algoritmy. Vypocty determinantti vyzaduji mnohdy zamysleni, napad
a zkuSenost. Budeme se zabyvat i nékterymi specidlnimi determinanty, se kterymi
se setkdvame zejména v analjze.!

Priklady, které v dalsim uvedeme, se budeme snazit pocitat riiznymi zptisoby,
abychom ukézali jednotlivé obraty a umoznili jejich srovnani.

P1i vypoctech determinant vyuzivame zejména zikladni vlastnosti zformulo-
vané v tvrzenich 14.7, dale lemma 14.6, vétu 14.11 o rozvojich a vétu 14.9 o de-
terminantu horni (dolni) trojahelnikové blokové matice.

15.1. Priklad. Vypocteme, pro kterd x je roven nule determinant

aq a2 as Qp
a; ay+ay—x as anp,
Alz) =|ay as as +az —x an
a1 ao as Ap—1+ap — T

nad oborem integrity R.
Odecteme-li prvni fadek determinantu od ostatnich radkd, dostaneme

ai as as Qn
0 a1—x 0 0 n—1
A(x)=10 0 ay — T 0 :a1~H(azfx)
................................... =1
0 0 0 Ap—1— T
Je-li ay = 0, je A(z) = 0 pro libovolné z € R. Je-li a3 # 0, je A(z) =0
pro = =aj,as,...,a,—1. Uvédomme si, ze jsme vyuzili pfedpokladu, ze R je obor
integrity.

15.2. Priklad. Vypocteme, pro kterd x je roven nule determinant

xr + ay as - Up
ay r+az ... A,
D(z) =
aq a9 T+ ap

nad oborem integrity R.

1 Viz napt. Jarnikovy uéebnice Diferencidini pocdet II a Integrdini pocet I
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K prvnimu sloupci pfi¢teme vSechny ostatni sloupce a vytkneme:

1 as A
D(x) — (I’ + Zal) 1 =z =+ ag Qp,
=t 1 as T+ an,
Nyni od druhého, ..., n-tého sloupce odecteme po radé as-nasobek, ..., a,-nasobek
prvniho sloupce.
10 ... 0
n 1 x 0 n
D(x):(x+zai>, =($+Zai)-x”_1
AR ERERPERRRRRS p—
1 0 T

Je tedy D(z) = 0, pravé kdyz je = 0 nebo z = — .7 | a;. Opét jsme vyuzili
toho, Ze R je obor integrity.

Uvedeny piiklad mtizeme snadno vyftesit i jinym zptisobem. Rozlozime determi-
nant D(x) na soudet 2" determinanti (podle lemmatu 14.6) tak, ze kazdy sloupec
uvazujeme jako soucet dvou sloupcii (v jednom budou samé a;, ve druhém samé
nuly a jedno x). Z téchto determinantt budou nenulové pouze ty, které maji nej-
vySe jeden sloupec se samymi a;; tyto determinanty se snadno vypocitaji. Tedy

D(z)=a" + 2" a1+ +ap) .

Poznamenejme, Ze neni-li R oborem integrity, mtze byt D(xz) = 0 i v jinych
pfipadech. Pro R = Zg je napf. determinant

z+3 4
3 r+4

@)

roven nule pro x = 0,2, 3,5.

15.3. Priklad. Bez pfimého vypoc¢tu dokaZzeme nésledujici rovnost dvou deter-
minant nad télesem R redlnych éisel.

0 = vy =z 0o 1 1 1
x 0 z y| |1 0 22 ¢?
y z 0 =z| |1 22 0 =2
z y x 0 1 y? 22 0

Vynésobime-li druhy, tfeti a ¢tvrty fadek determinantu vlevo po fadé yz, xz,
zy, dostavame:
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0 T Y z
1 zyz 0 yz2?  zy?
T oa2y222 |wyz w2 0 22

ryz xy? yx? 0

Ve 8 o

x
0
z

Y

8 oWV w
o8

Nyni vytkneme ze sloupci determinantu vpravo po fadé xzyz, =, vy, z a dostavame
zadanou rovnost. Jelikoz jsou oba determinanty spojité funkce proménnych z,y, z,
plati uvedena rovnost i v pripadech x = 0, resp. y = 0, resp. z = 0.

15.4. Priklad. Vypocteme determinant

z -1 0 0 0
0 rz -1 0 0
Pagy - yQn) = | oo
0 0 0 x -1
ag aip az ap—1 Qnp

fadu n + 1 nad okruhem R s jednotkovym prvkem. Uvedeme nékolik moznosti

vypoctu tohoto determinantu.

a) Uzijeme elementarni upravy: z-nasobek posledniho sloupce pii¢teme k pfedpo-

slednimu, z-nasobek pfedposledniho sloupce (tj. n-tého) pfi¢teme k (n — 1)-nimu,
.., z-nasobek druhého sloupce pri¢teme k prvnimu. Ziskany determinant rozve-

deme podle prvniho sloupce:

0 -1 0 0 0
0 0 -1 0 0
Plag, oy @n) = | e =
0 0 0 0 -1
Sorgairt Qp_1+ant an
= (=1)"*2. Zaixi (=)™ = Zaixi .
i=0 i=0

b) Rozvedeme determinant podle posledniho sloupce a uzijeme indukci:

P(ag,...,an) = (=1)*"*2 . q, - 2™ + (=1)>"* . (=1) - P(ag, ..., apn-1) =

n

n T

= apa" + P(ag,...,an-1) = g a;r" .
i=0

¢) Rozvedeme determinant podle prvniho sloupce a uzijeme indukei:
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P(ag,...,an) = (=1)? -z - P(a1,...,a,) + (=1)" 2 - ag - (-1)" =

n
=ag+x-Play,...,a,) = E a;z" .
i=0

d) Rozvedeme-li determinant podle prvniho fadku, dostaneme totéz jako v pied-
chozim vypoctu:

P(ag,...,a,) = (1) -z - P(ay,...,a,) + (=1)>- (=1) - (=1)"" .qp - (1) =

:a0+x~P(a1,...7an)=Zaixi.

+(_1)n+1+i+1 - a; 'J?i . (_1)n—i 4ot (_1)2n+2 “ay, L = Zale

15.5. Priklad. Vypodteme determinant

a; +x x x
x a+x ... x
D(ay,...,a,) =
x x an, +x

fadu n nad okruhem R.
Uvedeme tii moznosti vypoc¢tu tohoto determinantu:

a) Od prvniho fddku ode¢teme druhy, od druhého tfeti, ..., od pfedposledniho
odecteme posledni. Vznikly determinant rozvedeme podle prvniho sloupce. Dosté-
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vame:
a; —as 0 0
0 as —as 0
D(a1,. o yQn) = | o =
0 0 0 —an,
x x x an + T
=ay-D(ag,...,a,) + (=1)"" -z (—ay)
=x-ay...a, +aj - (aQ'D(ag,...,an)—i—m

:HaZJrac

b) K determinantu D(ayq,...,ay,

S

j=1l=1
i#]

a3 ...0Qp

189

) pfiddme vhodny fadek a sloupec tak, aby se

hodnota determinantu nezménila. Potom odec¢teme prvni sloupec od ostatnich
sloupcti a determinant rozvedeme podle posledniho sloupce:

1 0 0 0

r a1+ x x
D(ay,...,an) = | z as +x T

x x x Ay +

1 -1 -1 -1

z a; O 0

= | 0 ag 0 =
z 0 0 an
:an-D(al,...,an_l)—k(—l)”"'Q-(—1)~(—1)"+1~x-a1...

::z:~a1...an_1+an~(

n
=[lai+
i=1

Ap—1 D(CLl7 e

n

1l

::]:

.
Sl
S

Jap—2)+T-ay...

Ap—1 =

An—2 ) =
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Posledni determinant bylo vhodnéjsi rozlozit podle prvniho fadku. Dostali bychom:

D(alw"van):(_1)2'1'a1...an—|—~'~—|—
+(_1)i+1+1 . (—1) : (—1)i+1 LAl Q1G] - Gy
(=D P2 (=) - (=) zay . =

Stejné vhodné bylo provést rozvoj podle prvniho sloupce.
c¢) Rozlozime determinant D(ay, ..., a,) na soufet 2" determinantt tim, ze kazdy
sloupec uvazujeme jako soucet dvou sloupci: v prvnim budou sama z, v druhém
kromé nul jesté prvek a; — viz véta 14.6. Z téchto determinant budou nenulové
pouze ty, které maji nejvyse jediny sloupec s x. Odtud vyplyva vysledek.

15.6. Priklad. Vypocteme determinant

a+1 a 0 0 0
1 a+1 a 0 0
D, — 0 1 at+1 ... 0 0
0 0 0 a+1 a
0 0 0 1 a+1

n-tého radu nad okruhem R s jednotkovym prvkem.
Uvedeme dvé moznosti vypoctu.

a) Rozvojem podle prvniho fddku (resp. prvniho sloupce, posledniho fadku, po-
sledniho sloupce) dostaneme rovnost

D, = (a+1)~Dn,1 —a-Dy,_o.
Ziejmé je
Di=a+1, Dy=ad>+a+1.
Matematickou indukci nyni snadno dokézeme, ze

Dy=a"+a" '+ +a+1.

b) Rozdélime determinant D,, na soucet 2" determinanti (podle lematu 14.6),
kazdy sloupec budeme uvazovat jako soucet dvou sloupct: v jednom budou kromé
nul dva prvky a, ve druhém budou kromé nul jesté dvé jednicky (pfi rozkladu prv-
niho sloupce vsak bude prvek a jen jeden, pfi rozkladu posledniho sloupce bude
jen jedna jednicka). Z téchto determinantii budou nenulové pouze ty, které maji
nejprve sloupce obsahujici prvky a a potom sloupce s jednic¢kami (stoji-li za sloup-
cem s jednickami sloupec s a, je determinant roven nule). Téchto determinanti je
n+ 1 a jsou po fadé rovny a”,a""!,...,a%, a,1. Odtud plyne vysledek.
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15.7. Vandermondtv determinant. Vandermondovym determinantem prvka

.,an nad okruhem R s jednotkovym prvkem rozumime determinant

a, ..
1 1
ai a2
_ 2
V(ah ,an) =| a1 a2
aln—l azn—l

1 1
Gn—1 Gnp,
2 2
anp—1 G
n—1 n—1
Gp—1 Qnp

Pii jeho vypoctu nejprve odecteme posledni sloupec od vsech ostatnich a pak
rozvojem podle prvniho fadku snizime fad determinantu:

0 0 1
ay — anp Ap—1 (7% an
_ 2 2 2 2 _
V(ar,...,an) = | a1® —an Un-1° — ap a; | =
n—1 n—1 — n—1 n—1
ai — an Anp—1 — an (79}
a; — Gn Ap—1 Ap
2 2
(_1>n+1 . a1” — Gn Ap—1" — Qn
alnfl _ annfl Gpe1 -1 _ amnfl
Ze sloupcu vytkneme prvky a; — a,, Ap—1 — Qp
1 1
n—1 a1 + ap ap—1+ ayn
_ 2 2
Viai,...,a,) = H (an—ai)-| a1® + aran + ay Up—1° + Ap_10y + ay
P
n—2

Nyni odeéteme a,-nasobek prvniho fadku od druhého fadku, a,2-nisobek prv-

niho fadku od tfetiho fadku, ..., a

n—2

-nasobek prvniho fadku od posledniho
fadku. Potom odecteme a,-nasobek druhého fadku od tfetiho radku, ...

, nako-

nec ode¢teme a,-nasobek predposledniho fddku od posledniho Fadku; dostaneme

Vandermondtv determinant V(ayq, ..

vame
n—1

V(a, ..., an)

i=1

n—1 n—2

= H(an_ai)'

=1 i=1

~

H(an_l—ai)-...-

(az —a1) = ] (a; -

., @n—1). Pomoci matematické indukce dosta-

H(an —a;)-V(ay,...,an_1) =

a;) -
ij=1
>t

V nésledujicich odstavcich se budeme zabyvat determinanty, jejichz prvky jsou

funkce.
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15.8. Véta. Necht f;;, 4,5 = 1,...,n, jsou realné funkce, které maji v intervalu
(a,b) vlastni derivace f;;. Potom funkce F', ktera je na intervalu (a, b) definovéna
vztahem

fu(z)  fiz(z) . fin(®)
le(x) f22($) f2n(517)

F(x) = det ( fij(z)) =

resp.

fnl(«r) an(x) cee fnn(x)

Diikaz. Podle definice determinantu je

= sgn P fpan(@)... fommn()

PeS,

a tedy

=) sgnP- ZfP W1(@) - fpyi (@) - (@) =

PcS,

=33 sen P fpan(@) .. fpu(@) - frmn(r) =

i=1 P€S,,

S pfihlédnutim k 14.7(iii) je téz
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15.9. Wronského determinant. Necht f1,..., f, jsou realné funkce, které maji
na intervalu (a, b) vlastni derivace az do fddu n — 1. Oznaéme fl-(j ) Jj-tou derivaci
funkce f; na intervalu (a,b). Wronského determinantem funkci f1,..., f, budeme
rozumét determinant

A@ @ e HE)
Wi =] @ @ AW
P

15.10. Vé&ta. Necht f1,..., fn jsou rediné funkce, které maji na intervalu (a,b)
vlastni derivace aZ do Tadu n — 1. Potom plati:

(i) Jsou-li funkce f1,..., frn linedrné zdvislé jako vektory prostoru vsech funkci
na intervalu (a,b), potom pro kazdé x € (a,b) je W( f1,..., fn)(x) =0.
(i) Jestlize funkce f1,...,fn maji na intervalu (a,b) vlastni derivace aZ do

rddu n, potom

N (x) f2 (z) ... fq(w)
’ o ACON AR ) (@)
w fl,...7fn b 72 e O
V@) (@) 2 (@)
@) (@) W (a)
Diikaz. Jestlize jsou funkce fi,..., f,, linedrné zavislé, potom je jedna z nich —

napf. fi — linearni kombinaci ostatnich, tedy
fi=asfo+---+anfn .
Pro kazdé j =1,...,n—1 je tedy
1 =aafy + o an

Prvni sloupec determinantu W (f1, ..., fn)(z) je tedy linedrni kombinaci ostatnich
sloupct, tj. W(f1,..., fn)(x) =0.
Tvrzeni (ii) ihned vyplyva z piikladu 15.8. O
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15.11. Jacobiho determinant. Necht fi,..., f, jsou realné funkce n redlnych
proménnych z1, ..., z,, které maji parcialni derivace na intervalu I. Jacobiho de-
terminantem (jacobidnem) téchto funkci budeme rozumét determinant
o on oh
axl (91172 o 8l’n
(f17 7fn) _ 81'1 81'2 &rn
Dy, smn) )
O0xr1 Oxg Oz,

15.12. Vé&ta. Necht fi,fs,...,fn jsou redlné funkce n redlnigjch proménnijch

T1,%2, ..., Ty, které maji parcidlni derivace na intervalu I = Iy xIsx---x I, CR™,
a necht o1, o, ..., pn jsou rediné funkce n redlnych proménnych ty,ta, . .., ty,, které
maji parcidlng derivace na intervalu J C R™, a kaZdd funkce p; zobrazuje interval J
do intervalu I;. Definujme pro kazdé i =1,...,n funkci F; vztahem

Fi(tl,tg,...7tn) = fi((pl(tl,...7tn),(p2(t1,...,tn)7...,g0n(t1,...,tn)) .

Maji-li funkce @1, @2, ..., o, totdlni diferencidly v bodé a € J a maji-li funkce
1, f2y. .., [n totdlnd diferencidly v bodé b = (gol(a), wa(a),...,on(a) ), potom je

_ D(fl,...,fn) ) D(@l,,(pn)
—a D(ml,...,xn) b D(tl,,tn) —a ’

Diikaz. Vyjadiime-li prvky determinantu na levé strané rovnosti zndmym zptiso-
bem, tj.

D(Flv"'>Fn)
D(t1,. .- tn)

bl

Z afi(b 3%( )

al‘k j
dostavame vyse uvedeny vysledek z véty o nasobeni determinantt. [
Z predchozi véty jednoduse vyplyva nasledujici tvrzeni.

15.13. Dusledek. Necht fi, f2,...,f, jsou realné funkce n realnych pro-
ménnych x1,xs, ..., T,, které maji parcialni derivace v R". Definujme pro kazdé
i =1,...,n funkci F; vztahem

Fi(tla---atn) :fi(xly"'axn) )
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kde
n n
X :Zbljtj s ey In :anjtj
j=1 j=1

a det (b;;) # 0 . Potom

D(F,...,F,)

D(fla---7fn)
D(tlv"'vtn) -

= det (b;;) - .
(b:5) D(xq,...,zp)

15.14. Hessuv determinant. Nechf f je realnd funkce n realnych proménnych

ZT1,...,Tyn, kterd ma na intervalu I C R™ parcialni derivace druhého radu. Hesso-

vym determinantem (hessianem) funkce f budeme rozumét determinant

8% f i 9% f
Ox10x1 Ox10x2 T O0x10x,
o f o°f 2% f
Ox20x1 Ox20xTo e Ox20Ty,
H(f) =
o f 2°f 2 f
Oz, 011 Ox,O0xo T Oxp 0Ty
15.15. Véta. Necht f je redind funkce n redlngch proménnich x1,...,x,, kterd
md v R™ parcidlni derivace druhého vddu. Necht F je redlnd funkce n redlngch
promeénnych ty, ..., t,, kterda je definovdana vztahem

F(t17"'7tn) :f(x17~.~,xn) ’
kde n n
x1=2b1jtj, SERF %=watw
Jj=1 j=1
a det (b;;) # 0 . Potom je

H(F) = [det (b;;)]- H(f) -

Diikaz. Dtikaz tohoto tvrzeni se provede podobné jako dikaz véty 15.12. [

15.16. Priklad. Nasledujici determinant patii mezi tzv. cirkulanty.

1 2 3 n—1 n
2 3 4 n 1
C=1|3 4 5 1 2
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Pric¢teme-li vSechny fadky k prvnimu a vytkneme-li, dostaneme

1 1 1 1 1

2 3 4 n 1

C:n(n—i—l). 3 4 5 1 2
/2 P
n—1 n 1 n—3 n—2
n 1 2 n—2 n-—1

Odecteme-li vhodné nasobky prvniho fadku od ostatnich fadkt, dostaneme

1 1 1 1 1 1

0 1 2 ... n—3 n—2 -1

O:n(n%—l). 0 1 2 ... n—3 =2 -1
52/

0 1 2—n ... -3 -2 -1

0 1-n 2—n ... -3 -2 -1

Nyni rozvedeme determinant podle prvniho sloupce a pak pfi¢teme vhodné néa-
sobky posledniho sloupce k ostatnim sloupcim:

0 0o ... 0 0 -1
2 0 —m -n —-n -1
-n -n -n —-n -1
_ TL(TL+ 1) .2 (_l)n—l . (_1)% _ (_:Uw . (TL+ 1) gl



197

IV. PODOBNOST

16. POLYNOMIALNI MATICE

V dvodu této kapitoly pripomeneme nékolik pojmii z algebry; budou se ndm
hodit v tomto paragrafu i v paragrafech nasledujicich.

Jestlize T je téleso, potom symbolem T'[\] znac¢ime obor integrity viech poly-
nomi neurcité A nad télesem T. Polynomy z T'[\] piSeme v tvaru

FO) =aA" +a A"t day,

Je-li ag # 0, je ag tzv. vedouci koeficient polynomu f(\) a &islo n je tzv. stupern
polynomu f(\); piSeme n = deg f(A\). Polynom f(\) se nazyva normovang, je-li
ap = 1. Polynomy nultého stupné jsou pravé vsechny nenulové prvky télesa T,
nulovy prvek télesa T je tzv. nulovy polynom, kterému se obvykle stupen nepfipi-
suje; je tedy T' C T[A]. Invertibilnimi prvky oboru integrity T'[\] jsou pravé vSechny
nenulové prvky télesa T'.

Pfipomerime, Ze v oboru integrity T[\] je mozno délit se zbytkem; jsou-li f(A)
a g(A) # 0 polynomy z T[)\], potom existuji takové polynomy ¢(\), r(A) € T[N,
e

FA) =gA\)-qA)+7r(A), kdebud r(A)=0 nebo degr()) < degg()) .

Pfipomernime rovnéz, ze kazdd konefnd mnozina prvki z T[\] m& nejvétsiho
spole¢ného délitele a ze polynomy f()), g(A) jsou nesoudélné prévé tehdy, kdyz
existuji polynomy u(A) € T[\] a v(A) € T[], pro které

) -u(A) +9(A) - v(X) = 1.

Kazdy normovany polynom je mozno rozlozit v sou¢in normovanych ireducibil-
nich, tj. jiz dale nerozlozitelnych polynomi; takovyto rozklad je jednoznacény az
na poradi uzitych ireducibilnich polynomi.

Téleso T se nazyva algebraicky uzavrené, jestlize kazdy ireducibilni polynom
z T[A] je prvniho stupné; kazdy polynom z T[)] stupné alespoii jedna se pak
rozklad4a v souéin polynomt prvniho stupné (¢asto se hovoii o linedrnich faktorech).
Pripomenme, Ze ke kazdému télesu existuje algebraicky uzaviené nadtéleso. Téleso
komplexnich ¢isel je algebraicky uzaviené, télesa racionalnich ¢isel, redlnych cisel
a télesa Z, algebraicky uzaviena nejsou.
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16.1. Definice. Necht T je téleso. A-matici nad télesem T budeme rozumét kaz-
dou matici nad oborem integrity T[A]. Mnozinu vSech ¢tvercovych A-matic fadu n
nad télesem T budeme znacit T[A]™*™.

Kazda A-matice nad télesem T je sestavena z polynomu neurcité \ nad téle-
sem T'; proto se misto A-matice ¥ika téz polynomidlni matice. Kazdou ,,obyc¢ejnou”
matici nad télesem T miizeme chépat i jako A-matici, proto je T"*™ C T[A]™*™.
Ve smyslu definice 14.22 muzeme hovorit o hodnosti polynomialni matice.

Polynomialni matice neboli A-matice budeme znacit

AN = (ag(N) B = (bi(N)

atd.; asto budeme mluvit stru¢néji o maticich A(\), B()) apod.

Kazdou A-matici nad télesem T miizeme chapat jako tzv. maticovy polynom,
tj. polynom neurcité A, jehoz koeficienty jsou ,obycejné“ matice, tj. matice nad
télesem T'. Uvazujme A-matici A(A) = (a;;(A) ); symbolem h oznaéme maximum
stupna vSech polynomi a;;()). Pak mizZeme psat

AN) =AM + AN Ay A A

kde v matici Aj, stoji na misté ¢j absolutni ¢len polynomu a;;(A), v matici Aj,_;
stoji na misté ij koeficient u prvni mocniny neuréité A v polynomu a;;(\) atd.
Cislo h se nazyva stuper maticového polynomu A()N); piseme h = deg A(\). Ne-
nulové matice Ay se nazyva vedouci koeficient maticového polynomu A()). ,,Oby-
¢ejné“ nenulové matice nad télesem T maji jako maticové polynomy stupen nula,
nulové matici stuperl nepfipisujeme.

V této kapitole se budeme zabyvat vyhradné ¢tvercovymi A-maticemi; nékteré
vysledky by vSak bylo mozno dokézat i pro A-matice obdélnikové.

16.2. Priklad. Realné A-matice

B OSEDT A+1 (N EX A+ A3
A(A)( N1 A2+2>\—1>’ BW( LN WS C W

druhého fadu se zapisi jako maticové polynomy takto:

an=(1 () ().
B()\):G) 1)>\3+<1 8)>\2+<; ?)A+<é (1)>

Maticovy polynom A(\), resp. B(A\) mé stupenl 2, resp. 3, tj. deg A(\) = 2, resp.

deg B(\) = 3. Snadno se ovéFi, ze matice A(\) i B(A) jsou reguldrni (viz 14.22).

Pro polynomialni matice maji velky vyznam elementarni ipravy a elementarni
transformacni \-matice; nasledujici pasaz srovnejme s 12.9 — 12.11.
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16.3. Definice. FElementdrni transformacni \-matici budeme rozumét kazdou
invertibilni A-matici, ktera se nejvyse na jednom misté lisi od jednotkové matice.

Rozeznavame dva typy elementarnich transformacénich A-matic:

(1) V A-matici jsou mimo hlavni diagondlu samé nuly. Na hlavni diagondle jsou
jednicky s vyjimkou mista i¢, kde stoji nenulovy prvek b € T' (prvek b musi byt ne-
nulovy, nebot jinak by uvazovand A-matice nebyla invertibilni; ze stejnych davodi
nesmi byt na misté ¢4 polynom stupné alespori 1). Inverzni A-matici k této ele-
mentarni transformacéni A-matici je elementarni transforma¢ni A-matice prvniho
typu, kterd ma na misté ii prvek b1

(ii) V A-matici jsou na hlavni diagonéle samé jednicky. Mimo hlavni diagondlu
jsou nuly s vyjimkou mista ij, kde stoji polynom b(A) € T[A]. Inverzni A-matici
k této A-matici je elementarni transformacni A-matice druhého typu, kterd ma na
misté ¢j polynom —b(\).

Vynésobime-li n&jakou A-matici A(\) vySe uvazovanou elementérni transfor-
macni A-matici prvniho typu zprava (zleva), je vysledkem A-matice, kterd se od
A-matice A(A) lisi pouze tim, Ze jeji i-ty sloupec (fadek) je b-nasobkem i-tého
sloupce (fadku) A-matice A(\).

Vynésobime-li néjakou A-matici A(\) vySe uvaZovanou elementarni transfor-
maéni A-matici druhého typu zprava (zleva), je vysledkem A-matice, kterd se
od A-matice A(X) lisi pouze tim, Ze jeji j-ty sloupec je souctem j-tého sloupce
a b(A)-ndsobku i-tého sloupce (i-ty fadek je souc¢tem i-tého fadku a b(\)-nasobku
Jj-tého faddku) A-matice A(A).

Elementarni transformac¢ni matice definované v 12.9 jsou specialnim piipadem
elementarnich transformac¢nich A-matic.

16.4. Definice. Pfi pocitani s A-maticemi budeme sloupcovymi elementdrnimi
upravamsi rozumeét:
(i) vynasobeni néjakého sloupce nenulovym prvkem b € T,
(ii) pticteni b(A)-nasobku néjakého sloupce k jinému sloupci (kde b(A\) € T[\]).
Podobné budeme radkovymi elementdrnimi dpravami rozumeét:
(i) vynéasobeni néjakého Ffadku nenulovym prvkem b € T,
(ii) pticteni b(N)-nasobku né&jakého faddku k jinému Fadku (kde b(\) € T[\]).
Sloupcové (resp. Fadkové) elementdrni upravy odpovidaji vynasobeni piislusné
A-matice elementarni transformad¢ni A\-matici prvniho a druhého typu zprava (resp.
zleva). Slozenim ¢tyF vhodnych sloupcovych (fadkovych) elementérnich tprav do-
sdhneme prohozeni dvou sloupct (¥adkil) stejné jako ve 12. paragrafu.

Nyni prejdeme k zakladnimu pojmu této kapitoly, k ekvivalenci polynomiélnich
matic.

16.5. Definice. Necht A(\) a B(\) jsou A-matice téhoz fddu nad télesem 7.
Rekneme, 7ze A\-matice A(\) a B(\) jsou ekvivalentni, jestlize je

BA) = X(A)-AN)-Y(N) ,
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kde X(A) a Y()) jsou soudiny elementarnich transformacnich A-matic.

Postupné nésobeni A-matice A(\) zprava i zleva elementdrnimi transformaé¢nimi
A-maticemi odpovida provadéni sloupcovych a radkovych elementarnich tprav.
Matice A(A\) a B(A) jsou tedy ekvivalentni pravé tehdy, kdyz je mozno od A-matice
A(X) dojit k A-matici B(\) provedenim koneéné mnoha sloupcovych a fadkovych
elementarnich tprav.

Ekvivalence polynomiélnich matic zavedend v predchozi definici je relaci na
mnoziné T[A]"*"™ vSech A-matic f4du n nad télesem 7. Tato relace je opravdu
ekvivalence. Je ziejmé reflexivni a tranzitivni; symetrie vyplyva z toho, ze inverzni
A-matice k elementarnim transformacénim A-maticim jsou opét elementarni trans-
formaé¢ni Ad-matice. Mnozina T'[A\]"*™ vSech A-matic fddu n nad télesem T se tedy
rozpadne na tfidy navzdjem ekvivalentnich A-matic. V dalsim textu ukazeme, a to
je hlavnim cilem celého tohoto paragrafu, ze v kazdé takovéto tiidé existuje praveé
jedind A-matice velmi jednoduchého tvaru, tzv. kanonickd A-matice.

16.6. Definice. Kanonickou A-matici fadu n nad télesem T budeme rozumét
kazdou diagonalni matici

er(\) 0 0
0 €9 ()\) 0
0 0 en(N)
kde
(i) prokazdé i =1,...,n —1 je polynom e;11(\) ndsobkem polynomu e;(\);
(ii) polynomy ej(A),...,e,(A) jsou normované.

Povsimnéme si, Ze pro kanonickou A-matici z predchozi definice plati tato tvr-
zeni:

(a) Jestlize pro néjaky index ¢ je e;(A) = 0, potom je e;(A) =--- = e, (A) =0.
(b) Jestlize pro néjaky index i je e;(A) = 1, potom je e1(A) = -+ = ¢;(\) = L.

Jednotkova i nulova matice jsou zfejmé kanonickymi A\-maticemi.

16.7. Véta. KazZdd ctvercova A-matice je ekvivalentni s néjakou kanonickou
A-matici.

Diikaz. Tvrzeni véty dokazeme matematickou indukci podle fadu vysetfovanych
A-matic.

Necht A(A) = (f(N)) je nenulovd A-matice prvniho Fadu. Jestlize je b vedouci
koeficient polynomu f(\), potom B(A) = (b~ 1f()\)) je kanonickd A-matice ekvi-
valentni s A-matici A()\).

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny A-matice fadu n—1. Necht A()) je
nenulova A-matice fadu n. Ozna¢me 2 mnozinu vSech A-matic, které jsou ekviva-
lentni s A-matici A(\) a maji v levém hornim rohu nenulovy normovany polynom.
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Protoze je A(\) nenulové, je mnozina 2l neprazdnd. Polynomy stojici v levém hor-
nim rohu A-matic z mnoziny 2 mohou mit rizny stupen; ozna¢me k nejmensi
ze vSech téchto stupiiti. Necht B(\) € 2 je n&jakd A-matice, jejiz polynom eq(A)
v levém hornim rohu mé pravé stupen k. PiSme

61(/\) blg()\) e bln(>\)
By = [ W b)Y
bn1(A)  bpa(A) .. bun(N)

Dokézeme, ze polynom e;(A) déli vSechny polynomy v prvnim fddku a v prvnim
sloupci A-matice B()). Pfedpoklddejme, Ze tomu tak neni, Ze polynom e; (A) nedéli
napf. polynom bo1 (N), tj.

bo1(A) = er(N) - q(A) +r(N) ,

kde r(XA) je nenulovy polynom stupné mensiho nez k. Od druhého fadku A-matice
B()\) odeéteme nyni g(A)-ndsobek jejiho prvniho fadku a potom zaménime prvni
a druhy raddek vzniklé A-matice. Dostaneme tak M-matici, kterd je ekvivalentni
s A-matici B()), a tedy i s A-matici A(M\). V jejim levém hornim rohu je vSak
polynom 7(\), ktery mé stupenn mensi nez k. To je spor s definici ¢isla k. Polynom
e1(\) tedy déli polynom be;(\) i ostatni polynomy v prvnim sloupci a v prvnim
fadku A-matice A(X).

Vhodné nédsobky prvniho fadku A-matice B(A) nyni odec¢teme od ostatnich
fadkt A-matice B()), abychom v prvnim sloupci na druhém az n-tém misté dostali
samé nuly. Vhodné nasobky prvniho sloupce vzniklé A\-matice odecteme od ostat-
nich sloupct, abychom v prvnim fadku na druhém az n-tém misté dostali samé
nuly. Dostaneme A-matici C()), kterd je ekvivalentni s A-matici B(X) a tedy
i s A-matici A(\). PiSme

e1(A) 0 0
coy=| O et e
0 en2(A) ..o ()

Podle indukéniho predpokladu je nyni mozno elementarnimi ipravami provadeé-
nymi na druhy az n-ty fadek a na druhy aZ n-ty sloupec prejit od A-matice C(X)
k A-matici

81(/\) 0 0
D(/\) _ 0 62(/\) 0 ’
0 ...... 0 .......... en()\)
ve které jsou polynomy es()), ..., e,(A) normované a pro kazdé i = 2,...,n—1

je polynom e;11(A\) ndsobkem polynomu e;(A). Zbyva dokdzat, ze polynom eq(\)
déli polynom es(\). Prepokladejme, Ze

ea(A) = e1(A) - q(A) + () ,
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kde r(\) je nenulovy polynom stupné mensiho nez k. V A-matici D(\) pFicteme
druhy fadek k prvnimu a potom od druhého sloupce odecteme g(A)-ndsobek prv-
niho sloupce. Nakonec pfehodime prvni a druhy sloupec. Dostaneme A-matici,
kterd mé v levém hornim rohu polynom r()), ktery méa stupeii mensi nez k; tato
A-matice je ekvivalentni s A-matici D(A\) a tedy i s A-matici A(X). To je spor
s definici ¢isla k. Polynom e (\) tedy déli polynom ez(A), tj. D(A) je kanonickd
A-matice, kterd je ekvivalentni s A-matici A(A). Tim je dtikaz ukonéen. O

Ditikaz predchozi véty dava prakticky navod, jak k dané A-matici najit kanonic-
kou A-matici, kterd je s ni ekvivalentni. V konkrétnich pfikladech vsak mnohdy
nezndme ,celou” mnozinu 2, proto se nam asi nepodafi ihned nalézt polynom
e1(A). Do levého horniho rohu se pak snazime dat polynom co mozné nejmensiho
stupné. Pomoci déleni se zbytkem — jak je v dikazu ukdzano na dvou mistech
— postupné k polynomu e;(A) dospéjeme (viz piiklad 16.15(ii) ). Dalsi metodu
pro nalezeni kanonické A\-matice, ktera je s danou A-matici ekvivalentni, popiseme
v nésledujicich odstavcich.

16.8. Priklad. Najdeme kanonickou A-matici, kterd je ekvivalentni s redlnou
A-matici
A2 A2 =\ 3\2
AN = [ A2=X 3X2 - A3 +4)\% - 3)
M+ A2+ 3X% + 3

Nejprve od druhého a tfetiho fadku odec¢teme prvni. Potom zaménime prvni
a treti fadek. Dostaneme A-matici

A 2\ 3\
=X 207 X342 -3)
A2AZ - 32

Prvni fadek pficteme ke druhému, A-nasobek prvniho fadku odec¢teme od tfetiho.
Potom odecteme dvojnésobek a trojnasobek prvniho sloupce od druhého a tretiho
sloupce a dostaneme A-matici

A 0 0
0 22242\ A3 4 )\2
0 —X2-) 0

Zaménime druhy a tfeti fadek. Druhy fadek vynasobime ¢islem —1. Potom ode-
¢teme dvojnasobek druhého fadku od tretiho. Ziskavame kanonickou A-matici

A 0 0 A 0 0
0 A4+ 0 =0 XA+1) 0 ;
0 0 A3 4 22 0 0 A2(A+1)

ktera je ekvivalentni s danou A-matici A(X).
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Zatim jsme dokézali, ze v kazdé tfidé navzajem ekvivalentnich A-matic existuje
alespori jedna kanonickd A-matice (véta 16.7). V nasledujicich odstavcich ukdzeme,
7ze v kazdé t¥idé navzajem ekvivalentnich A-matic existuje kanonickd A-matice
praveé jediné.

Necht A()) je A-matice fadu n nad télesem 7T'. Pro kazdé ¢ = 1,...,n oznaéme
symbolem a;(\) normovaného nejvétsiho spolecného délitele vSech subdetermi-
nant@ A-matice A()\), které maji ¥ad i; jestlize jsou vSechny tyto subdeterminanty
rovny nule, klademe a;(A) = 0. Z véty o rozvoji determinantu ihned vyplyva, zZe pro
kazdé i =1,...,n—1 je prvek a;41(\) nasobkem prvku a,;(\). Jestlize ma A-matice
A()\) hodnost r, je podle definice 14.22 a,(A) #0 a a,y1(A)=---=a,(\) =0.

16.9. Definice. Necht A()) je Ad-matice fadu n nad télesem T, kterd ma hod-
nost r. Pro kazdé ¢« = 1,...,n necht je a;(\) normovany nejvétsi spoleény délitel
vSech subdeterminantii A-matice A()\), které maji fad i. Invariantnimi polynomy
A-matice A(\) budeme rozumét polynomy

er(\) = ar(\) eg()\):ZiEi;, e\ =

ery1(A) = =ep(A)=0.

ar(A)
Ar_1 ()\) ’

16.10. Priklad. Redlnd A-matice A()\) z piikladu 16.8 mé devét subdeterminantt
prvniho fadu, jsou to prvky A-matice A(M):

PN T WA ) SN S W ) LI WD S 70 G ) WD LI ED WD RN ES W) S ) W
Jejich normovany nejvétsi spolecny délitel je
al()\) =A.

Jediny subdeterminant tfetiho fadu je det A(X).

AoA-1 3\
det AA) = NA+1)|A—-1 3A—1 A\ +4\-3| =
1 1 3
0 -1 0 )
“ MO+ A 3h A244) /\3(/\+1)‘>\ A +4A‘ _
11 3 1 3

= NBA+1D)(=A2 =) .

Tedy az(A) = A*(A + 1)? (nebot je tieba normovat); hodnost A\-matice A()) je 3.
7 deviti subdeterminantd druhého fadu vypocteme nejprve ten, ktery ziskdme
vynechanim tietiho sloupce a tfetiho radku.
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A2 A2 =\
AZ—X 3N

A A—1

_\2
‘A A-1 3x-1

‘/\2(3>\2)\>\2+2>\1) =

=N\ +1D(2N—1) .

Vzhledem k tomu, 7ze a1 () = A déli az(\) a az(A) déli az(\) = A*(\ + 1)2, méme
(s pfihlédnutim k vypoctu pfedchoziho subdeterminantu fadu 2) pro as(\) jen
tyto moznosti: A, A2, A\(A+ 1), A2(\ + 1). Protoze ze vSech ti{ fadkt A-matice A(\)
je mozno vytknout A, je kazdy subdeterminant druhého fadu délitelny polyno-
mem A\2. Pro az()\) tedy zbyvaji dvé moznosti: A2 , A2(\ + 1) . Protoze z tietiho
fadku A-matice A(A) je moZno vytknout A + 1, déli polynom A + 1 alespoii Sest
subdeterminantii druhého fadu. Zbyva tedy provérit, zda polynom A + 1 déli sub-
determinanty vzniklé vynechanim ttfetiho fadku a prvniho ¢i druhého sloupce.

A—1 3\

A2 -\ 32
3A—1 A24+4X-3

—_ )2
302 — A )\3+4)\2—3)\‘ =A

‘:)\2()\+1)(A2—7)\+3),

A2 32

1 3
‘)\2)\ AP 4N® — 3)

= )3
A—1 A244)2-3

‘_A4(/\+1).

Tedy az(A) = A2(\ + 1). Invariantnimi polynomy A-matice A()) jsou tedy poly-
nomy
e1(\) =\, ea(N) = A\ +1), es(N) = A2+ 1) .

16.11. Lemma. Fkvivalentnim M-maticim 7ddu n prislusi stejnd posloupnost
normovanych nejvétsich spolecngych déliteli wvsech jejich subdeterminantd Tddu
i=1,...,n, a tedy i tdZ posloupnost invariantnich polynomd.

Dikaz. Necht A()) je A-matice Fadu n a a1(A), ..., a,(\) posloupnost jejich nor-
movanych nejvétsich spoleénych délitel vsech subdeterminantt fadu i =1,...,n.
Necht B(X) je A-matice, kterd z A-matice A(A) vznikla provedenim jediné ele-
mentarni Gpravy, a necht by (A),...,b,(\) je posloupnost normovanych nejvétsich
spolecénych délitelii vSech subdeterminantt fadu i = 1,...,n A-matice B()).

Necht k(A) je néjaky subdeterminant ¥adu ¢ A-matice B(\) a m(\) odpovidajici
subdeterminant A-matice A()), tj. subdeterminant vznikly vynechdnim sloupci
a fadkd s tymiz indexy.

Predpoklddejme, 7e A-matice B(\) vznikla z A-matice A(\) uzitim elementéarni
upravy prvniho typu, tj. vynasobenim néjakého sloupce nebo rfadku nenulovym
prvkem ¢ € T'. Potom je

E(A) =m(N) nebo E(A) =c-m(\),
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podle toho, zda uvazovany fadek nebo sloupec byl nebo nebyl vynechan pfi vy-
tvoreni uvedenych subdeterminant.

Pfedpoklddejme, ze A-matice B(A) vznikla z A-matice A(A) uZitim elemen-
tarni Gpravy druhého typu; uvazujme napft. pfiéteni f(A)-ndsobku j-tého Fadku
k I-tému fadku. Jestlize pti vytvoreni uvazovanych subdeterminantt byl /-ty fadek
vynechan, je

kE(A) =m(N) .
Jestlize I-ty fadek vynechan nebyl, potom podle 14.6 a 14.7(iv) je

k(A) =m(A) + f(A) - ma(A)

kde mi()\) je determinant, pfi jehoZ vzniku byl pouzit misto [-tého fadku Fadek
j-ty. Piitom je bud m;(A\) = 0 — pokud pfi vytvafeni subdeterminanti k())
a m(A) nebyl j-ty fadek vynechan (v mq(A) jsou totiz dva stejné fadky) — nebo
je mi(A) = £ma(A), kde m2(A) je néjaky subdeterminant fadu i matice A(A)
(znaménko je zde proto, Ze j-ty fadek neni na svém misté). Je tedy bud

k(A) =m(A) nebo E(A) =m(\) £ f(A) - ma(N) .

Stejné vztahy dostaneme v p¥ipadé, kdy A-matice B(A) vznikla z A-matice A())
pfi¢tenim f(A)-ndsobku j-tého sloupce k I-tému sloupci.

Z vyse odvozenych vztahi je zfejmé, Ze libovolny subdeterminant k(\) matice
B()), ktery ma fad 4, je délitelny nejvétsim spoleénym délitelem a;(\) vSech sub-
determinant faddu ¢ A-matice A(X). Proto a;(\) déli b;(A\). Vzhledem k tomu,
ze naopak A-matice A(\) vznikne z A-matice B(\) provedenim jedné elementarni
upravy, déli (podle jiz dokdzaného) polynom b;(\) polynom a;(\). Protoze jsou
tyto polynomy normované, je a;(A) = b; ().

Provedenim jedné, a tedy i koneéné mnoha elementarnich tiprav se neméni po-
sloupnost normovanych nejvétsich spolec¢nych délitelti vSech subdeterminantt fadu
i=1,...,n. Neméni se tedy (viz definice 16.9) ani posloupnost invariantnich po-
lynomid. O

16.12. Véta. KaZdd ctvercovd A\-matice A(N) je ekvivalentni s jedinou kanonic-
kou A-matici. Tato kanonickd \-matice md na diagondle invariantni polynomy
A-matice A(X).

Dikaz. Predpokladejme, Ze A-matice A()\) je ekvivalentni s kanonickou A-matici

f(N) 0
coo=| 0 BN e .
0 0 fn(N)

matice C'(A\) existuje podle véty 16.7. Podle lemmatu 16.11 maji A-matice A(X)
a C()\) stejnou posloupnost normovanych nejvétsich spoleénych déliteli az (X), . .

*
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ay (X) v8ech subdeterminantt fddui = 1,. .., n. Z tvaru A-matice C()\) (viz definice
16.6) vyplyva, ze

Jestlize r je hodnost A-matice A(\), potom je
ar(A) #0 a ary1(N) =+ =a,(A\)=0.

Odtud

Invariantni polynomy A-matice A(X) tedy jsou (viz definice 16.9):

_ () _
62()‘) - al(/\) - f2(>‘) )
_ad)
67’()‘) - ar—l()\) - fT(A) )
ery1(A) = =en(A)=0.

Kanonickd A-matice C'(\), kterd je ekvivalentni s A-matici A(\), je tedy uréena
invariantnimi polynomy e;(\),...,e,(A) A-matice A(\). O

16.13. Definice. Necht A()\) je ¢tvercova A-matice nad télesem T'. Kanonickym
tvarem A-matice A(\) budeme rozumét jednoznacné uréenou kanonickou A-matici,
kterd je s A-matici A(\) ekvivalentni.

16.14. Dusledek. Necht A(X\) a B()\) jsou A-matice #ddu n nad télesem T. Nd-
sledugici tvrzent jsou ekvivalentni:
(i) A(N) a B()) jsou ekvivalentni;
(ii) A(N) a B(X\) maji stejnou posloupnost normovangch nejvétsich spolecnyjch
délitelu vsech subdeterminanti rddui=1,...,n;
(iii) A(A) a B(A) maji stejnou posloupnost invariantnich polynomai;
(iv) A(N\) a B(\) maji stejny kanonicky tvar. O

Poznamenejme, 7Ze véta 16.12 dava spolu s definici 16.9 dalsi navod k nale-
zeni kanonického tvaru polynomialni matice. Pro né€které A\-matice je uzite¢né uzit
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metodu elementarnich Gprav popsanou v dikazu véty 16.7, pro jiné A-matice je
vhodnéjsi uzit metodu normovanych nejvétsich spolecnych déliteld. Obé uvedené
metody se s tispéchem kombinuji. Casto se nejprve provadéji elementarni tipravy,
kterymi prejdeme k jednodussi A-matici, potom se najde posloupnost normovanych
nejvetsich spoleénych déliteld a posloupnost invariantnich polynomi.

16.15. P¥iklady.

(i) A-matici A(X\) z piikladu 16.8 jsme pievedli na kanonicky tvar obéma vyse
uvedenyni zptsoby; v prikladu 16.8 pomoci elementarnich tprav, v pfikladu 16.10
stanovenim invariantnich polynomut pomoci vypoc¢tu subdeterminantt. Ani v jed-
nom piipadé jsme vSak nemluvili o kanonickém tvaru, bylo to jesté pfed definici
16.13.

(ii) Pro redlnou A-matici

AN —1) 0 0
AN = 0 AN —2) 0
0 0 A=1)(A—2)

je zfejmé ap(A\) = 1, nebot tii polynomy na diagondle jsou nesoudélné, déle je
det A(\) = A2(A — 1)2(\ — 2)2 = az(\). V A-matici A(\) jsou pouze tii nenulové
subdeterminanty druhého radu:

MA-1D)(A-2), AA =122\ =2), A =1)(A—2)%.
Odtud az(A) = A(A — 1)(A — 2). Invariantni polynomy A-matice A(X) jsou tedy

a(d) =1, )= xA-DA-2), e}

=AM -1)(A—2).

Tim je urcen i kanonicky tvar A-matice A(X).

Pomoci elementarnich tiprav se kanonicky tvar A-matice A(\) nalezne pomérné
obtizné. K prvnimu fadku pfi¢teme druhy a treti fadek. Potom odecteme prvni
sloupec od druhého a tfetiho. Dostaneme A-matici

A2 =\ -2 —2X+2
0 A2 —2)\ 0
0 0 A2 =3\ +2

Nyni odecteme dvojnasobek druhého sloupce od tfetiho. Potom piehodime prvni
a tfeti sloupec. Dostaneme A-matici

2 Y A2 )\
—2X\Z 44X\ A2 —2) 0
A2 —3)\+2 0 0
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Ke druhému sloupci pricteme %/\—nésobek prvniho sloupce a ke tfetimu sloupci
%(A—)\z)—nésobek prvniho sloupce. Potom pfi¢teme vhodné nasobky prvniho radku
ke druhému a tfetimu fadku. Dostaneme A-matici

2 0 0
0 —A 4322 -2\ A =303 4 2)2
0 2(A3=3A2+2)) (AT +4X3 —5X2+2))

Prvni fadek vynasobime jednou polovinou a tfeti fadek dvéma. Potom pric¢teme
druhy Fadek ke tretimu fadku, pak pficteme A-nasobek druhého sloupce ke tfetimu,
nakonec druhy fddek vyndsobime ¢islem —1. Kanonickym tvarem A-matice A(\)
je tedy A-matice

1 0 0
0 AA—1)(A—2) 0
0 0 AN —1)(A—2)

(iii) Vypoc¢teme kanonicky tvar A-matice A(\) nad télesem Zs, kde

A +1 0 2) 1
A\ = 0 A2+ AZ4+20+1
A+2 0 A

Opét uvedeme obé moznosti vypoc¢tu, abychom méli moznost srovnani.

a) Piehodime prvni a tieti sloupec. Pfi¢teme A-nésobek, resp. (2A% + 2)-nésobek
prvniho sloupce ke druhému, resp. tfetimu sloupci. Ke druhému, resp. tfetimu
fadku pii¢teme (2A%+ X+ 2)-nasobek, resp. 2\-nasobek prvniho f4dku. Dostaneme
A-matici

1 0 0
0 M 420 224 L X+ A2 +2
0 A2 223 + 2

Ke tfetimu sloupci pri¢teme A\-nasobek druhého sloupce. Piehodime druhy a tfeti
radek a potom druhy a tfeti sloupec. Dostaneme A-matici

1 0 0
0 2 A2
0 M+A+2 A2+2)

Ke tfetimu sloupci pFicteme A2-nasobek druhého, potom p¥icteme ke t¥etimu Fadku
(A% +A+2)-nasobek druhého fddku. Druhy fddek znasobime prvkem 2 a dostavame
kanonicky tvar A\-matice A(\):

10 0
0 1 0
0 0 AA*+2X2+2)\+2)
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Invariantni polynomy A-matice A(X) tedy jsou:
etV =1, ea(N) =1,  e3(\) = AN H2X2420+2) = AA+F1D)2(A2HA+2) .

b) Zfejmé je a1(A) = 1. Vypocteme det A(N):

A24+1 2 1
det AN =AA+1)| 0 1 A+1] =
A+2 0 A

= AMAFDAAN2+D) F20+1D)A+2) +20+2)] = XA+ 1) (A3 +2)2 +2) .

Tedy
azs(A) = XA+ DN +2X2 +2) = \A+ 12N+ A +2) .

Ke zjisténi as(\) stadi v tomto p¥ipadé vypocitat pouze dva subdeterminanty
fadu 2:

det Ay  (\) = 207,
det Aja(\) = —(A+2)(\2 + 21+ 1) .
ProtoZe jsou tyto subdeterminanty nesoudélné, je as(\) = 1. Odtud
e1(\) =1, es(N) =1,  es(A\) = XA +1)* W+ A+2);
zndme tedy kanonicky tvar A-matice A(\):
10 0
0 1 0
0 0 MA+1)2(A2+A+2)
(iv) Zjistime, zda jsou nad télesem komplexnich ¢isel ekvivalentni A-matice
A+i 0 A+1

AN=| 0 A+i 0 ,
0 0  ANX+i)

20 +2i A+i A+1
BA\) = | A+i 0 AMH+X+A+1
A4+i A+i A2+

Nejprve najdeme normované nejvétsi spolecné délitele vSech subdeterminanti
fadu 1, 2, 3 A-matice A()\) a jeji invariantni polynomy.
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Ziejmé je ay(N\) = 1, az(\) = A(A+1)3. V matici A(\) jsou pouze ¢ty¥i nenulové
subdeterminanty druhého fadu:

det Aj1(\) = AA+1)%,  det Azz(\) = (A +1)?,
det Aga(\) = XA +1)%,  det Az;(\) = —(A+1)(A+1) .

Je tedy az(A) = A +1i. Matice A(A) m4 néasledujici invariantni polynomy:
et(N) =1, ea(N) = A +1, e3(\) = A\ +1)% .

Nyni najdeme kanonicky tvar A-matice B(\). K prvnimu, resp. tfetimu sloupci
pfi¢teme (—2)-nésobek, resp. (—1)-nasobek druhého sloupce. Tieti sloupec zné-
sobime &slem (1 —i)~! = 1(1 +1i) a potom pfi¢teme (—A — i)-ndsobek tietiho
sloupce ke druhému. Vhodné nasobky prvniho fadku pricteme ke druhému a tie-
timu fadku. Dostavame A-matici

0 0 1
A+i A2+ A+ A+ D31 +i)(-A—1) 0
“A—i A+i+ A+ A -A=i)z(1+i)(-A—i) 0

Druhy radek pricteme ke tfetimu, potom pfehodime prvni a t¥eti sloupec. Druhy
sloupec znasobime ¢islem (i — 1). Dostavame A-matici

1 0 0
0 AV+AM+A+D)(A+1) A+i
0 2(A2 + Ai)(A +1) 0

Ke druhému sloupci pii¢teme (—\2—\i—\—1)-nasobek tietiho sloupce. Tieti fadek
vynasobime ¢islem % a prehodime druhy a tteti sloupec. Dostavame kanonicky tvar
A-matice B(\):

1 0 0

0 A+i 0

0 0 A +1)2

Podle dusledku 16.14 jsou A-matice A(A) a B(\) ekvivalentni. Polynomialni matice
A(M) a B(\) vSak nejsou ekvivalentni s A-matici

A+i 0 0
cy=| 0 rxa+i) o],
0 0 A

nebot tato A-matice mé invariantni polynomy

1, AA+i), AA+i) .
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Necht A(M) je A-matice fadu n nad télesem T, kterd méa hodnost r. Necht
e1(N),...,en(A) jsou jeji invariantni polynomy; tedy e,41(A) = --- = e, (A) = 0.
Invariantni polynomy e;(A),...,e.(A) nyni rozloZime v sou¢in mocnin normova-
nych polynomt, které jsou v T[] ireducibilni. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé
i=1,...,7 —1 déli polynom e;(\) polynom e;1()), vyskytuji se v rozkladu po-
lynomu e;11(\) vSechny ireducibilni polynomy, které jsou v rozkladu polynomu
e;(A), a to alespont v takovych mocninich, v jakych jsou obsazeny v rozkladu
polynomu e;(\).

Poznamenejme, zZe jestlize je napf. e;(A) = 1, potom je polynom e;(A\) chapan
variantnich polynomi na mocniny ireducibilnich polynomt podstatné zavisi na
vlastnostech uvazovaného télesa, pripadné na tom, nad jakym télesem se rozklad
provadi (viz dale ptiklady 16.17).

16.16. Definice. Necht A()\) je A-matice fadu n nad télesem 7', kterd ma hod-
nost r. Souborem elementdrnich polynomi A-matice A(X) budeme rozumét sou-
bor vSech polynomi, které vzniknou rozkladem invariantnich polynomi ey (A), ...,
e-(A) A-matice A(A) na mocniny navzijem ruznych normovanych polynomi,
které jsou ireducibilni v T'[A].

Poznamenejme, Ze v souboru elementarnich polynoma A-matice A()) se mize
tentyz polynom vyskytnout vicekrat (viz dale piiklady 16.17).

Soubor elementarnich polynomi A-matice A()) zapisujeme obvykle do tabulky,
ve které jsou v kazdém radku sefazeny vSechny mocniny téhoz ireducibilniho poly-
nomu, a to od nejvétsi k nejmensi. Radky této tabulky nejsou obecné stejné dlouhé.
Uvédomime-li si, Ze soubor elementarnich polynomt A-matice A(\) vznikl rozkla-
dem jejich invariantnich polynomt ej(\),...,e.(\), které se postupné navzajem
déli, je jasné, ze prvni sloupec uvazované tabulky ziskdme rozkladem polynomu
er(A), druhy sloupec rozkladem polynomu e,_1(X) atd.

16.17. Priklady.

(i) Redlnd A-matice A()) z piiklada 16.8 a 16.10 ma invariantni polynomy
erl(A) =X, ex(N)=AA+1), es(N\)=XA+1).

Soubor elementarnich polynomu této A-matice zapiSeme do tabulky:

A2 A A
A+1 A+1

Prvni sloupec tabulky vznikl rozkladem polynomu es()), druhy rozkladem po-
lynomu e (), tieti rozkladem polynomu e;(\). Soubor elementarnich polynomt
A-matice A(\) je stejny, at uvazujeme A-matici A()\) nad télesem raciondlnich,
redlnych ¢i komplexnich ¢isel.
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(ii) Soubor elementarnich polynomi A-matice A(\) z piikladu 16.15(ii) zapiSeme
do nasledujici tabulky:
A A

A—1 A—-1

A—2 A=2
Invariantni polynomy e3(A), resp. ea(\) jsou souciny prvniho, resp. druhého sloupce
tabulky, dale je e;(A\) = 1 (tfeti sloupec tabulky je prazdny).

(iii) Soubor elementarnich polynomut kanonické A-matice

N +1 0 0
AN = 0 XM +1) 0
0 0 M(AZ+1)(A\2-3)

zévisi podstatné na tom, nad jakym télesem tuto A-matici uvazujeme. Nad télesem
raciondlnich ¢isel dostavame tuto tabulku elementarnich polynomii:

A2 A
AZ4+1 A2+1 A2+
A2 —3

Nad télesem realnych ¢isel bude tabulka jina:

A2 A
A2+1 AM4+1 A2+1
A—3
A3

Nad télesem komplexnich ¢isel bude takovato:

\2 A

A+i o A+i A+i
A—i A—i A-i
A—-V3

A+V3
(iv) Reédlné A-matice
A 0 0 1 0 0
0 A 0 a 0 X 0
0 0 O 0 0 A

nejsou ekvivalentni, ale maji stejny soubor elementarnich polynomi:

(A2, A},
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Uvazované \-matice maji stejny fad, ale riznou hodnost.

(v) Tabulka elementarnich polynomt A-matice A(X) z piikladu 16.15(iii) je:

A
(A +1)?
A2+ A+2

(vi) Tabulka elementdrnich polynomt A-matice A(A\) (a tedy i A-matice B()\))
z piikladu 16.15(iv) je:
A+1i)2 A+i
A

Kazda A-matice urcuje své invariantni polynomy a ty urcuji soubor elementar-
nich polynomi (s pfihlédnutim k tomu, nad jakym télesem pracujeme). Z pied-
choziho vykladu o uspofadani souboru elementarnich polynomu do tabulky vy-
plyva, ze ze souboru elementarnich polynomt umime utvofit invariantni poly-
nomy, zndme-li navic ¥ad n a hodnost r vychozi A-matice A(\). Polynomy e, (A),
er—1(A), ..., e1(N) jsou souiny po Fadé prvniho, druhého, ... , r-tého sloupce
tabulky (je-li tento sloupec prézdny, je pfislusny invariantni polynom roven 1);
déle klademe e, 41(A) = -+ = e,(A) = 0. Plati tedy nésledujici tvrzeni.

16.18. Véta.

(i) Rdd X-matice A(N), jeji hodnost a soubor elementdrnich polynomi urcugi
jeji invariantni polynomy.

(ii) Dvé A-matice téhoz Tddu jsou ekvivalentni prdvé tehdy, kdyZ maji stejnou
hodnost a stejny soubor elementarnich polynomai.

Diikaz. Tvrzeni (i) vyplynulo z pfedchozi uvahy, tvrzeni (ii) je dusledkem tvr-
zeni (i) a dusledku 16.14. O

16.19. Priklad.

(i) Ze souboru elementarnich polynomi

(X, A+1°, A, W2 +1)°

CN A3 A1, A+, (2417, A
redlné polynomidlni matice A(\) fadu 8 a hodnosti 5 urc¢ime jeji invariantni poly-
nomy. Nejprve sestavime elementarni polynomy do tabulky:

A3 A2 A A
A+1)>  A+1 A+1
A2+1)7 (A2+1)?

A2+3
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Nyni je
€g(>\) = 67()\) = 66()\) =0 5
es(\) = M+ 1) (02 + 1) (A2 + 3)
ea(\) = A+ 1)(A2 +1)°
es(A) = A +1),
62(A) =A )
61()\) =1.

Pokud by A-matice A(A\) méla fad 4 a hodnost rovnéz 4, bylo by

es(N) = BN+ 1202+ 1)°(\2 +3)
es(\) = AN2A+1)(A2+1)7

e2(\) = AN+ 1),

61()\) =\.

A-matice s vySe uvedenym souborem elementarnich polynomi nemiize vSak mit
napf. fad 6 a hodnost 3, fad 3 apod.

(i) Soubor polynomu
(X2, 0, A, A+1, A+1}

nemtize byt souborem elementarnich polynomt A-matice A(\) fadu 4 hodnosti 2.
Hodnost totiz nemutze byt mensi nez pocet prvkii nejdelsiho fadku tabulky elemen-
tarnich polynomt. Uvedeny soubor mutze byt souborem elementarnich polynomu
A-matice Tadu 6 a hodnosti 4 apod.

V nésledujicich odstavcich se jesté vratime k vyjadieni polynomidlnich ma-
tic maticovymi polynomy, které jsme zavedli hned za definici 16.1 (viz téZ pii-
klad 16.2).

16.20. Poznamka. Necht A(\) a B(\) jsou A-matice téhoz fadu nad télesem T'.
Pisme

AN) = AN + AN 4 AN A,

B(\) = BoA\* + Bi1A* "+ .-+ B, 1\ + B, ,

kde r = deg A(\) a s = deg B(\), tj. Ao a By jsou nenulové matice; pFedpokla-
dejme, Ze je napf. r > s. Snadno se ovéri, ze
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AN) +B(\) = A\ + -+ A X ¢
+ (Ar—s + BO))\S +-- (Ar—l + Bs—l)A + Ar + Bs 9

AN) - B(\) = AgBo\"" + (AgBy + A1 Bo)A" 4L+
+ (Arles + ArBsfl))\ + ArBs .

Soucet a sou¢in A-matic A(A) a B()\) tedy mizeme pocitat jako soucet a soucin
odpovidajicich maticovych polynomu. Plati zde obdobné vztahy jako pro operace
s polynomy z T[\]. Zfejmé je

deg (A(A) + B(A\)) < max (deg A(N\),deg B()\)) ;

ostra nerovnost nastane pouze v pripadé, ze maji maticové polynomy stejny stupen
a jejich vedouci koeficienty jsou opa¢né matice (r = s a Ag = —By). Déle je

deg (A(A) - B(A)) < deg A(A) + deg B(A) ;

ostra nerovnost nastane, kdyz soucin AgBy vedoucich koeficientid obou maticovych
polynomii je nulova matice.

V nasledujicim odstavci se budeme zabyvat délenim maticovych polynomd.
Vzhledem k tomu, Ze nasobeni matic neni komutativni, musime rozliSovat dé-
lent zleva a déleni zprava. Formulaci nasledujiciho vysledku o déleni maticovych
polynomt i jeho dikaz ziskdme jednoduchym piepisem odpovidajici partie o po-
lynomech nad okruhem.

16.21. Vé&ta. Necht A(\) a B()\) jsou A-matice stejného tddu nad télesem T.
Jestlize je vedouct koeficient maticového polynomu B(\) reguldrni matice, potom
plati:

(i) Ezistuje pravé jedind A-matice Q(N\) a prdvé jedind A-matice R(\) nad
telesem T, pro ktere

AN) =B - QN + R(N)
a bud R(M\) = O nebo deg R()\) < deg B(X) .

(ii) Emistuje prdvé jedind A-matice Q'()\) a prdvé jedind A-matice R'(\) nad
telesem T', pro kterée

AN =Q'(\) - B(A) + R'(N)

a bud R'(A) = O nebo deg R'(\) < deg B(\) .
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Diikaz. DokéZzeme tvrzeni (i); tvrzeni (ii) se dokdze obdobné.

Nejprve dokdzeme existenci A-matic Q(A\) a R(\) s uvedenymi vlastnostmi.
Ozna¢me deg A(\) = k, deg B(\) = m; necht Ay a By jsou vedouci koeficienty
maticovych polynomt A(\) a B(A). Budeme postupovat indukei podle n = k —m.
Je-li n < 0, tj. k < m, polozime Q(N\) = O a R(\) = A(N\); je tedy

AN) =B\ -0 + A(N) .

Pfedpoklddejme nyni, ze n > 0 (tj. K > m) a Ze pro vSechna celd ¢isla mensi
nez n dokazované tvrzeni plati. Maticovy polynom

C(A) = A(\) = B(A) - (Bo™ " 4pA*™™) (1)
ma ziejmé stupen nejvyse k — 1 a proto je

degC(A\) —degB(A) <k—-1-m<n.
Podle indukéniho pfedpokladu existuji takové A-matice P(\) a R()), ze

C(A) = B(A) - P(A) + R(}) , (2)
kde bud R(A) = O nebo degR(\) < deg B()\). Dosadime-li do vztahu (2) za
C(\) z rovnosti (1), dostavame rovnost
A\) =B\) - ( By " AoA ™ + P(\) ) + R(N) .

Nyni staci polozit Q(\) = By ' AgAF =™ + P()).

Nyni dokdzeme, ze A-matice Q(A\) a R()\) s vySe uvedenymi vlastnostmi jsou

A-maticemi A(\) a B(A) uréeny jednoznaéné. Predpoklddejme, Ze
A = BOY- Q) + RO = BOY - Qu() + R ()
je dvoji vyjadieni A-matice A(\) vySe uvedeného typu. Je tedy
B - (@) = Q1(N)) = Ri(A) — R(N) . (3)
Jestlize Q(A) # Q' (), potom je
deg [B(N) - (Q(\) = @Q1(N))] > deg B() ,

nebot vedouci koeficient maticového polynomu B(\) je regularni matice. Dochéa-
zime tak ke sporu, nebot polynom R;(\) — R()A) na druhé strané rovnosti (3) je
bud nulovy, nebo ma mensi stupei nez polynom B()\). Je tedy Q(A) = Q1(N\)
a z rovnosti (3) pak vyplyva rovnost R(\) = R (A). O

Povsimnéme si, ze jsme v obou ¢astech diikazu vyuzili predpoklad o regularité
vedouciho koeficientu By maticového polynomu B(\).

Na zavér uvedeme jesté jedno pocetni lemma, které vyuzijeme v nasledujicim
paragrafu. Tyka se specidlniho pfipadu déleni maticovych polynomd, kdy je délitel
prvniho stupné a jeho vedoucim koeficientem je jednotkova matice. Pfi takovémto
déleni nés casto zajima zbytek; jeho stupenn je mensi nez stupen délitele a je to
tedy ,,obycejnd“ matice nad télesem T, ve které se uz neurcitd A nevyskytuje.
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16.22. Lemma. Necht B()\) je A-matice nad télesem T, kterd je vyjddiena jako
maticovy polynom stupné k v tvaru

B()\) = Bo)\k + Bl>\k_1 + -+ Bkrfl)\ + Bk .
(i) Jestlize B(A\) = (A\E — A) - Q(\) + R, potom
R=A"By+ A*'B; +.-- 4+ ABj_1 + By, ,

tj. zbytek R pii déleni A-matice B(A) A-matici \E — A zleva dostaneme
Jdosazenim zleva® matice A do maticového polynomu B(X).
(i) Jestlize B(A) = Q'(\) - (AE — A) + R/, potom

R = ByA¥ + BiA* ' + ...+ B,_1A+ By, ,

tj. zbytek R’ p7i déleni A-matice B(\) A-matici \E— A zprava dostaneme
Jdosazenim zprava® matice A do maticového polynomu B(X).

Diikaz. Dokdzeme tvrzeni (i); tvrzeni (ii) se dokdZze obdobné. Pisme

Q) = QN+ QN T2 4+ Qro A+ Qo

maticovy polynom Q(A) ma stupeni k — 1, nebot A\-matice (\E — A) - Q(A) ma
stupeni k. Po vyndsobeni maticovych polynomt (AE — A) a Q()\) a porovnani
koeficientti v rovnosti

B(\)=(\E—A)-Q\)+R

dostavame nasledujici vztahy:

BO:Q07
By = Q1 — AQy ,
By = Q2 — AQ1 ,

Bi_1=Qr-—1—AQk_2 ,
By =R—AQk_1 .

Vynasobime-li tyto rovnosti po fadé maticemi A*, A*=1 ... A, E zleva a selte-
me-li je, dostaneme vyse uvedené vyjadireni matice R. [

Na zavér tohoto paragrafu zavedeme jesté pojem unimodulérni A-matice a do-
kazeme nékolik jednoduchych tvrzeni.

16.23. Definice. A-matice A(\) se nazyva unimoduldrni, jestlize je ekvivalentni
s jednotkovou matici.
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16.24. Véta. Necht A()\) je A\-matice nad télesem T. Ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) A-matice A(N\) je unimoduldrny.
(ii) A-matice A(N) je soucinem elementdrnich transformacnich \-matic.
(iii) Determinant A\-matice A(\) je nenulovym prvkem télesa T.
(iv) K A-matici A(N) existuje inverzni A-matice.

Diikaz. Necht A(\) je A-matice fadu n. Jestlize je A(\) unimoduldrni, je podle
definice 16.23
AN =X(\)-E-Y(N),

kde X(\) a Y(\) jsou sou¢iny elementarnich transformacénich A-matic; z tvrzeni
(i) tedy vyplyva tvrzeni (ii). Plati-li tvrzeni (ii), plati podle véty o nésobeni de-
terminanti i tvrzeni (iii). Jestlize plati tvrzeni (iii), pak jsou podle disledku 16.14
A-matice A(X) a E ekvivalentni, nebot maji stejnou posloupnost normovanych nej-
vétsich spoleénych délitelti vSech subdeterminantt fadu i = 1,...,n. Tvrzeni (iii)
a (iv) jsou ekvivalentni podle véty 14.18 (resp. dusledku 14.19). O

7 véty 14.14 o nasobeni determinantii ihned vyplyva, ze soucin unimodularnich
A-matic je opét unimodularni A-matice a Ze inverzni A-matici k unimodularni
A-matici je opét unimodularni A-matice. Kazda reguldrni matice nad télesem T je
unimodularni.

16.25. Véta. Dvé A-matice A(\) a B(\) nad télesem T jsou ekvivalentni prdvé
tehdy, kdyz existuji unimoduldrni A-matice X (\) a Y(X), pro které je

Diikaz. Tvrzeni véty ihned vyplyva z definice 16.5 a véty 16.24. O
16.26. Priklad. Uvazujme A-matici
AN = <>\2 —A)\ —4 M- i34;5+ A — 5)
nad télesem redlnych cisel.
Ziejmé je
det AN) = AA* = XN =422 45X —5) — (A +5) (A2 =X —4) =20 .

Podle véty 16.24 je A-matice A(A\) unimodularni. Inverzni A-matici A(\)~! mtzeme
najit podle véty 14.18 (resp. piikladu 14.20(ii) ):

4 3 _ 2 _ _\3
A 1 (A A =4\ 450 =5 A 5)

~ 20 “A2+ A +4 A
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17. CHARAKTERISTICKY A MINIMALNI POLYNOM,
VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY

17.1. Definice. Nechf A je ¢tvercova matice nad télesem T. Charakteristickou
matici matice A budeme rozumét A\-matici \E— A a charakteristickym polynomem
matice A determinant jeji charakteristické matice, tj. det(A\E — A). Kofeny cha-
rakteristického polynomu matice A se nazyvaji vlastni ¢isla matice A. Ndsobnosti
vlastniho ¢isla budeme rozumét jeho nasobnost jako kotfene charakteristického po-
lynomu. Spektrem matice A budeme nazyvat soubor utvoreny z vlastnich cisel
matice A; kazdé vlastni ¢islo se v ném vyskytuje pravé tolikrat, kolik ¢ini jeho
nasobnost.

Charakteristickou matici matice A jsme zavedli jako maticovy polynom prvniho
stupné; jeho vedoucim koeficientem je jednotkova matice a absolutnim ¢lenem
matice —A (méli bychom vlastné psat EA — A jako v pfedchozim paragrafu, napf.
v 16.2, to vSak neni zvykem). Je-li A = (a;;) matice fadu n, je

A—ann —ai2 S —Q1n
—a91 A — a9 N —as
AE— A = "
—Qn1 —Up2 .. A —Qnn

Stanoveni vlastnich cisel podstatné zavisi na télese T', nad kterym pracujeme;
vlastnimi ¢isly matice A jsou podle definice préavé ty kofeny charakteristického
polynomu, které lezi v télese T. Prejdeme-li k jinému télesu, muze se spektrum
matice zménit.

Poznamenejme, ze nékdy se charakteristickou matici matice A rozumi A-matice
A — AE; pokud bychom této definice uzili, zménil by se dalsi vyklad jen nepod-
statné.

17.2. P¥iklady.

(1) Uvazujme matici

1 0 -1
A= -1 0 -2
2 0 -1
Jeji charakteristickou matici je A-matice
A—=1 0 1
AE— A= 1 A 2
-2 0 A+1

a jejim charakteristickym polynomem polynom

detO\E — A) = XA —1D)A+1) +22 = A2 +1).
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Nad télesem racionélnich nebo redlnych ¢isel mé matice A jediné vlastni ¢islo
A1 = 0 (nésobnosti jedna) a spektrum {0}. Nad télesem komplexnich ¢isel ma
matice A t¥i vlastni ¢isla Ay = 0, Ay = i, A3 = —1i nésobnosti jedna a spektrum
{0,1, —i}.
(ii) Charakteristicky polynom horni (dolni) trojihelnikové matice A = (a;;) fadun
je roven

A—ann)A—a)...(A—an,) ,
vlastnimi ¢isly matice A jsou prvky aii, ..., anp.

17.3. Véta. Necht A je ctvercovd matice ¥ddu n nad télesem T.

(i) Charakteristicky polynom matice A md stuperi n, je normovany, jeho ab-
solutni ¢len je roven (—1)" det A a koeficient u A"~ je roven — tr A.

(i) Jestlize je charakteristicky polynom matice A rozloZitelny v T'|\] na linedrni
faktory (je-li napt. téleso T algebraicky uzaviené), potom je stopa tr A
matice A souctem a determinant det A matice A soucinem vsech prvkid
spektra matice A.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze v A-matici AE — A se neurcitd A vyskytuje praveé
n-krat, nemuze mit charakteristicky polynom matice A vétsi stupeni nez n. Pisme
A= ((lij) a

det(\E — A) = coA" + et A" - ey

(i) Z definice determinantu vyplyva, Ze ¢leny s n-tou a (n — 1)-ni mocninou neurd¢i-
té A muzeme dostat pouze ze soucinu prvka diagonaly matice A\E — A, tj. ze soucinu

(/\ — au)()\ — 0,22) e (/\ — a,m) .
Tedy
co=1 a cl:—(a11+a22+--~+ann):—trA.

Polozime-li A = 0, vyplyva z vySe uvedeného zapisu charakteristického polynomu
rovnost

¢ =det(—A) = (—1)"det A .

(ii) Je-li
det(AE—A)=(A=X)A=X2)...(A= ),
kde A1, Ag,..., Ay € T jsou vlastni ¢isla, kterd nemusi byt navzajem riznd, je
ziejmeé
01:*(>\1+/\2++)\n) a Cn:<71)n)\1>\2)\n
Odtud

trAzzn:)\i a detA:ﬁ)\i.
i=1 i=1
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Jestlize je téleso T algebraicky uzaviené, je charakteristicky polynom kazdé
matice rozloZitelny na linearni faktory a predchozi dvé rovnosti plati pro jakoukoli
matici A nad T fddu n. O

Videéli jsme, Ze stupeii charakteristického polynomu det(AE — A) matice A je
roven fadu matice A. Proto je charakteristickd matice A\F — A kazdé matice A
regulérni (viz definice 14.22). Protoze je ¢, = (—1)" det A, je matice A reguldrni
prave tehdy, kdyz ma jeji charakteristicky polynom nenulovy absolutni ¢len; matice
je tedy singularni pravé tehdy, je-li 0 jejim vlastnim ¢islem.

17.4. Poznamka. Predchozi vétu mizeme snadno zobecnit. Musime vSak zavést
pojem hlavni subdeterminant ¢tvercové matice. Je to determinant matice, ktera
vznikne vynechanim radku a sloupct se stejnymi indexy; hlavni thlopricka této
dil¢i matice je ¢asti hlavni thlopficky vychozi matice.

Prvni tvrzeni pfedchozi véty zobecnime takto:

Jestlize A je matice ¥ddu n a coA™ + ci A"t + -+ + ¢, jeji charakteristicky
polynom, potom je co = 1 a pro kazdé i = 1,...,n je ¢; = (—1)'K;, kde K; je
soucet vsech hlavnich subdeterminanti Tadu i matice A.

Dtikaz tohoto tvrzeni miizeme provést tak, ze vypocteme charakteristicky po-
lynom matice A podle lemmatu 14.6. Kazdy sloupec determinantu det(AE — A) si
predstavime jako soucet dvou sloupcii: zdporné vzatého sloupce matice A a sloupce
s jedingm A a samymi nulami. Determinant det(AE — A) se takto rozlozi na soucet
2" determinantti. V jednom z nich jsou na diagonale prvky A a vSude jinde nuly, ve
druhém neni zadné A — tyto determinanty jsou rovny A" a (—1)" det A. Kazdy ze
zbyvajicich 2" — 2 determinantti se d4 postupné rozvést podle sloupcti, ve kterych
stoji A; vysledkem je vzdy néjaky hlavni subdeterminant fadu ¢ matice A néaso-
beny (—1)*A\"~%. Sdruzime-li nyni jednotlivé s¢itance podle toho, v jaké mocniné
se v nich A\ vyskytuje, ziskdme vySe uvedena vyjadfeni koeficientt c1,...,cp—1.

Rovnéz druhé tvrzeni véty 17.3 mizeme zobecnit.

Jestlize je charakteristicky polynom matice A rozloZitelnyg v T[N na linedrn{
faktory, tj.

/\n—l—cl/\n_l-i-'"—‘rcn:()\—/\1)()\—>\2)...()\—)\n),

potom je
n
Cliszi, Cy = Z )\i>\j7 ey
i=1 i,j=1,...,n
i#j
n n
Cn—1 = (_1)n—1 Z )\1 ce )‘ifl)‘i+l N )\n N Cpn = (—1)” H )\i .

i=1 =1

Toto tvrzeni dokdZeme roznasobenim linearnich faktori na pravé strané vyse
uvedené rovnosti a porovnanim odpovidajicich koeficientii.
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17.5. Pi¥iklady.
(i) V piikladu 17.2(i) je det(A\E — A) = A3 + ), tedy

=1, cg=—trA=0, co=1, c3=—detA =0;
pritom je co souctem vsech hlavnich subdeterminant® druhého tadu, tj.

1 -1
2 -1

0 -2

Matice A je singuldrni, proto je c3 = 0. Chapeme-li matici A nad télesem kom-
plexnich ¢isel, je

a=0=(-1)-(0+i+(-i)),
ca=1=(=1)2-(0-140-(=1) +i-(-i)),
c3=0=(-1)%-0-i-(-) .

(ii) Charakteristickou matici realné matice

je A-matice
A=-3 -1 1
AE — A= 0 X—2 0
-1 -1 Xx-1

a charakteristickym polynomem matice A je polynom
detOAE —A)=A=3)A=2)A-1D+(A=2)=(A—2)> =2 —6A* + 121 -8 .

Matice A mé nad télesem redlnych (racionalnich, komplexnich) éisel jediné vlastni
¢islo 2 nasobnosti 3; spektrum matice A je {2,2,2}. Koeficienty charakteristického
polynomu jsou:

CO:+1a
cg=—6=—trAd=—-(2+2+2),
2 0 3 -1 3 1
C2—+12—‘1 1’+‘1 1‘+‘0 2‘_2-2+2-2+2-2,

c3=—8=—detA=-2-2-2.

Matice A je regularni, nebot je c3 # 0.
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(iii) Charakteristickou matici realné matice

-2 -2 -1
A= 0 -1 0
2 -1 0

je A-matice
A+2 2 1
AE— A= 0 X+1 0
-2 1 A

a charakteristickym polynomem matice A je polynom
det(A\E — A) = A+ 1A +20+2) = X3 + 307 4\ + 2.

Matice A mé nad télesem redlnych (racionédlnich) ¢isel spektrum {—1}, nad télesem
komplexnich ¢isel ma spektrum {—1, —1+i, —1—i}. Koeficienty charakteristického
polynomu jsou:

Co = 1,

a=3=—-trA=—[-1+(-1+i)+(-1-1)],
-1 0 -2 —1 -2 -2

e N A

= (1) (-14+i)+ (-1 - (-1—=i)+(=1+4i)-(-1—1i),
2=—detA=—(-1)- (141 -(-1-1).

C3 =

Matice A je regularni, nebot je c3 # 0.

17.6. Véta. Necht A je ctvercovd matice nad télesem T. Charakteristicky poly-
nom matice A je roven soucinu vSech invariantnich polynomi jeji charakteristické
matice A\E — A.

Diikaz. V predchozim paragrafu jsme dokazali, ze ekvivalentnim A-maticim fadu n
prislusi taz posloupnost normovanych nejvétsich spole¢nych déliteld vsech jejich
subdeterminant fadu ¢ = 1,2,...,n (viz 16.11). UZijeme-li toto tvrzeni pro n,
dostavame, ze determinant A-matice AE — A je roven determinantu kanonického
tvaru této A-matice, tj. souc¢inu vSech invariantnich polynoma A-matice A\E—A. [0

17.7. Véta. Charakteristicky polynom horni (dolni) trojihelnikové blokové matice
je roven soucinu charakteristickych polynomi vsech jejich blokd na diagondle.

Diikaz. Jestlize je matice A horni trojihelnikova blokova, je takova i jeji cha-
rakteristickd matice. Charakteristicky polynom matice A je pak podle véty 14.9
roven soucinu determinantt vSech bloki na diagonale matice AE — A, tj. soudinu
charakteristickych polynomu v8ech bloku stojicich na diagonéle matice A. O
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17.8. Definice. Necht A je ¢tvercova matice nad télesem T a
g(N) = ao\" + e M+ ap A+ ay

nenulovy polynom z oboru integrity T[A]. Hodnotou polynomu g(\) v matici A
budeme rozumét matici

g(A) = agA* + a1 AF V4 a1 A+ arE

budeme téz hovorit o dosazeni matice A do polynomu g(X). Jestlize g(A) = O, pak
fikdme, ze matice A je kofenem polynomu g(\) a ze g(\) je anulujicim polynomem
matice A. Nulovy polynom povaZujeme rovnéz za anulujici polynom matice A.

17.9. Véta. Ke kazZdé matici existuje nenulovy anulujici polynom.

Dikaz. Necht A je matice fadu n nad télesem T. Matice A je prvkem vektorového
prostoru T™*" ktery ma dimenzi n?. Matice

2

AV AM AT A, E,

kterych je n2+1, jsou tedy linedrné zavislé. Proto existuji prvky ag, a1, ...,a,2 € T,
které nejsou vSechny rovny nule, pro které je

aoAn2 + a1A"2_1 + -+ anz,QAQ +ap2_1A+ap2E=0.
Polynom
g(A) = Ao+ @i AN Tt ane A2+ e A+ ape

je tedy nenulovym anulujicim polynomem matice A. [

S dosazovanim matic do polynomi se pracuje snadno.
Jestlize je g(A) = r(A) + s(A), pak je g(A) = r(A4) + s(A4).
Jestlize je g(A) = r(A) - s(A), pak je g(A) = r(A) - s(A).

Odtud vyplyva, ze mnozina I vSech anulujicich polynomt dané matice A je tzv.
idedlem oboru integrity T'[\], tj. soufet dvou anulujicich polynomt matice A je
anulujicim polynomem matice A, opa¢ny polynom k anulujicimu polynomu ma-
tice A je anulujicim polynomem matice A a soucin anulujiciho polynomu matice A
s libovolnym polynomem z T[A] je anulujicim polynomem matice A. Protoze je T[]
oborem integrity hlavnich idedld, je idedl I generovan jedinym polynomem; tako-
vychto polynomu je vice, jen jediny z nich je vSak normovany. Ozna¢me tento
polynom m(A). Je tedy

I=m(\) - T\ = {m(}) -p(N); p(N) € TN } -
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Poznamenejme, Ze kazdy ndsobek polynomu m () prvkem ¢ € T, kdec # 0ac # 1,
také generuje idedl I'; polynom c - m(A) v8ak neni normovany.

Pokud se nebudeme odvolévat na znalosti z obecné algebry, mtzeme vSechny
tyto skutecnosti snadno zjistit pomoci véty o déleni polynomu se zbytkem. V mno-
ziné I v8ech anulujicich polynomt matice A vezmeme polynom m(A) nejmensiho
mozného stupné, ktery je normovany, a ukdzeme, ze ostatni polynomy z mnoziny
jsou jeho nasobky. Necht a(\) € T a

a(A) =m(A) -q(X) +7(A)
kde r(A) =0 nebo deg r(\) < deg m(\). Potom je
a(A) =m(A) - q(A) +r(A) ;

odtud r(A) = O, nebot a(A) i m(X\) jsou anulujici polynomy matice A. Polynom
r(A) je tedy anulujicim polynomem matice A; protoZe nemuze mit mensi stupen
neZ polynom m(A), musi byt nulovy. Polynom a(\) je tedy nisobkem polynomu
m(A).

Na zékladé pfedchozich avah muzeme vyslovit tuto definici.

17.10. Definice. Necht A je ¢tvercova matice nad télesem T'. Minimdlnim polyno-
mem matice A budeme rozumét anulujici polynom matice A nejmensiho mozného
stupné, ktery je navic normovany.

7 ptedchozich ivah vyplyva, ze kazda ¢tvercova matice fddu n mé praveé jediny
miniméalni polynom a Ze stupeii tohoto polynomu je nejv§se roven n2. Brzy uvi-
dime, Ze stupeni minimalniho polynomu matice A nemtize byt vétsi nez jeji ¥ad

(viz 17.12(i) ).

17.11. Vé&ta. Necht A je étvercovd matice nad télesem T. Minimdlni polynom

matice A je roven poslednimu invariantnimu polynomu jeji charakteristické matice
AE — A.

Dikaz. Predpokladejme, Ze matice A ma fad n. Ozna¢me d,,—1()\) normovany
nejvetsi spolecny délitel vsech subdeterminantti fadu n — 1 charakteristické matice
AE — A matice A a e,(\) posledni, tj. n-ty invariantni polynom této A-matice.
Podle definice 16.9 je
det(A\E — A
en(\) = det(AE — 4) 7
dn—1(N)

tj.

det(A\E — A) = e, (N) - dp—1(N) . (1)

Adjungovand matice (AE— A)ec k matici AE— A je sestavena praveé ze vSech
subdeterminantii fadu n — 1 matice AE — A (s pfislusnymi znaménky). Vytknuti
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nejvétsiho spolecného délitele d,,—1 () prvki matice (AE—A)yec zachytime v rov-
nosti

(AE = A)rec = dn-1(N) - C(N) ; (2)

nejvétsi spolecny délitel vsech prvkia A-matice C'(X) je tedy 1. Podle véty 14.17 je
(AE = A) - (AE — A)ec = det(A\E — A) - E . (3)
Dosazenim (1) a (2) do (3) dostaneme rovnost
(AE = A) -dp1(N)-C(A) =en(A) - dp—1(N) - E .

Po zkraceni nenulovym polynomem d,,—1(\) vychézi

(AE—A)-C\)=e,(N\)-E. (4)
Pisme

en(A) = ao N + a Ny

je tedy
en(\) - E = aoEX + a1 ENFY 4. 4 a1 F . (5)
Polynomian{ matice e, () - E, kterd je vyjddfena maticovym polynomem (5),
je podle (4) beze zbytku délitelnd zleva A-matici AE — A. Podle lemmatu 16.22(i)

vSak zbytek O pii tomto déleni dostaneme dosazenim matice A za neurcitou A do
maticového polynomu e, () zapsaného v (5). Tedy

agA" + a1 AN+t E=0

tj. en(A) = O, neboli e, (N) je anulujicim polynomem matice A.
Ozna¢me m(A) minimalni polynom matice A; polynom e, (A) musi byt nésob-
kem polynomu m(A), tj.
en(A) =m(A) - q(A) , (6)

kde polynom ¢(\) je normovany, nebot e, (\) i m(\) jsou normované.
Podle véty 16.21 existuje A\-matice Q(\) a matice R, pro které

m(\)-E=(\E—A)-Q\) +R. (7)

Podle lemmatu 16.22(i) vSak zbytek R ziskdme dosazenim matice A do maticového
polynomu m(A) - E. Jestlize je

m(A) = boA* + by A 4 4 b,

je
m(X) - E=bgEX +biEX"' + -+ + b,E
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a tedy
R=0pA* + 0y AP+ + b, E=m(A) =0,

nebot m(\) je minimalni polynom matice A.
Z rovnosti (7) tedy plyne rovnost

m(A) - E=(AE - 4)-Q(A) . (8)
Z rovnosti (4), (6) a (8) vyplyva:
(AE = A4)-C(A) =m(A)-q(A) - E= (AE = A)-q(N) - Q(N) .

Po zkraceni A-matici AE — A zleva (vyuzivime vlastné vétu 16.21 — jednoznacénost
déleni maticovych polynomi) dostdvame rovnost

ProtozZe je v8ak nejvétsi spoleény délitel prvki A-matice C'(A\) roven 1 a protoze je
polynom ¢(\) normovany, je ¢(A) = 1; z rovnosti (6) tedy vyplyva, Ze minimalni
polynom m(A) matice A je roven poslednimu invariantnimu polynomu e, (\) cha-
rakteristické matice A\ — A. O

Zjistili jsme tedy, Ze miniméalni polynom dané matice A je roven poslednimu
invariantnimu polynomu a Ze charakteristicky polynom matice A je roven sou-
¢inu vSech invariantnich polynomt jeji charakteristické matice A\E — A (viz 17.6).
Z téchto dvou dulezitych vysledka vyplyvaji nasledujici zjisténi.

17.12. Dusledky.

(i) Charakteristicky polynom kaZdé matice je ndsobkem jejitho minimdiniho
polynomu.

(ii) Stupen minimdlniho polynomu kaZdé matice je nejvyse roven jejimu tddu.

(iil) Kazdy ireducibilni polynom, ktery déli charakteristicky polynom dané ma-
tice, déli i jeji minimdlni polynom.

(iv) Charakteristicky i minimalni polynom dané matice maji v uvaZovaném té-
lese stejné kofeny; jejich ndsobnosti (jako koteni charakteristického, resp.
minimdlniho polynomu) vsak mohou byt rizné.

Diikaz. Necht A je ¢tvercovd matice nad télesem T a ej(A),. .., e, () invariantni
polynomy jeji charakteristické matice AE — A. VsSechna ¢tyfi tvrzeni vyplyvaji
z toho, Ze charakteristicky polynom matice A je e;(A)ea(N)...e,(N) a jeji mi-
nimélni polynom je e,(\). U tvrzeni (iii) a (iv) je tfeba jesté vyuzit faktu, ze
polynomy e;(A), ..., e, () se navzajem déli (viz 16.6 a 16.12). O

Modifikaci disledku 17.12(i) je nésledujici velmi zndmé tvrzeni; uvddime ho ve
dvou ekvivalentnich vyjadfenich.
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17.13. Cayleyova—Hamiltonova véta.

(i) Charakteristicky polynom kaZdé matice je jejim anulujicim polynomem.
(ii) KaZdd matice je kotenem svého charakteristického polynomu. O

Charakteristicky polynom dané matice A vypocteme jako determinant jeji cha-
rakteristické matice. Minimélni polynom matice A miizeme nékdy hledat pomoci
prevedeni charakteristické matice A\E' — A na kanonicky tvar (jako jeji posledni
invariantni polynom). Zpravidla je vSak vyhodnéjsi — alespoii u matic malych
fadt — najit charakteristicky polynom a vyuzit tvrzeni 17.12(iii).

17.14. Priklady.

(i) Minimalni polynom matice A z piikladu 17.2(i), resp. 17.5(i) je podle tvrzeni
17.12(iii) roven jejimu charakteristickému polynomu. Rovnéz minimélni polynom
matice A z piikladu 17.5(iii) je roven jejimu charakteristickému polynomu.

(ii) Charakteristicky polynom matice A z ptikladu 17.5(ii) je (A — 2)3. Podle di-
sledku 17.12(i) jsou pro minimélni polynom tyto moznosti: A —2, (A—2)2, (A —2)3.
Polynom A — 2 v8ak zfejmé neni anulujicim polynomem matice A. Dosadme matici
A do polynomu (A — 2)%:

Minimalnim polynomem matice A je tedy polynom (A — 2)2.

(iii) Charakteristicky polynom reélné matice

1 2 -2
B=|-1 0 2
-2 2 1

je

A—1 =2 2
1 A =2 [ =222 -B5\+6 =
2 -2 A—1

det(\E — B)

A—DA+2)(A—3).

Spektrum matice B je {1, —2, 3}; nezavisi na tom, zda matici uvazujeme nad téle-
sem racionalnich, redlnych nebo komplexnich ¢isel. Déle je tr B =2, det B = — 6.
Minimélni polynom je roven charakteristickému (viz 17.12(iii), resp. (iv)).
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(iv) Charakteristicky polynom matice

1 2 3 4

01 40

¢= 0010

01 2 1

nad télesem Zs je
A+4 3 2 1
|0 A+4 1 0 | 4
det(AE — C) = 0 0 A+d 0 =(A+4)"
0 4 3 A+4

Matice C' mé vlastni ¢islo 1 nésobnosti 4, spektrum matice C je {1,1,1,1}. Snadno
ovéifme, Ze matice C' + 4F, (C + 4E)?, (C + 4E)? jsou nenulové, takZe minimalni
polynom je roven charakteristickému.

17.15. Véta. Minimdlni polynom diagondlni blokové matice je roven nejmensimu
spolecnému ndsobku minimdlnich polynomd vsech jejich bloku na diagondle.
Diikaz. Necht A je diagonélni blokova matice s bloky Aj, Ao, ..., As na diagondle.
Snadno se uvazi, Ze k-t4 mocnina matice A (k = 1,2,...) je diagonélni blokovd ma-
tice s bloky A%, 45", ..., A¥ na diagonéle. Odtud vyplyva, ze je-li f(\) polynom,
pak f(A) je diagonalni blokova matice s bloky f(A1), f(As),..., f(As) na diago-
nale. Minimélni polynom m(\) matice A je tedy normovany polynom nejmensiho
mozného stupné, pro ktery je m(A;1) = O, m(A4z) = O, ..., m(As) = O, tj. m(A)
je nejmensi spoleény nasobek miniméalnich polynomi matic Ay, As,..., As. O

17.16. Priklady.
(i) Minimélni polynom diagonalni matice A = (a;;) fadu n ma podle véty 17.15
tvar

A=b1)(A—=b2)...(A\—by) ,

kde prvky by, ...,b; jsou navzijem ruzné a pro kazdé i =1,...,n je
a;; € {bl,...,bk} .

Napf. minimalni polynom redlné diagondalni matice desatého radu, kterd mé na
diagonéle po fadé prvky 1,1,2,3,1,3,2,4,2,1, jeroven (A—1)(A—2)(A—3)(A—4).

(ii) Minim4lni polynom realné matice

S O N W
—= N OO
N O OO

OO O
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je nejmensim spoleénym nasobkem minimalnich polynomt matic

1 3 o 2 0

0 2 1 2/
tj. polynomi (A — 1)(A —2) a (A — 2)2. Minimalnim polynomem matice A je tedy
polynom (A — 1)(\ — 2)2.

Necht A je étvercovad matice fadu n nad télesem T. Prvek a € T je vlastnim
¢islem matice A (tj. a je kofenem charakteristického polynomu det(AE — A) ma-
tice A) pravé tehdy, kdyz det(aE — A) = 0, tj. kdyZ je matice aE — A singularni.
To vsak nastane pravé tehdy, kdyz homogenni soustava linearnich rovnic s matici
aFE — A m4 netrividlni feSeni, tj. existuje nenulovy vektor z € T, pro ktery

(aE—A)-zT =0, neboli Azt =a-2T.

17.17. Definice. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T a a € T jeji
vlastni ¢islo. Viastnim vektorem matice A, ktery pfislusi vlastnimu ¢islu a, budeme

rozumét kazdy nenulovy vektor x € T, pro ktery A-zT =a - 27T.

Jestlize a € T neni vlastni &islo matice A, potom rovnost A - 2T = a - 2T plati
jen pro x = o; tento fakt jsme ukézali jiz pred definici 17.17.

Vsechny vlastni vektory prislusejici témuz vlastnimu ¢islu a € T matice A spolu
s nulovym vektorem tvofi podprostor prostoru 7"; jde o podprostor vsech feseni
homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici aF/ — A.

O vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech je mozno dokazat fadu zajimavych
tvrzeni.

17.18. Véta. Necht A, B jsou étvercové matice téhoZ vddu nad télesem T.

(i) Jestlize a je vlastni ¢islo matice A a x prisludng vlastni vektor, potom pro
kazdé prirozené cislo k je a® viastni ¢islo matice A* a x je prislusng viastni
vektor.

(ii) Necht A je reguldrni matice. Cislo a € T je vlastnim cislem matice A pravé
tehdy, kdyz je &islo a=' viastnim c&islem matice AL, Vektor x je vlastnim
vektorem matice A prislusnym k vlastnimu &islu a pravée tehdy, kdyz je

vlastnim vektorem matice A~1 prislusnym k vlastnimu ¢islu a™'.

(iii) Matice AB a BA maji stejnd vlastni ¢isla.

Dikaz. (i) Jestlize je

potom je ziejmé
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a tedy i
AF T =gk 2T
jak se snadno dokaze indukci.

(ii) Rovnost

plati pravé tehdy, kdyz
ataT =417,

(iii) Jestlize a je vlastni ¢islo matice AB a x piislusny vlastni vektor, tj.

AB -z =a-2"

)

potom je
B-AB-z¥=B-a-27,

neboli
BA-B-z¥=a-B-z7;

tedy a je vlastnim é&islem matice BA; vektor y uréeny vztahem yT = B . 27T
je prislusnym vlastnim vektorem. (Pokud je y? = B - 2T = o, neni y vlastnim
vektorem. Potom je vSak matice B singuldrni, ze vztahu AB - 27 = a -7 vyplyva
a =0, a to je vlastni ¢éislo singuldrni matice BA.) O

17.19. Priklad. Redlnd matice

mé charakteristicky polynom
detO\E — A) = (A —2)2(A=3) = X3 =7\ + 161 — 12,

Vlastni vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu 2, resp. 3 jsou vSechna nenulova feSeni
homogenni soustavy linearnich rovnic s matici

0 -1 o0 1 -1 0
2E—A=10 1 1], resp. 3E—A=10 2 1],
0 -2 -2 0 -2 -1

tj. vSechny nenulové vektory podprostoru

[(1,0,0)] , resp. [(1,1,—2)} .
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Minimalni polynom matice A je roven jejimu charakteristickému polynomu. Matice

8 5 -7
A =0 —-11 -19
0 38 46

m4 charakteristicky polynom det(AE — A3) = (X — 8)2(\ — 27). Vlastni vektory
prislusné k vlastnimu ¢islu 8, resp. 27 jsou vSechny nenulové vektory podprostoru

[(1,0,0)] , resp. [(1,1,-2)] .

Inverzni matici k matici A je matice

, (6 -4 -1
A*1:E 0 8 2
0 —4 2

Jeji vlastni ¢isla jsou 1 a %, prislusné vlastni vektory jsou vSechny nenulové vektory

podprostori ’
[(1,0,0)] , resp. [(1,1,-2)] .

Pro matici A je
A*—TA?4+16A—12E=0,  neboli  A®=7A>—-16A+12F .
Z tohoto vztahu lze postupné ziskat vyjadieni dalsich mocnin matice A, napf.
A* =743 —16A% + 124 = 33A% — 1004 + 84F ,

nebo (po vynasobeni matici A~!) rovnost

A7l = %(AQ —TA+16FE) ,

odtud

1 1
A7 = HA-TE+ 16471 = muﬁA? — 1004 + 172E) .

Kazd4 mocnina matice A je tedy linearni kombinaci matic A%, A, E.
Velmi dilezity vysledek o vlastnich ¢islech je zformulovan v néasledujici véte.

17.20. Véta. Vsechna vlastni &isla hermitovské (redlné symetrické) matice jsou
redlnd.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze kazda redlnéd symetrickd matice je hermitovska, staci
tvrzeni dokazat pro hermitovské matice.
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> . . . . us . T > . Py
Necht A je hermitovskd matice fadu n, tj. A~ = A, necht a € C je vlastni ¢islo
matice A a x = (z1,...,2,) € C" piisludny vlastni vektor. Je tedy

a odtud
Z- A2t =F-a-2¥ =a-(Jr1]P+ - +|za]?) . (9)

Transponujeme-li a komplexné sdruzime obé strany této rovnosti, dostaneme rov-
nost

T T
T-A-2T =a-(|z1)>+ -+ |za]?)

tj.
Z-A-xt =a-(Jr P+ F ), (10)

nebot matice A je hermitovskd a |z1|2 + - + |7,|? je redlné &islo. Ze vztahti
(9) a (10) vyplyva rovnost

a (x> + - Flzal®) =a- |z * + ... zn]?) tj. a=7a,

ze které plyne, Ze a je redlné ¢islo. [
17.21. Priklady.

(i) Uvazujme hermitovskou matici

0 i
(o).
Charakteristickym polynomem matice A je polynom
detO\E—A) =X —-1=\N-1)(\+1).

Vlastni vektory ptislusné k vlastnimu ¢islu 1, resp. —1 ziskdme feSenim homogenni
soustavy linearnich rovnic s matici

1 —i -1 —i
E_A_<i 1), resp. —E—A—( ; _1).

Vlastnimi vektory matice A, které ptisluseji vlastnimu déislu 1, resp. —1 jsou
vSechny nenulové vektory podprostoru

[(i,l)] , resp. [(—i, 1)] .

(ii) Redlna symetrickd matice
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mé charakteristicky polynom
det(\E — B) = A2 =4\ — 1,

vlastni ¢isla 2+ 5 a 2 — /5; piislusné vlastni vektory jsou vsechna nenulova
feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic s matici

(" L s) e (L )

neboli vSechny nenulové vektory podprostora

[(2,1+V5)], resp. [(2,1-V5)] .

17.22. Véta. Necht A je matice 7ddu n nad télesem T. Jsou-li X1,..., Xy line-
arné nezdvislé mnoziny vlastnich vektoru prislusnych po fadé k navzdjem ruzngm
vlastnim c¢islim ay,...,ar matice A, je mnoZina X = X; U---U X linedrné
nezdavisld.

Diikaz. V Gvodu dtkazu poznamenejme, ze kazdou linedrni kombinaci vektori
mnoziny X mutzeme vyjadrit jako soucet x1 + - -+ + xp, kde pro kazdé i = 1,...,k
je x; € [X;]. Pfitom je bud x; vlastni vektor pfislusny k vlastnimu &islu a;, nebo je
x; = o (vSechny vlastni vektory pfislusné k témuz vlastnimu ¢islu tvofi totiz spolu
s nulovym vektorem podprostor prostoru 7™).

Staci tedy dokazat, ze vlastni vektory xi,...,xy prislusné k navzajem riz-
nym vlastnim ¢islim aq, ..., ax jsou linedrné nezavislé. Dilkaz provedeme indukci
podle k.

Pro k£ = 1 neni co dokazovat. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k — 1 a ze

cixy+- e =o0, (11)
kde z1, ...,z jsou vlastni vektory prislusné k navzajem ruznym vlastnim ¢islim
ai,...,a;. Nyni je

A-(crzy + -+ cprp)T = o7

a odtud
c1a1x1 + -+ CrapT =0 .

Ze vztahu (11) vSak dostédvame rovnost
c1apx1 + -+ CrapTr = 0 .
7Z predchozich dvou rovnosti vyplyva vztah
ci(ar —ag)ry + -+ cp—1(ag—1 — ag)xp—1 = 0 .

Podle indukéniho predpokladu jsou vektory xi,...,xg_1 linedrné nezavislé; pro-
toze jsou vlastni ¢isla aq,...,ar navzijem rtznd, je nutné€ ¢y = --- = cx—1 = 0
a tedy i ¢ = 0. Vektory z1, ...,z jsou tedy lineadrné nezavislé. [
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18. PODOBNOST, JORDANUV KANONICKY TVAR

18.1. Definice. Necht A, B jsou ¢tvercové matice téhoz Ffaddu nad télesem T
Budeme fikat, ze matice A, B jsou podobné, jestlize existuje regularni matice C
nad télesem T, takova, zZe

A=C"'BC.

Poznamenejme, ze je lhostejné, zda v definici 18.1 piSeme inverzni matici vpravo
nebo vlevo; matice A vznikne vynasobenim matice B zleva a zprava navzijem
inverznimi maticemi.

Snadno se ovéri, Ze relace podobnosti je ekvivalence, je totiz reflexivni, symet-
rickd a tranzitivni. Mnozina T"*"™ vSech ¢tvercovych matic fadu n nad télesem T
se tedy rozpadne na disjunktni tfidy navzajem podobnych matic. Tfidy obsahu-
jici jednotkovou matici, resp. nulovou matici, resp. jakoukoli skalarni matici jsou
zfejmé jednoprvkové. Podobnost matic prvniho fadu piejde v ,,obycejnou rovnost*
matic (ndsobeni matic prvniho fadu je komutativni, proto je rovnost A = C~1BC
ekvivalentni s rovnosti A = B); viechny t¥idy podobnosti v T7*! jsou tedy jedno-
prvkové.

Podle véty 11.11 se miZeme na podobné matice z T"*"™ divat jako na matice
téhoz endomorfismu néjakého n-rozmérného vektorového prostoru (napf. 77) vy-
tvorené vzhledem k réiznym béazim.

Podobné jako v 16. paragrafu o polynomialnich maticich se budeme snazit na-
lézt v kazdé tfidé navzajem podobnych matic jakousi matici, kterd by celou tuto
tfidu reprezentovala a pfitom méla pomérné jednoduchou strukturu. Nejprve vsak
dokazeme nutnou a postacujici podminku pro podobnost matic; jiz toto kritérium
ukéze vyznam predchozi partie o polynomialnich maticich.

18.2. Kritérium podobnosti matic. Matice A a B jsou podobné pravé tehdy,
kdyz jsou jejich charakteristické matice \E — A a \E — B ekvivalentni.

Diikaz. Jsou-li matice A a B podobné, existuje regularni matice C, takova, Ze
A=C71BC. Je tedy

C' - \ANE—-B)-C=)XC"'EC—-C'BC=)E—-A.

Podle véty 12.21 je kazda regularni matice soucinem elementarnich transformac-
nich matic; charakteristické matice AE — A a AE — B jsou tedy ekvivalentni.
Predpokladejme naopak, ze A\-matice AE — A a AE — B jsou ekvivalentni. Je
tedy
AME—-—A=X(\)-(AE-DB)-Y()\), (1)

kde X (\) a Y()) jsou soudiny elementérnich transforma¢nich A-matic. Podle véty
16.21 o déleni polynomidlnich matic existuji Ad-matice Q1(\) a Q2(\) a matice
Ry a R, takové, ze plati:
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X(A\)=AE—-A)-Qi1(N) + Ry,
(2)
Y(A) =Qa(\) - (A\E— A) + R, .

V nésledujicim postupu ukdzeme, Ze vztah (1) bude platit i tehdy, nahradime-li
v ném A-matice X (A) a Y (A) maticemi R; a Rs, tj. zbytky pri déleni A-matic X ()
a Y (\) charakteristickou matici AE — A zleva a zprava.
Budeme tedy pocitat souéin Ry (AE — B)Ra; ze vztaht (2) dosadime za Ry a Ra
a ziskany souc¢in roznasobime:
Ri-(AE—B)-Ry =
= [X(W)-(E-4)-@(V)]-AE=B)- [Y(N) = Q) (A\E - 4)] =
= XN)-(AE=B)-Y(A) — X(A):-(AE—=B)-Q2(A)- A\E—A) -
—(AE-A)-Q1(\)-(AE—-B)-Y(\) +
+(AE=A4)-Qi(A) - (AE = B) - Q2(N) - (AE — A)
V dalsi dpravé uzijeme tiikrat rovnost (1); pfihlédneme téz k tomu, Ze A-matice
X (A) aY (A) jsou invertibilni (nebot jsou to souciny elementérnich transformacnich
A-matic):
Ri-(ANE—B) - Ro=(AE—-A) —(AE—-A)-Y(N\)1-Q2(\)- \E - A) —
—(AE=A) (V) - XN (AE-A) +
OB = 4)-Qi(\) - (\E - B)- Qa() - (\E — A)
Po dvojim vytknuti dochézime k rovnosti
Ri-(AE—=B)-Ry=(AE—A)-[E—-C(\)-(\E - A4)], (3)
kde

C)=YN)" Q2N = (V) - XN+ Q1(\) - (AE = B) - Q2()) -
Stupeni A-matice Ry (AE — B)Rs stojici v rovnosti (3) vlevo je nejvyse 1. Kdyby
byla A-matice C'(\) nenulova, méla by A-matice stojici v rovnosti (3) vpravo stupeti
alespoti 2. Matice C'(\) tedy musi byt nulovi. Z tohoto zjisténi a z rovnosti (3)
nyni vyplyva rovnost

Ri-(AME—B) -Ry=\E— A,

kterou jsme chtéli dokazat. Porovnanim koeficientti maticovych polynomt na levé
a pravé strané této rovnosti dostavame tyto vztahy:

RiRy =E neboli Ry =R, !,
RiBR, = A neboli A =Ry 'BR;.
Matice A a B jsou tedy podobné. [
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18.3. Metody zjisténi podobnosti matic.

Predchozi vysledek dava jasny navod ke zjisténi podobnosti matic. Méame-li
zjistit, zda jsou matice A a B podobné, najdeme kanonické tvary jejich charakte-
ristickych matic a porovndme je. Jsou-li stejné, pak jsou matice A a B podobné,
nejsou-li stejné, pak matice A a B podobné nejsou.

Predpokladejme vSak, Ze je nasim tkolem zjistit, zda jsou matice A, B fadu n
podobné a v kladném pfipadé najit néjakou regularni matici C', pomoci které se
podobnost realizuje. Nyni ukazeme dvé moznosti feSeni tohoto problému.

(i) Rovnost A = C~1BC je ekvivalentni s rovnosti C A = BC, pokud C je regularni
matice. Chapejme prvky matice C' jako neznamé. Maticova rovnost CA = BC
pfejde po provedeném nasobeni v soustavu n? linearnich rovnic o n? nezndmych.
Pfi feSeni této soustavy musime mit na paméti, ze hledand matice C' musi byt
reguldrni; nemusime vsak najit vSechna feseni, tj. vSechny regularni matice C', pro
které plati rovnost C'A = BC| sta¢i najit feSeni jediné.

(ii) Charakteristické matice \E'— A a AE — B pfevedeme Fadkovymi a sloupcovymi
elementdrnimi pravami na kanonické tvary K;(A) a K2(\) a zachytime provedené
radkové tpravy:

(AE—AJE) ~ (Ki(A) [ X1(V)) ,

(AE = B|E) ~ (K2(A) [ X2(N))
.
X1(A) - (AE = A4) - Yi(A) = K1(A)

(4)
Xa(N) - (AE = B) - Ya(\) = Kz (\) -

Je-li Ki(\) = Ka()), jsou matice A a B podobné a muzeme hledat reguldrni
matici C, pro kterou A = C~1BC. Z rovnosti (4) vyplyva rovnost

AE—A=X:(N)7" X2(\) - (AE=B)-Y2() - i) . (5)

Polynomialni matici X, ()\)71X2 (\) najdeme, kdyz pfejdeme Fadkovymi elemen-
tarnimi tpravami od matice

(X:(\) [ X2(0)  kmatici (B X1 (\) ' X2(\)) .

Podle dfikazu véty 18.2 vime, ze matice C~! je zbytkem pfi déleni A-matice
X1(A\) 7' X2(N\) A-matici AE — A zleva:

X1 X)) = (AE—A4)- Q) +C !
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Podle lemmatu 16.22 ziskdme matici C~! dosazenim matice A do maticového
polynomu X1 ()~ X5(\) za neurditou A, a to zleva.

Dalsi moznosti postupu pfi hledani transforma¢ni matice poznédme pozdéji.

7 kritéria podobnosti 18.2 a vét 16.14 a 16.18 ihned vyplyva nasledujici disle-
dek.

18.4. Dusledek. Pro ctvercové matice A, B téhoz Tddu nad télesem T jsou nd-
sledugici tvrzeni ekvivalentny.
(i) Matice A, B jsou podobné.
(ii) Charakteristické matice \E — A a AE — B maji stejnou posloupnost inva-
riantnich polynomai.
(iii) Charakteristické matice \E— A a \E— B maji stejny soubor elementdrnich
polynomu. [

Jesté nez uvedeme piiklady podobnych matic, zformulujeme dalsi jednoduchy
disledek véty 18.2.

18.5. Dusledek. Podobné matice maji stejnou hodnost, charakteristicky a mini-
malni polynom, stopu, determinant i spektrum.

Diikaz. Predpokladejme, Ze matice A a B jsou podobné. Podle dusledku 18.4 maji
jejich charakteristické matice A\F'— A a AE — B stejné invariantni polynomy. Matice
A a B maji tedy podle vét 17.6 a 17.11 stejny charakteristicky a minimalni poly-
nom. Maji proto i stejné spektrum a podle 17.3 i stopu a determinant. Vzhledem
k 12.6 a definici podobnosti maji matice A a B i stejnou hodnost. [J

Pozdéji uvidime, ze rovnost charakteristickych a minimélnich polynomt dvou
matic neni postacujici podminkou pro jejich podobnost (viz 18.13(ii) ).

18.6. Priklad. Zjistime, zda redlné matice
-2 1 -10 —4
A‘(os) N B_(26 11)

Charakteristické polynomy matic A a B jsou

jsou podobné.

‘/\+2 -1

0 )\_3’:()\+2)()\—3),

’/\JrlO 4

96 )\_11’:(>\+10)()\—11)+104:()\+2)()\_3)'

Obé A-matice A\EF — A a AF — B maji tedy stejné invariantni polynomy

e1f(A\) =1, es(N) = (A +2)(A—3).
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Matice A a B jsou proto podobné; existuje reguldrni matice C, pro kterou je
A= C~1BC. Pisme

Ze vztahu C A = BC dostavame soustavu ¢tyf rovnic o ¢tyfech nezndmych:

—2x = —10x — 4z ,
x4+ 3y =—10y — 4t ,
—2z =26z + 11z,
z 4+ 3t = 26y + 11t .

Po jednoduchych dpravach se tato soustava redukuje na soustavu dvou rovnic:

r+ 13y +4t =0,
20 +2=0.

Cisla z, y, z, t musime navic nalézt tak, aby hledana matice C byla regularni. Volba
r=-1,y=1, z =2, t = —3 vyhovuje pozadavkium. Pro matici

(-1 1 (-3 -1
() ooer=(2 )
je tedy A = C~'BC, jak se snadno proveéri.

Vyfesme zadany piiklad jingym zptsobem. Charakteristické matice AE — A
a AF — B prevedeme na kanonicky tvar a zachytime pfislusné radkové elementarni

Upravy:
A+2 -1 | 10 — -1 x+2 | 1 0 -
0 A=3 ] 0 1 A—3 0 | 0 1
- -1 A+2 | 1 0 - 1 0 | 1 0
0 A+2)(A=3) | rx=3 1 0 A+2)A=3) | A=3 1)’
A+10 4 [ 1 0 . 4 A+10 | 1 0 -
—26 A—-11 | 0 1 4(A—11) -104 | 0 4

(4 A+10 | 10y _ (1 0 | 1 0
0 =M+XA+6 | 11-X 4 0 A+2)A=3) | A—-11 -4/~
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Matice A a B jsou tedy podobné. Nyni budeme hledat pfislusnou transformacni
matici (viz 18.3(ii) ):

1 0| 1 0y _ (1o | 1 0
A=3 1 | A—11 —4 01 | -8 —4

Nasli jsme tedy matici
1 1 0
(1),

Transformacni matice, pomoci niz se realizuje podobnost matic A a B, neni
urcena jednoznacné, jak jsme vidéli v prikladu 18.6.

18.7. P¥iklady.

(i) Realné matice

pro kterou je A = C~1BC.

A= B =

O O N
S w o
w o o
o
S O N
SN O
w o o

nejsou podobné; maji riznou stopu, rizné charakteristické polynomy:
det(A\E —A) = (A—2)(A=3)?, det(\E—B)=(\—2)2*\-3).

Minimélni polynomy téchto matic jsou vSak stejné; jde o polynom (A — 2)(A — 3)
(viz 17.15, resp. 17.16). Kanonicky tvar charakteristické matice AE — A, resp.
AE — B je

1 0 0 1 0 0
0 N—3 0 , resp. 0 X—2 0
0 0 A=2)(A—3) 0 0 A=2)(A=3)

(ii) Redlné matice

311 1 -4 -1
A=12 4 2 a B=|1 6 1
1 1 3 1 4 3

jsou podobné. Polynom
A=2% A—=6), resp. (A—2)(\—6)
je jejich charakteristickym, resp. minimalnim polynomem, soubor

{A=2,A-2, 16}



PODOBNOST, JORDANUV KANONICKY TVAR 241

je souborem elementarnich polynomi jejich charakteristickych matic.
PovS§imnéme si, Ze matice B vznikla z matice A pomoci dvou dvojic ,navzajem
inverznich® elementarnich tprav: vynasobeni druhého sloupce dvéma a vydéleni
druhého radku dvéma, pri¢teni dvojnésobku prvniho sloupce ke druhému a ode-
¢teni dvojnasobku druhého fadku od prvniho. Rovnost B = C~1AC tedy plati
napft. pro matici C, ktera je soucinem matic
1 00 1 20 1 20
0 2 0 a 01 0], tj. C=(10 2 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

18.8. Definice. Ctvercovéi matice tvaru

a 0 0 0
1 a 0 0
0 0 1 a

se nazyva Jordanova burika (na diagonéle je prvek a, na rovnobézné linii pod
diagonélou jsou jednicky). Diagondlni blokova matice, jejiz bloky na diagonéle
jsou Jordanovy buiiky, se nazyva Jordanova matice.

Jordanova matice se nékdy definuje ekvivalentnim zptsobem jako matice tvaru

ai 0 0 ... 0 0
€1 ag 0 e 0 0
0 €y asz ... 0 0 5
0o 0 O €n_1 Qn

ktera splnuje tyto dvé podminky: pro kazdé i =1,...,n —1 je
(i) ¢, =0 nebo e; =1;
(i) jestlize e; = 1, potom a; = a;41 -
Jordanovu bunku fadu n dostaneme v ptipadé, kdy e; = es =---=¢,_1 = 1.
Poznamenejme, ze nulova i jednotkova matice jsou Jordanovy matice, kazda
diagonalni matice je rovnéz Jordanova; jeji buiky maji fad 1.

18.9. Vé&ta. Necht J je Jordanova burika vddu k, kterd md na hlavni diagondle
prvek a. Potom je polynom (\—a)* charakteristickym i minimdlnim polynomem
matice J.

Diikaz. Charakteristickou matici Jordanovy bunky J je A-matice

A—a 0 0 .0 0
-1 A—-a 0 0 0
AE—J = 0 -1 X—-a 0 0
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Subdeterminant této A-matice, ktery vznikne vynechanim prvniho fadku a posled-
niho sloupce, je roven (—1)¥~1. Posloupnost normovanych nejvétsich spoleénych
délitelds vSech subdeterminantt fadu ¢« = 1, ...,k matice J je proto

at(A) = =ap_1(\) =1, ar(\) = (A —a)* .

Stejné vypadéd posloupnost invariantnich polynomt A-matice AE — J (viz 16.9);
tvrzeni véty je tedy dokdzdno (viz 17.6 a 17.11). O

18.10. Véta. Méjme Jordanovu matici J, kterd je sestavena z Jordanovych bunék
Ji, Ja, ..., Js. JestliZe tyto Jordanovy bunky maji vady k1, ko, . . . , ks a na jejich dia-
gondldch jsou po Tadé prvky bi,ba, ..., bs, potom soubor elementdrnich polynomi
charakteristické matice \E — J je

=), (A=b)™, o, (A=Dby)k }.

Dikaz. Necht n je ¥f4d matice J. Charakteristickd matice A\E — J je diagonalni
blokova matice, na jeji diagonale jsou bloky

NE—Ji, AE—Jo, ..., \E—J,.

Tyto bloky je mozno pfevést fadkovymi a sloupcovymi elementarnimi tpravami
(pracujeme vSak s fadky a sloupci A-matice AF — J ) na kanonické A-matice. Podle
predchozi véty tak od A\-matice AE — J dojdeme elementarnimi Gpravami k dia-
gondlni A-matici B(\), kterd mé na diagonéle kromé jednicek polynomy

()‘_bl)kl ) (/\_b2)k27 AR ()‘_bs)ks ' (6)

Pomoci metody normovanych nejvétsich spole¢nych délitelt vSech subdetermi-
nant fadu ¢ = 1,2, ..., n nyni najdeme invariantni polynomy A-matice AE — J.

Prvky b1, b, . .., bs nemusi byt rtizné. Polynomy (6) proto srovnejme do tabulky
podobnym zptisobem, jako elementérni polynomy (viz 16.16 a 16.17): do jednot-
livych fadkt zapiSeme vSechny polynomy z (6), které maji stejny kofen, a to tak,
aby jejich stupné tvorily nerostouci posloupnost.

Posloupnost aj(\), az(A), ..., a,(A) normovanych nejvétsich spole¢nych délitelt
A-matice B(\) se nyni uréi takto: polynom a,(\) je soudinem vSech polynomu
utvorené tabulky, polynom a,_1(\) je soufinem vSech polynomu tabulky, které
nestoji v prvnim sloupci, polynom a,_3(A) je soufinem v8ech polynomi tabulky,
které nestoji ani v prvnim ani v druhém sloupci atd; po vyCerpani vsech sloupct
tabulky jsou zbylé polynomy a;(\) rovny jedniéce (prazdné souciny).

Invariantni polynomy charakteristické matice AE — J dostaneme tedy takto (viz
16.9): e, () je soucinem polynomii prvniho sloupce tabulky, e,_1()\) je soud¢inem
polynomt druhého sloupce tabulky atd. M&-li tabulka i sloupct, je e,—;(A) = 1,
..., e1(A) =1 (prazdné souciny). Soubor elementarnich polynomu charakteristické
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matice AE — J vznikne rozkladem invariantnich polynomi na mocniny ireducibil-
nich polynomi; souborem elementarnich polynomt charakteristické matice A — J
je tedy soubor (6). O

Véta 18.10 popisuje vzdjemné jednoznacnou korespondenci mezi buntkami Jor-
danovy matice J a elementarnimi polynomy jeji charakteristické matice AE — J.
Kazdé buiice .J; odpovida jeden elementarni polynom (A — b;)*, kde k; je fad této
bunky a b; je prvek, ktery v ni stoji na diagonéale. Je-li ddna Jordanova matice J,
dovedeme tedy ihned zapsat soubor elementarnich polynomu jeji charakteristické
matice AE — J (i kanonicky tvar této A-matice). Zname-li naopak soubor ele-
mentarnich polynomu charakteristické matice AF — J Jordanovy matice J, zname
vsechny buriky matice .J.

18.11. Priklady.

(i) Matice
3 0 00
1300
0130
0 01 3

nad télesem Zs je Jordanova buiika ¢tvrtého fadu. Polynom
A=3)'=(+2)*

je jejim charakteristickym i minimalnim polynomem (viz 18.9). Kanonickym tva-
rem jeji charakteristické matice je A-matice

O = OO

0

0 .

0 )
+

10
0 1
0 0
0 0 2)4

(A
jeji soubor elementérnich polynomii je { (X + 2)*}.

(ii) Redlnd matice

2 0 00 0O
020000
00 2000
001 200
0 00030
000 01 3

je Jordanova matice Sestého fadu sestavend ze ¢ty bunék fadu 1,1, 2, 2. Souborem
elementarnich polynomu jeji charakteristické matice je soubor

(IA=2,2-2,(A=22, (A=3)?2},
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jejimi invariantnimi polynomy jsou polynomy
e1(AN) =e2(N) =e3(N) =1,
eas(N)=A—2, es(\) =\ —2, es(N) = (A —2)2(A—3)2.
(i) Jestlize
{A-1,(0=1, A -1)%, (A -2}

je soubor elementarnich polynomt charakteristické matice AE — J Jordanovy ma-
tice J, potom je matice J sestavena z téchto Jordanovych bunék:

10 0
(1), (} g), 11 0], (f g).
011

Invariantni polynomy A-matice AE — J jsou
er(A)=-=es(N) =1,

6N =A-1, e(N)=(-17, es(h)=(-1*A-27.

18.12. Dusledky.

(i) Dwé Jordanovy matice jsou podobné prdvé tehdy, maji-li stejny soubor Jor-
danovych bunék, tj. lisi-li se pouze poradim Jordanovych bunék na diago-
ndle.

(ii) Jestlize je Jordanova matice podobnd diagondlni matici, potom je sama
diagondlni.

(iii) Dvé diagondlni matice jsou podobné pravé tehdy, kdyZ se lisi pouze pofadim
prvkd na diagondle.

Driikaz. Dvé Jordanovy matice J; a Ja jsou podobné prave tehdy, kdyz maji jejich
charakteristické matice stejny soubor elementarnich polynomu (viz 18.4). Sou-
bor elementarnich polynomt vsak podle véty 18.10 urcuje buiiky matic J; a Ja,
tj. matice Ji a Jy jsou podobné, jsou-li utvoreny ze stejného souboru Jordanovych
bunék.

Tvrzeni (ii) a (iii) jsou jednoduchymi disledky tvrzeni (i); staci si uvédomit, ze
diagonalni matice je Jordanova matice, jejiz vSechny bunky jsou prvniho fadu. O

18.13. Priklad.

(i) Reélné diagonalni matice

O O N

SN O

w O O
Y

S O N

O w o

N OO
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jsou podobné (viz 18.12(iii) ).

(ii) Redlné matice

1000 1000
110 0 0100
0010 & 0010
00 1 1 00 1 1

nejsou podobné, nebot to jsou Jordanovy matice vytvorené z rtiznych soubort
Jordanovych bunék (viz 18.12(i) ). Prvni mé dvé buiiky druhého fadu, druhd ma
dvé buitkky prvniho fadu a jednu buiiku druhého fadu. Uvédomme si, ze tyto dvé
matice maji stejny charakteristicky i minimalni polynom, a sice (A — 1)%, resp.
(A —1)2 — viz 18.9, 17.7 a 17.15, stejné spektrum a stejnou hodnost. Srovnejme
tento priklad s disledkem 18.5.

18.14. Definice. Nechf A je ¢tvercova matice nad télesem T. Jestlize existuje
Jordanova matice J nad télesem T, takova, Ze matice A a J jsou podobné, potom
fikdme, Ze matice A mé nad télesem T Jordandv kanonicky tvar J.

18.15. Véta. Pro ctvercovou matici A nad télesem T jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(i) Matice A md nad télesem T Jordaniv kanonicky tvar.

(ii) VSechny elementdrni polynomy charakteristické matice \E' — A jsou moc-
ninami linedrnich polynomi (nad T).

(iii) Vsechny invariantni polynomy charakteristické matice \E — A jsou v T[]
rozloZiteln€ na linedrni faktory.

(iv) Minimdlng polynom matice A je v T[A] rozloZitelnyg na linedrnd faktory.

(v) Charakteristicky polynom matice A je v T\ rozloZitelny na linedrni fak-
tory.

Diikaz. Matice A ma nad télesem T Jordantv kanonicky tvar pravé tehdy, kdyz
soubor elementarnich polynomu jeji charakteristické matice AE — A je souborem
elementarnich polynomi charakteristické matice A\E'—J néjaké Jordanovy matice J
nad télesem 7' (viz 18.4). To vSak nastane podle 18.10 pravé tehdy, kdyz jsou
vechny elementarni polynomy mocninami linedrnich polynomii. Tvrzeni (i) a (ii)
jsou tedy ekvivalentni. Vzhledem k pfedchozim vysledktm (16.6, 16.12, 16.16,
17.6, 17.11) jsou navzajem ekvivalentni i tvrzeni (ii)—(v). O

18.16. Dusledek. Nad algebraicky uzavienym télesem md kazdd matice Jordaniiv
kanonicky tvar. 0O

Poznamenejme, Ze jestlize matice A nad télesem T Jordanuv kanonicky tvar
nemé, potom mé Jordantiv kanonicky tvar nad n&jakym nadt&lesem T” té&lesa T’
staci si uvédomit, ze kazdé téleso je podtélesem néjakého algebraicky uzavieného
télesa.
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Nékteré realné matice nemaji Jordantv kanonicky tvar nad télesem realnych
¢isel, ale maji Jordantv kanonicky tvar nad télesem komplexnich éisel (viz piiklad
18.18(iii) ). Nékteré matice nemaji Jordantiv kanonicky tvar nad télesem racional-
nich ¢isel, ale maji Jordantv kanonicky tvar nad télesem redlnych &isel (viz ptiklad
18.18(iv) ).

Matice A muze byt podobné i nékolika navzajem riznym Jordanovym maticim;
vSechny jsou vSak navzajem podobné a lisi se tedy jen poradim Jordanovych bunék
na diagonale (viz 18.12(i) ). Pokud tedy JordantGv kanonicky tvar dané matice
existuje, je uréen jednoznac¢né az na poradi Jordanovych bunék na diagonéle.

Pripomenme jesté jednou, ze podobnost matic fadu n nad télesem 7' je ekviva-
lenci na mnoziné T™*™. Pii této ekvivalenci se mnozina T"*" rozpadne na t¥idy
navzajem podobnych matic, v nékterych tfidach jsou Jordanovy matice; jestlize
je téleso T' algebraicky uzaviené, potom jsou Jordanovy matice ve vSech tiidach
tohoto rozkladu. Jordanovy matice lezici v téze tiidé se lisi pouze poradim bunék
na diagonale.

18.17. Metoda nalezeni Jordanova kanonického tvaru.

Necht je dana ¢tvercova matice A nad télesem T'. Chceme-li nalézt Jordantiv ka-
nonicky tvar matice A, najdeme soubor elementarnich polynomu charakteristické
matice AE — A a zjistime, zda jsou vSechny elementarni polynomy mocninami line-
arnich polynomi, tj. zda matice A ma nad télesem 7" Jordaniv kanonicky tvar (viz
18.15). Podle véty 18.10 nyni zapiSeme Jordanovu matici J, jejiz charakteristicka
matice AE — J ma stejny soubor elementarnich polynomi jako charakteristicka
matice AE — A ; Jordanovy butiky odpovidajici jednotlivym elementdrnim polyno-
mim (viz 18.10) sestavime do matice J v libovolném potadi.

18.18. Piiklady.

(i) Charakteristicky polynom matice

1 2 -2
A=1-1 0 2
-2 2 1

nad télesem raciondalnich ¢isel je (A — 1)(A + 2)(A — 3). Soubor elementarnich po-
lynomi A-matice AE — A je tedy

{A=1,XA+2,A=3},

tj. Jordanovym kanonickym tvarem matice A je diagonalni matice

oo
|
oo
w o o
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(ii) Redlna matice
3 1 -1
B=|(0 2 0
11 1
mé charakteristicky polynom (A — 2)® a minimalni polynom (A — 2)2. Soubor
elementarnich polynomt A-matice AE — B je tedy

{(AN=2)?, 2x-2}

a Jordantv kanonicky tvar matice B nad té€lesem realnych cisel je

2 00
1 2 0
0 0 2
(iii) Realna matice
1 0 -1
C=1-10 -2
2 0 -1

m4 charakteristicky polynom A(A\? + 1). Nad télesem redlngch (resp. racionalnich)
¢isel tedy matice C' neméa Jordanuv kanonicky tvar. Nad télesem komplexnich ¢isel
ma A-matice AE' — C' soubor elementarnich polynomi

{A, A+i, A—i}

a matice C ma nad télesem komplexnich ¢isel Jordantv kanonicky tvar

0 0 0
0 —-i 0
0 0 i

Srovnejte tento piiklad s ptiklady (i) a (ii), ve kterych maji matice A, B Jordaniv
kanonicky tvar nad Q, R, C.

(iv) Reédlna matice

0 0 -3
A=10 1 -1
0 -1 -1

m4 charakteristicky polynom A(A? — 2). Nad télesem racionélnich ¢isel tedy ma-
tice A nema Jordanav kanonicky tvar. Nad télesem R, resp. C ma matice A Jor-
dantv kanonicky tvar

oo o
o&o
|

Eoo
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(v) Matice
1 2 3 4
01 40
A= 0 0 1 0
01 2 1

nad télesem Zs mé charakteristicky i minimélni polynom (X + 4)4, jejim Jordano-
vym kanonickym tvarem je tedy Jordanova buiika

1 0 00
1 100
0 1.1 0
0011

18.19. Definice. Necht A je ¢tvercova matice nad télesem 7. Rekneme, Ze ma-
tice A je nad télesem T diagonalizovatelnd, je-li podobna néjaké diagonalni ma-
tici D nad télesem T'.

18.20. Véta. Pro ctvercovou matici A nad télesem T jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(i) Matice A je nad télesem T diagonalizovatelnd.
(ii) Vsechny elementdrni polynomy charakteristické matice \E — A nad téle-
sem T jsou pruniho stupne.
(iil) VSechny invariantni polynomy charakteristické matice \E — A jsou v T[]
rozloZitelné na linedrni faktory a maji jen jednoduché koreny.
(iv) Minimdlni polynom matice A je v T[N rozloZitelny na linedrni faktory
a md pouze jednoduché koteny.

Diikaz. Matice A je diagonalizovatelna pravé tehdy, kdyz ma Jordantv kanonicky
tvar J, jehoz vSechny buniky jsou prvniho fddu. To nastane pravé tehdy, kdyz jsou
vSechny elementérni polynomy matice A\E — A prvniho stupné (viz 18.10). Tim je
dokazana ekvivalence tvrzeni (i) a (ii). Podle pfedchozich vysledka (16.6, 16.12,
16.16, 17.11) jsou navzajem ekvivalentni i tvrzeni (ii)—(iv). O

18.21. Metoda zjisténi diagonalizovatelnosti matice.

Necht je dana ¢tvercova matice A nad télesem T. Vypocteme charakteristicky
polynom matice A a rozlozime ho v T[\] na mocniny navzdjem riznych lineér-
nich faktor (pokud to neni moZné, pak matice A nemd nad télesem 7' Jordantv
kanonicky tvar a neni tedy diagonalizovatelnd). Pisme

det(AE—A)=(A—a1)"(A—a2)™...(A—ag)™ ,
kde prvky ai,as,...,as € T jsou navzajem rtzné. Polozme
fAD=A—a)A—az)...(A—asg) .

Podle véty 18.20 je matice A diagonalizovatelna pravé tehdy, kdyZ je f(\) mini-
mélnim polynomem matice A, tj. pravé kdyz je f(A) = O.
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18.22. Piiklady.

(i) Matice A z ptikladu 18.18(i) je nad télesem Q (resp. R, C) diagonalizovatelna,
redlnd matice B z pfikladu 18.18(ii) nad télesem R (resp. Q, C) diagonalizovatelna
neni (ale ma nad Q, R, C Jordantv kanonicky tvar), redlnd matice C' z piikladu
18.18(iii) nad télesem Q, resp. R diagonalizovatelna neni (nemd nad R Jordaniv
kanonicky tvar), je v8ak diagonalizovatelnd nad télesem komplexnich ¢isel C. Ma-
tice A z piikladu 18.18(iv) neni diagonalizovatelnd nad Q (nemé nad Q Jordantiv
kanonicky tvar), je vSak diagonalizovatelnd nad R a nad C. Matice A nad télesem
Zs z ptikladu 18.18(v) diagonalizovatelnd neni, ale ma Jordantiv kanonicky tvar.

(ii) Redlnd matice

1 2 2
A= 1 2 -1
-1 1 4

mé charakteristicky polynom (A —1)(\ —3)2. Polynom (A —1)(\— 3) je anulujicim
a tedy minimélnim polynomem matice A, nebot

02 2 —2 2 2
A-E)YA-3E)=| 11 -1|-| 1 -1 -1]=0.
-1 1 3 -1 1 1

Matice A je tedy diagonalizovatelnd, je podobna diagonalni matici

SO O =
S W o
w o O

ktera je rovnéz Jordanovym kanonickym tvarem matice A.
O podobnosti a podobnych maticich je mozno dokazat fadu zajimavych tvrzeni.
18.23. Vé&ta. Necht A, B jsou ¢tvercové matice téhoZ vddu nad télesem T.

(i) Navzdjem transponované matice jsou podobné.

(ii) Jsou-li matice A a B podobné, jsou podobné i matice AT a BT, matice
A=Y a B~ (pokud existuji) a pro kaZdé prirozené &islo k i matice AF o B*.

(iii) Jestlize je alespori jedna z matic A, B reguldrni, jsou matice AB a BA
podobné.

(iv) Necht A a B jsou podobné matice, A = C~1BC. Jestlize je x vlastni vektor
matice A prislusny k viastnimu &islu a, potom je vektor y uréeny vztahem
yT = C - 2T vlastnim vektorem matice B prislusnym k vlastnimu ¢islu a.

Dikaz.

(i) Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Uvazujme charakteristické matice A\E — A
a AE — AT matic A a AT. Vzhledem k tomu, Ze jsou tyto A-matice navzajem trans-
ponované, maji stejnou posloupnost normovanych nejvétsich spoleénych délitelt
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vsech subdeterminantt fadu ¢ = 1,...,n a tedy i stejny kanonicky tvar. Proto
jsou A-matice A\E — A a A\E — AT ekvivalentni a matice A a AT podle véty 18.2
podobné.

(ii) Jsou-li matice A a B podobné, je A = C~1BC. Transponovanim, resp. inver-
tovanim, resp. mocnénim ziskdme rovnost

AT =c'B%(c")', At'=c'B'Cc, Af=c"'BfC.
(iii) Je-li matice B, resp. A reguldrni, je
AB=B"!'.BA-B, resp. BA=A"1-AB-A.

Nejsou-li matice A a B regularni, nemusi byt matice AB a BA podobné; jedno-
duchy priklad ziskame, polozime-li

(1) =Y

(iv) Jestlize je A- 2T = a - 2T, potom je
B-C-2'=C-A-2"=C-a-2T=a-C-2T;

oznac¢ime-li yT = C - 27T, je

18.24. Nalezeni transformacéni matice.

Necht A je matice fadu n nad télesem T a J = C~1AC Jordantiv kanonicky
tvar matice A. Matice A je matici n&jakého endomorfismu f prostoru V = T"
vzhledem ke kanonické bézi tohoto prostoru, matice C' je matici pfechodu od
néjaké baze N = {v1,...,v,} ke kanonické bazi prostoru V, matice J je matici
endomorfismu f vzhledem k béazi N (viz 11.11).

f
T’!L 1 T’!L f T?’L 1 TTL
N k.b. k.b. N
c1t A C
J=C"1AC

Protoze ma Jordanova matice pomérné jednoduchy tvar, da se jednoduse zapsat
i vztah mezi vektory vy, ..., v, bize N a jejich obrazy f(v1),..., f(v,). Je-li napi.
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2 0000
1 2 0 00
J=(0 1 2 0 0],
000 30
00 01 3
je
f(vl) = 2v1 +vg , t) (f -2 1v)(7}1) =y,
f(v2) = 2va +v3 , tj (f=2-1y)(v2) = v3,
f(U3) = 21}3 5 tj. (f -2 1\/)(113) =0,
f(va) = 3vg+vs , t] (f =3-1y)(va) = s,
f(vs) =3vs tj. (f=3-1y)(vs)=o0.
Ptepis do maticového tvaru vede k néasledujicim vztahim
(A — 2E) . ’U1T = ’UQT 5
(A — 2E) . 'U2T = ’U3T 5
(A—2E)-v3T =0T,
(A - 3E> . ’U4T = 'U5T 5
(A—3E)-vs" =0T .
Vektory vy, ..., v, tedy postupné ziskdme jako feseni homogennich, resp. nehomo-

gennich soustav linearnich rovnic. Vektory vz a vs jsou vlastni vektory prislusné
k vlastnim ¢islam 2, 3; ziskdme je z prislusnych homogennich soustav. Vektor vg,
resp. vy ziskdme jako FeSeni soustavy rovnic s matici A — 2F, resp. A — 3E a pra-
vou stranou vz T, resp. vsT. Vektor v; ziskdme jako feSeni soustavy rovnic s matici
A—2F a pravou stranou vy . Zname-li vektory v1, ..., v,, zndme i matici C; v jejich
sloupcich jsou totiz pravé vektory vy, ..., Up,.

Uvédomme si, ze pocet linedrné nezavislych vlastnich vektort pfislusnych ke
vSem navzajem riznym vlastnim ¢islim matice A (viz 17.22) je roven poétu bunék
jejiho Jordanova kanonického tvaru J. Matice fadu n je tedy diagonalizovatelna,
préavé kdyz mé n linedrné nezavislych vlastnich vektort.

Vypocteme-li vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A, mizeme vyse naznacenym
zpusobem nalézt Jordantv kanonicky tvar J matice A i pfislusnou transformaéni
matici C.

Konkrétni postup ukazeme na nésledujicich prikladech.

18.25. Priklady.
(i) Realnd matice
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m4 charakteristicky polynom A(A+3)2. Vlastnimi vektory piislusnymi k vlastnimu
¢islu 0, resp. —3 jsou vSechny nenulové vektory podprostoru

[(15171)} ’ resp. [(1,*1,0),(1,0,71)] .

Protoze jsme nalezli ti linedrné nezavislé vlastni vektory, ma Jordantv kanonicky
tvar J = C~LAC tii buiiky. Je tedy

0 0 0 1 1 1
J=10 -3 0 a C=[1 -1 0
0 0 -3 1 0 -1
(ii) Matice
1 11
A=(0 1 1
0 0 2

nad télesem Zz méa charakteristicky polynom (A — 1)2(\ — 2). Vlastnimi vektory
prislusnymi k vlastnimu ¢islu 1, resp. 2 jsou vSechny nenulové vektory podprostoru

[(1,0,0)] , resp. [(271,1)] )

Protoze jsme nalezli dva linedrné nezavislé vlastni vektory, méa Jordantv kanonicky
tvar J = C~YAC dvé bunky. Je tedy

J:

S ==
S = O
N OO

Zatim jsme nalezli vektory v = (1,0,0), v3 = (2,1, 1); vektor v; vypocteme jako

feSeni soustavy linedrnich rovnic s matici A — E a pravou stranou vy :

011 |1
00110
00110

Resenim je napi. vektor v; = (0,1,0); tedy

o

o = O
o O =

— = N
\/

(iii) Matice

S O =
O = =

b

I
/
— =
~
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nad télesem Zs m4 charakteristicky polynom (A — 1)3. Vlastnimi vektory p¥islus-
nymi k vlastnimu ¢islu 1 jsou vSechny nenulové vektory podprostoru

[(1,0,0)] .

Protoze jsme nalezli jen jeden linedrné nezavisly vlastni vektor, méa Jordaniv ka-
nonicky tvar J = C~1AC jedinou buiiku. Je tedy

J:

O = =
=)
_ o O

Zatim jsme nalezli jen vektor vs = (1,0,0); vektor va vypocteme jako FeSeni sou-
stavy linearnich rovnic s matici A — E a pravou stranou v :

o OO
S O =
S = =
o O =

Resenim je napt. vektor vy = (0, 1,0); vektor v; nyni vypocteme jako Feseni sou-

stavy linedrnich rovnic s matici A — E a pravou stranou vy :

011 ] 0
0 01 | 1
000 | O
Resenim je napi. vektor v; = (0,4, 1); tedy
0 0 1
C=14 10
100
(iv) Reédlna matice
1 -1 0 0
1 -1 0 0
A= 3 0 3 -3
4 -1 3 -3

mé charakteristicky polynom \*. Vlastnimi vektory p¥islusnymi k vlastnimu &slu 0
jsou v8echny nenulové vektory podprostoru

[(1,1,0,1),(0,0,1,1)] .
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Protoze jsme nalezli dva linedrné nezavislé vlastni vektory, méa Jordantiv kanonicky
tvar J = C~1AC dvé buiiky. ProtoZe je minimalni polynom matice A roven A2, je

o o = O
OO OO
= o o o
O O OO

Zatim jsme nalezli vektory ve = (1,1,0,1) a v4 = (0,0,1,1); vektory v; a v3

vypoéteme jako feseni soustavy linedrnich rovnic s matici A a pravou stranou vy ™

a ’U4T:

-1

-1
0

-1

[ I S S
= -0 O

0
0
-3
-3

=W =
w w o o

Resenimi jsou napf. vektory v; = (0,—1,0,0) a vs = (0,0, 0, —3); vhodngjsi volbou
budou vektory 3vz a 3vy; tedy

01 00
-1 1 0 0
¢= 00 0 3
01 -1 3
(v) Reélna matice
3 1 -1
A=1(0 2 0
11 1

m4 charakteristicky polynom (A — 2)3. Vlastnimi vektory p¥islusnymi k vlastnimu
¢islu 2 jsou vSechny nenulové vektory podprostoru

[(1,-1,0),(2,-1,1)] .

Protoze jsme nalezli dva linedrné nezavislé vlastni vektory, méa Jordantiv kanonicky

tvar J = C~1AC dvé buiiky. Je tedy

2 00
J=11 2 0
0 0 2

Pokud bychom vektory (1,—1,0),(2,—1,1) oznadili ve,vs resp. vs, ve, nepodafilo
by se ndm najit vektor vi, ktery by byl feSenim soustavy lineadrnich rovnic s ma-
tici A — 2F a pravou stranou vo': Jako pravou stranu této soustavy je tfeba
vzit vhodnou linearni kombinaci vyse uvedenych vlastnich vektort, napt. vektor
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vy = (1,0,1) (a jako vektor vz kterykoli vlastni vektor, ktery neni nidsobkem vek-
toru vg):

11 -1 | 1
00 010
11 -1 | 1

11 1
C=10 0 -1
01 0
(vi) Reédlna matice
0 —4 0
A=|[1 -4 0
1 -2 -2

mé charakteristicky polynom (X + 2)3. Vlastnimi vektory pifslusnymi k vlastnimu
¢islu —2 jsou vsSechny nenulové vektory podprostoru

[(0,0,1),(2,1,0) ] .

Protoze jsme nalezli dva linedrné nezavislé vlastni vektory, ma Jordantiv kanonicky
tvar J = C~1AC dvé buiky. Je tedy

-2 0 0
J = 0 -2 0
0 1 -2

Pokud bychom vektory (0,0, 1), (2,1, 0) oznadili v1, vs, resp. vs, v1, nepodafilo by se
nam najit vektor vy, ktery by byl feSenim soustavy linedrnich rovnic s matici A4+2F
a pravou stranou vzT. Jako pravou stranu této soustavy je tieba vzit vhodnou
linearni kombinaci vySe uvedenych vlastnich vektori, nap¥. vektor v3 = (2,1,1)
(a jako vektor vy kterykoli vlastni vektor, ktery neni nadsobkem vektoru vs):

2 -4 0 | 2
1 -2 0 | 1
1 -2 0 | 1

Resenim je napi. vektor vy = (1,0,0); tedy

C:

= o O
O O =
— = N
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(vii) Redlnd matice

3 -4 0 O
4 -5 -2 4
A= 0o 0 3 -2

0 0 2 -1

mé charakteristicky polynom (A + 1)%(\ — 1)2. Vlastnimi vektory piislusnymi
k vlastnimu ¢islu —1, resp. 1 jsou vSechny nenulové vektory podprostoru

[(1,1,0,0)] resp. [(-2,-1,1,1)] .

Jordanfiv kanonicky tvar J = C~'AC m4 dvé buiiky,

0

0

S = -1
1

O O = O
= O O O

1
1
0
0 _

Polozime vs = (—2,—-1,1,1) a vy = (1,1,0,0) a jako v pfedchozich p¥ikladech
vypocteme zbylé vektory vy, vs a dojdeme k matici

3 -2 11
2 -1 01
C‘%loo
0 1 .00

Paragraf ukonéime stru¢nou informaci o dal$ich kanonickych tvarech matic.

18.26. Definice. Necht f(\) € T[\] je normovany polynom stupné n > 1,
T =N 4N e A ey

Doprovodnou matici polynomu f(\) budeme rozumét matici

0 0 0 —c,
1 0 0 —Cnp—1

D = 0 1 0 —Cp—2 3
0 0 1 —C1

je-li n = 1, je doprovodnou matici polynomu f(A) = A+ ¢; matice (—cy) .

Poznamenejme, ze jsme v pfikladu 15.4 pocitali determinant matice, ktera se
jen nepodstatné lisi od vyse definované doprovodné matice.
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18.27. Lemma. Necht D je doprovodnd matice polynomu f(\) € T[\]. Potom
charakteristickgm i minimalnim polynomem matice D je polynom f(\).

Diikaz. Necht f(A) = A" +ci A"t 4+ 4 cp_1A + ¢, . Oznaéme symboly a,,_1()\),
resp. a, (A) normované nejvétsi spoleéné délitele vSech subdeterminantt fadu n—1,
resp. n A-matice

A o ... o0 Cn
-1 A e 0 Cp—1
AE-D=1]10 -1 ... 0 c¢p2
0 0 .. —1 A4
Subdeterminant A-matice AE — D, ktery vznikne vyskrtnutim prvniho fadku a po-
sledntho sloupce, je roven (—1)"~1; proto je a,_1(\) = 1. Pfi¢teme-li postupné
A-nésobek posledniho fadku A-matice AE — D k predposlednimu, A\-nasobek pted-
posledniho fadku k (n — 2)-hému, ... a A-ndsobek druhého Fadku k prvnimu,

ziskdme v pravém hornim rohu vzniklé A-matice polynom f(\). Rozvojem podle
prvniho rfadku zjistime, ze

det(\E — D) = (=1)" "1 fO) - (=1)" T = F(N) .t an(W) = fN)
Invariantnimi polynomy A-matice A — D jsou tedy polynomy
el(A):"'zen—l(A)zl ’ en(A):f(A) .

Podle vét 17.6 a 17.11 je polynom f(A) charakteristickym i miniméalnim polyno-
mem matice D. 0O

18.28. Véta. Kazdd matice A je podobnd diagonalni blokové matici D, jejiz bloky
na diagondle jsou doprovodnymi maticemsi netrividlnich invariantnich polynomd
charakteristické matice \EE — A matice A.

Dikaz. Predpokladejme, zZe

et A)=-=ep1(N) =1, ex(N)#1, ..., en(N)
jsou invariantni polynomy A-matice A\F — A. Necht D je diagonélni blokova matice
sestavend z doprovodnych matic Dy, ..., D,, polynomt e;(\), ..., e,(A) jako bloku
na diagonale. Vzhledem k tomu, ze fady doprovodnych matic Dy, ..., D, jsou po
fadé rovny stupiiim polynomil eg(A),...,e,(A) a soucet téchto stupiii je roven

fadu matice A, maji matice A a D stejny rad.

Ukéazeme, 7Ze jsou matice A a D podobné. Charakteristickou matici AE — D
muzeme rfadkovymi a sloupcovymi tpravami prevést na diagonalni matici, ktera
ma na diagonéle kromé jednicek pouze polynomy ex(A),. .., e,(A); jednotlivé bloky
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AE — D; je totiz mozno podle pfedchoziho lemmatu fadkovymi a sloupcovymi
Upravami prevést na kanonické matice

1 0 0
0 1 0
0 0 €; ()\)
Prohozenim f4dki a sloupct sefadime polynomy ex(A),. .., e, () na posledni mis-

ta diagondly a ziskdme kanonicky tvar A-matice A\E — D, ktery je stejny jako
kanonicky tvar A-matice A\E — A. Matice A a D jsou proto podobné podle véty
18.2. O

18.29. Definice. Necht A je ¢tvercovd matice nad télesem T. Pronim raciondl-
nim kanonickym tvarem matice A budeme rozumét blokovou diagondlni matici D,
ktera je sestavena z doprovodnych matic netrivialnich invariantnich polynomi cha-
rakteristické matice AE — A.

18.30. Véta. Kazdd matice A je podobnd diagondlni blokové matici D, jejiz bloky
na diagondle jsou doprovodnymi maticemi elementdrnich polynomi charakteris-
tické matice \E — A matice A.

Diikaz. Necht A je matice Fadu n a necht

{€1<>‘) ) 52()‘) PR €m(>‘)}

je soubor elementarnich polynomid A-matice AE — A. Necht D je diagonalni blo-
kova matice sestavena z doprovodnych matic Dy, ..., D,, elementarnich polynomt
e1(N) , e2(N) , ..., em(A) jako blokt na diagondle. Matice A a D malji stejny
fad; v obou pfipadech je roven souctu stupii polynomu €1(A), e2(A), ..., em(A).

UkéaZzeme, Ze jsou matice A a D podobné. Charakteristickou matici A\E — D
muzeme fadkovymi a sloupcovymi Gpravami pfevést na diagonalni matici, ktera
ma na diagonéle kromé jednicek pouze polynomy £1(A), e2(A), ... , €, (N); jednot-
livé bloky A\E — D; je totiz mozno podle lemmatu 18.27 fadkovymi a sloupcovymi
Upravami prevést na kanonické matice

1 0 0
0 1 0
0 0 61'()\)

Invariantni polynomy A-matice AE — D nyni najdeme stejné jako v dikaze véty
18.10. Polynomy e1(X), e2(N), ..., &n(A) srovndme do tabulky tak, aby v jed-
notlivych fadcich byly vSechny mocniny téhoZ ireducibilniho polynomu a expo-
nenty tvorily nerostouci posloupnosti. Pomoci metody nejvétsich spole¢nych dé-
litelt v8ech subdeterminantt fadu ¢ = 1,...,n zjistime (stejné jako v 18.10), ze
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invariantni polynomy A-matice A — D jsou souciny jednotlivych sloupct tabulky
a ze souborem elementarnich polynomd A-matice A\E — D je ptivodni soubor

{er(N) 5 e2(N) ooy em(N)}

elementarnich polynomt A-matice A\E — A. Proto jsou A\-matice \E — A a AE— D
ekvivalentni (viz 16.18) a matice A a D jsou podobné (viz 18.2). O

18.31. Definice. Necht A je ¢tvercova matice nad télesem T'. Druhym raciondl-
nim kanonickym tvarem matice A budeme rozumét blokovou diagonélni matici D,
ktera je sestavena z doprovodnych matic elementarnich polynomu charakteristické
matice \E — A.

18.32. Definice. Necht f(\) € T[)A] je normovany ireducibilni polynom stupné k.
Hyperdoprovodnou matici polynomu f(A)™, kde n > 1, budeme rozumét blokovou
matici

A O ... O O
M A ... O O
D=0 M ... O O
O O M A

fadu kn, kde A je doprovodnou matici polynomu f(\) a M je ¢tvercovd matice
téhoz Ffadu, kterd ma v pravém hornim rohu jednic¢ku a na ostatnich mistech nuly.
Je-li n = 1, je hyperdoprovodnou matici polynomu f(A) jeho doprovodna matice.

Poznamenejme, ze hyperdoprovodnou matici polynomu (A + a)™ je Jordanova
burika fadu n, kterd ma na diagonale prvek —a.

18.33. Lemma. Necht f(\) € T[N je normovany ireducibilni polynom a D hy-
perdoprovodnd matice polynomu f(\)™, kde n > 1. Potom charakteristickym i mi-
nimalnim polynomem matice D je polynom f(A\)™.

Diikaz. Predpokladejme, ze polynom f(\) mé stupeti k. Charakteristicky polynom
hyperdoprovodné matice D je podle véty 17.7 roven n-té mocniné charakteristic-
kého polynomu doprovodné matice polynomu f(A), tj. f(A)™. Vyskrtnutim prvniho
fadku a posledniho sloupce A-matice AE — D ziskdme subdeterminant, ktery je ro-
ven (—1)*"~1. P¥edposledni invariantni polynom A-matice A\E — D je tedy roven 1
a minimalni polynom matice D je roven charakteristickému. [

18.34. Véta. Kazdd matice A je podobnd diagonalni blokové matici D, jejiz bloky
na diagondle jsou hyperdoprovodnymi maticemi elementarnich polynomu charak-
teristické matice A\E — A matice A.

Diikaz. Necht
{e1(N) , ea(N) y oot em(M)}

je soubor elementérnich polynomt A-matice AE— A. Necht D je diagonélni blokova
matice sestavena z hyperdoprovodnych matic Dy, ..., D,, elementarnich polynoma
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e1(N), e2(N), ..., em(N). Matice A a D maji stejny ad; v obou p¥ipadech je
roven sou¢tu stupiii polynomt e1(A), ea(A), ..., €m(A). Stejnym zplisobem jako
v dikazu véty 18.30 nyni ukaZzeme, Ze jsou matice A a D podobné. [

18.35. Definice. Necht A je ¢tvercova matice nad t&lesem T'. Tretim raciondinim
kanonickym tvarem nebo téz Jacobsonovym kanonickym tvarem matice A budeme
rozumeét blokovou diagonalni matici D, kterd je sestavena z hyperdoprovodnych
matic elementarnich polynomi charakteristické matice \E — A.

Poznamenejme, Ze je-li téleso T algebraicky uzaviené, potom tieti racionalni
kanonicky tvar kazdé matice nad télesem T je stejny jako Jordantiv.

18.36. Piiklady.

(i) Je déna realna matice

-7 -12 0 0

3 5) 0 0

A= 0 1 -5 -8
0 0 2 3

Pomoci predchozich vysledki zjistime, ze charakteristickym i miniméalnim polyno-
mem matice A je polynom (A+1)*, takZe invariantnimi polynomy A-matice A\E — A
jsou polynomy

e\ =ea(N) =es(N) =1, eas(N)=(A+1)";
jedingm elementarnim polynomem této A-matice (nad Q, R i C) je polynom

A+DP =M 43 4+ 6N2 4N+ 1.

Prvnim i druhym raciondlnim kanonickym tvarem matice A (nad Q, R i C) je tedy
matice

00 0 -1
1 0 0 —4
01 0 -6
001 —4

Ttetim raciondlnim kanonickym tvarem (a rovnéz Jordanovym kanonickym tva-
rem) matice A (nad Q, R i C) je matice

-1 0 0 0
1 -1 0 0
0 1 -1 0
0 0 1 -1
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(ii) Mé&jme redlnou matici

SO OO BN
SO OO N O
S OO N RO
i L Vi = e )
—_Nn oo oo
_ o o o oo

Protoze je matice B diagonalni blokova, snadno se vypocte jeji charakteristicky
i minimélni polynom (viz 17.7,17.11, 17.12(iv) a 17.15) a urdi invariantn{ polynomy
charakteristické matice A\E — B:

61()\):62()\):63()\)21 s 64()\):)\—2 s
es(\) = A +2)(A—2) = \*—4, e6(N) = A+2)(A=2)(A—1) = A3 =\ —4\+4.
Prvnim raciondlnim kanonickym tvarem matice B (nad Q, R i C) je matice

2

[=ile oo o)

S OO +H OO
SO OO O
SR OO OO
—_0 oo oo
H%LOOO

Druhym i tfetim raciondlnim kanonickym tvarem (a rovnéz Jordanovym kanonic-
kym tvarem) matice B (nad Q, R i C) je diagonalni matice

2 00 00O
0 -2 0 0 0O
0 02 000
0 00 -2 0 0
0 00 0 20
0 00 001

(iii) Redlna matice

cCoocOo WO
o
\

W woto O o o

o
I

[eNeNeNoNeNoNeol N
[N eoNeoNel SaleX=]
|
w
O O OO
=N NeNoNoNeNe N}
-0 = OO0 o0
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je diagonalni blokova se tfemi bloky na diagonéle. Proto se charakteristicky i mi-
nimalni polynom matice C' a invariantni polynomy jeji charakteristické matice
AE — C vypoéitaji pomoci vét 16.9, 17.7, 17.11 a 17.15:

e1(A) = ea(A) = ez(A) = eg(A) = es(A) = e(A) =1,
er(A) = (A+2) A2 +22 1) = A3 +4) 2 + 30 -2 =
= A +2)A+1-V2) A +1+V2),
es(\) = (A +2)(A2+20 =12 = (A +2)(A +4\3 + 202 — 4\ +1) =
= M +6A 1003 —TA+2 =
= A +2)A+1- V22 +1+V2)? =
= A +2)(A2+(2-2v2)A+ (3-2V2)) (A2 + 2+ 2V2)A + (3 +2V2)) .

Prvnim raciondlnim kanonickym tvarem matice C' (nad Q, R i C) je matice

00 20000 0
10 -3 0000 0
01 —4 00 00 0
00 0O0O0OO0OO0 =2
00 01000 7
00 00100 0
00 00O T1O0 —10
00 0O0O0OO0OT1 —6
Druhym racionalnim kanonickym tvarem matice C' nad Q je matice
20 0 0000 O
00 1 0O0O0O0 O
01 -2 0000 0
00 0 —-20200 0
00 0 O0O0O0O0 —1
00 0 0100 4
00 0 0010 -2
00 0 0001 —4
Druhym racionalnim kanonickym tvarem matice C' nad R a C je matice
-2 0 0 0 0 0 0 0
0 —-1++v2 0 0 0 0 0 0
0 0 -1-v2 0 0 0 0 0
0 0 0 -2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —3+2V2 0 0
0 0 0 0 1 —2+42v2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —3-2V2
0 0 0 0 0 0 1 —2—-2V2
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Ttetim raciondlnim kanonickym tvarem matice C' nad Q je matice

-20 0 O0O0 O0O0 O
0 0 1 00 00 O
01 -2 00 00 O
o0 0 -220 00 O0
00 0 00 1 0 0
o0 O 01 -20 0
00 0 00O 1 0 1
o0 O 00 01 -2

Tfetim raciondlnim kanonickym tvarem (a souc¢asné Jordanovym kanonickym tva-
rem) matice C' nad R a C je matice

-2 0 0 0 0 0 0 0
0 —1++2 0 0 0 0 0 0
0 0 -1-v2 0 0 0 0 0
0 0 0 -2 0 0 0 0
0 0 0 0 —-1++2 0 0 0
0 0 0 0 1 142 0 0
0 0 0 0 0 0 -1-+v2 0
0 0 0 0 0 0 1 —1—+/2

(iv) Redlna matice

0 -1 1 -10 0 0 0
1 01 -10 0 0 0
0 00 -1 0 0 0 O
4|0 01 00 0 0 0
0 00 00 -1 0 1
0 00 01 0 1 1
0 00 00 1 -1 -3
0 00 00 0 1 1

je diagonalni blokova se dvéma bloky na diagonale. Charakteristicky i miniméalni
polynom matice A a invariantni polynomy charakteristické matice AE — A se vy-
pocitaji s pomoci vét 16.9, 17.7, 17.11 a 17.15:

e1(A) = ea(A) = ez(A) = eg(A) = es(N) =1,

es(\) = er(N) = (A +1) = A +1)(A 1),

es(A) = (N +1)2= A1 +22 2+ 1= (A +i)?(A—1)? = (A2 -1\ -2iA—-1) .
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Prvnim racionédlnim kanonickym tvarem matice A nad Q, R i C a souéasné druhym
racionalnim kanonickym tvarem matice A nad Q a R je matice

0 -1 0 0 0 0O 0
1 0 0 0 0 0O 0
0 00 -1 0 00 0
0 0 1 0 0 0O 0
0 0 0 0 00 0 -1
0 0 0 01 00 0
0 0 0 0 01 0 -2
0 0 0 0 0 01 0

Druhym racionalnim kanonickym tvarem matice A nad C je matice

-i 0 0 0 O 00 O
0 i 0 0O 00 O
00 —-i 00 00 0
00 0 i 0 00 O
00 O0O0O 1 0 0
00 001 =21 0 O
00 0O0O0 00 1
00 0O0O0 0 1 2i

Ttetim racionalnim kanonickym tvarem matice A nad Q a R je matice

0O -10 0O0 OO0 O
1 00 00 O0O0 O
o 00 -1 0 0O0 O
0 01 00 00 O
o 00 00 -1 0 0
o 00 01 00 O
0O 00 00 1 0 -1
o 00 00 01 O

Ttetim raciondlnim kanonickym tvarem (a souc¢asné Jordanovym kanonickym tva-
rem) matice A nad C je matice

-i 0 00 0 000
0 i 00 0O 00O
00 -i 0 0 0O0O
00 0 i 0 000
00 00 -1 0O0UO
00 00 1 -1 00
00 00 0 0 10
00 00 0 01 i
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19. WEYROVA TEORIE
CHARAKTERISTICKYCH CISEL

V nasledujicich odstavcich vylozime efektivni zptsob pfevedeni realné nebo
komplexni matice na Jordantuv kanonicky tvar; tuto metodu publikoval roku 1885
¢esky matematik Eduard Weyr (1852-1903).! Weyrovu metodu podame v moderni
feCi vektorovych prostori a homomorfismd.

19.1. Obrazy a jadra. Necht A je komplexni matice fddu n a necht f je od-
povidajici endomorfismus vektorového prostoru V' = C™, tj. matice A je matici
endomorfismu f vzhledem ke kanonické bazi prostoru V. Pro dané komplexni
¢islo A je matice A — AE matici endomorfismu ¢ = f — X - 1y, prostoru V. Cislo A
je vlastnim ¢éislem matice A pravé tehdy, kdyz je matice A — \F singulérni; to na-
stane pravé tehdy, kdyz endomorfismus ¢ neni izomorfismus, neboli Im ¢ je vlastni
Casti prostoru V, tj. V O Im .

Predpokladejme, Ze \ je vlastnim ¢islem matice A. Existuje tedy pfirozené ¢islo
r > 1 takové, ze

VoImpDdIme? D DIme ! DIme" =Ime" ™ = ...,

éislo r je tedy nejmensi pfirozené Cislo, pro které Im " N Kerp = O. Vzhledem
k tomu, Ze pro kazdé i = 1,2,... je podle véty o hodnosti a defektu (pro endo-
morfismus ¢°) _ _
dim Ker ¢* + dim Im ¢* =n
je dale
OCKerpCKerp?C---CKergp" ' CKergp" =Kere™ ™' = ... . (1)

19.2. Weyrova charakteristicka ¢isla. Weyrovymi charakteristickymi cisly
matice A pfislusnymi k vlastnimu éislu A budeme rozumét éisla

a; =dim V —dim Imy =dim Kery —dim O,
az =dimImyp  —dim Im¢? = dim Ker ¢? — dim Ker ¢,
a; = dim Im ¢! — dim Im ¢* = dim Ker ¢ — dim Ker¢'~!, (2)

a, = dim Im "' — dim Im ¢" = dim Ker ¢" — dim Ker¢" ! .

L O zivoté a dile Eduarda Weyra se mtizeme do¢ist v monografii J. Be¢vaf a kol.: Eduard
Weyr 1852-1903, Prometheus, Praha 1995, 196 str. a 24 obr. pfiloh. Linearni algebry se tykaji
¢lanky Eduard Weyr, linedrni algebra a teorie hyperkomplexnich cisel, str. 91-119, a Weyrova
teorie charakteristickych ¢isel, str. 121-127. Viz téz H. Shapiro: The Weyr Characteristic, Amer.
Math. Monthly 106(1999), 919-929.
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Prejdeme-li od dimenzi obrazi k hodnostem prislusnych matic, ziskdme nasle-
dujici vyjadreni ¢isel aq, ..., q;:

ap= n —r(A—\E),
ay =7(A—AE) —r(A—\E)?,

Cisla oy, ..., a; jsou tedy pFirtistky dimenzi podprostorti v posloupnosti

Ime", Ime" ', ..., Imep, V,

neboli pfiristky hodnosti matic v posloupnosti
(A=XE)", (A=XE)™', ..., A-)E, E.

Podle véty o hodnosti a defektu uzité pro ztzeni endomorfismu ¢, které zobra-

zuje Im ' ~! na Im ¢’ je
dim (Im "~ ! NKer ¢) + dim Im ¢ = dim Im * ™!,
nebot jadro tohoto ztZeni je pravé Im ¢*~! N Ker ¢. Podle (2) je tedy
a1 = dim Ker g a; =dim(Imp' ' NKery), i=2,...,r,
tj. Weyrova charakteristickd ¢isla jsou rovna dimenzim jistych podprostori pro-
storu V. Ziejmé je
Kero DImpnNKergp D --- DImep" ?NKerp DImp ' NKery DO (4)
takze
ayp > ag > > > 0.

Ze vztahil (2) a (3) navic vyplyvaji rovnosti

art+as+ -+ a.=dimKerp" =n—dimIme" =n—1r(4—-AE)" .

19.3. Weyrova baze. V tomto odstavci sestrojime uspofadanou bazi B pod-
prostoru Ker ¢". Nejprve zvolime bazi {ui,...,us, } prostoru Im¢"~! NKerp,
rozsifime ji na béazi {ul, e 7“%4} prostoru Im ¢"~2 N Ker ¢, tu rozsiiime na
bazi {ul7 . ,Ua,,.,z} prostoru Im "3 N Ker¢ atd., nakonec dostaneme bazi
{u1,...,uq,} prostoru Kery (viz inkluze (4) a obrazek na nésledujici strang).
K vektorim {uq,...,uq,} potom pfidame (rtizné dlouhé) fetizky jejich vzort pii
postupném provadéni endomorfismu ¢ (viz obrazek).
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Vo

s

r

ol

«, vektort

Va,._ o
o) fa(”.‘”) Vagtl -l a1 vektortl
r—1
¥
r—2
¥
Vag+1 Vag N
° o ... o ... ®& ... e a9 vektoru
® lsa lw Jsﬂ lgo lgo
Vag+1 Va o
° . o ... e e o ... e oy vektoru
U Uay  Uap+1 Ua,. g Uaz+1 Uy Uag+1 Uay
—_——
Im p"—1 N Ker ¢
Im ¢7=2N Ker ¢
Im ¢ N Ker ¢
Ker ¢
Protoze vektory uy, ..., uq, lezi v Im "1, existuji vektory vy, ..., v,,, takové,
7e " H(v1) = ug, ...y @ (Va,) = Uq,. Dale existuji vektory v, 41, Va,_;,
takové, Ze "2 (Va, 11) = Ua, 11, -+ > @ 2(Va,_,) = Ua,_, atd. Nakonec existuji
Vektory Vag41s- .-, Vay, takové, 76 ©(Vas+1) = Uag+1s «-- 5 P(Vay) = Uqy. PTO
aplnost polozme vg,+1 = Uay+1 - - - 5 Vay = Uay - Mnozina
_ r—1 . . r—1 .
= .. 3 Va, s R
B ) 9 ) ) ) Qo (03 b b (0% b
01, (V1)@ (01); -5 Ve, 0(Vay )5 - @ (Vay)
r—2 . . . . .
Vap41y--+5 P (va7v+1)7~-~7va27(p(vaz)7va2+l7"'7U0¢1} (5)

je ziejmé obsazena v Ker ¢" a ma a1 + s+ - -+, prvkl (viz obrazek — poéitano
po vrstvach), tj. tolik, kolik je dim Ker ¢".

Nyni dokdzeme linearni nezavislost mnoziny B. Predpokladejme, Ze
a1T1 + asTe + -+ apTp =0, (6)

kde x1, 9, ..., T jsou navzajem razné prvky mnoziny B a koeficienty a1, as ..., ax
jsou nenulové. Necht m je nejmensi pfirozené ¢islo, pro které ¢ (x;) = o pro kazdé
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i=1,...,k (tedy m < r, nebot B C Ker¢"). Provedeme-li endomorfismus ™!
na rovnost (6), ziskdme vyjadfeni nulového vektoru jako netrividlni linedrni kom-
binace linedrné nezévislych vektort wui,...,uq, a to je spor. Mnozina B je tedy
linedrné nezavisla a je proto bazi podprostoru Ker ¢"; usporddani této baze je
uvedeno v (5). Budeme fikat, ze B je Weyrova bdze podprostoru Ker ¢".

19.4. Odpovidajici matice. RozSifme nyni sestrojenou bézi B podprostoru
Ker ¢" na bazi B’ prostoru V; bazi B’ uspoiadejme tak, Ze nejprve jdou vek-
tory baze B ve vySe uvedeném pofadi (5) a teprve potom pridané vektory. Matice
endomorfismu ¢ vzhledem k bazi B’ mé tvar

I X
=0 v)
vzhledem ke konstrukci baze B je I Jordanova matice radu o1 + ag + -+ + o
s nulami na diagonéle, kterd ma

o bunék fadu r ,
Qp_1 — Oy bunék fadu r — 1,
o] — Qg bunék fadu 1 ,

tj. celkem oy bunék. Kazda bunka odpovidd jednomu fetizku vektort z baze B,
ktery kon¢i nékterym z vektort uq, . .., U, . Pivodni endomorfismus f = p+A-1y
mé tedy vzhledem k bazi B’ matici

M+)\E:(I+)‘E X )

0 Y +AE

kde J = I + AFE je Jordanova matice stejné struktury jako matice I, ale s ¢islem A
na diagonale. Nasobnost s vlastniho ¢isla A matice A je tedy alespon ay + - - -+ a;.,
takze

r<a;+---4a.<s. (7)

19.5. Celkovy pohled. Predchozi tvahy mutZeme provést pro kazdé vlastni ¢islo
matice A. ProtoZe pracujeme v komplexnim oboru, je charakteristicky polynom
p(A) matice A rozloZitelny na linedrni faktory,

PA) = (A=A (A= A2)%2 .. (A= Ap)%F (8)

predpokladejme, ze vlastni ¢isla A1, ..., A\x jsou navzajem rdzna.
Pro kazdé i = 1,. ..,k necht

i i
ay, Ay, ..., @
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jsou Weyrova charakteristicka ¢isla matice A prislusna k vlastnimu ¢islu \;, necht
wi=f—X-1y.Podle (7) je pro kazdé i = 1,... k

rp<afi 4 tal <, 9)

a tedy podle (1) je
Ker ¢! = Ker ¢}* . (10)
Pro kazdé i =1, ...,k ozna¢me symbolem B; vySe zavedenou Weyrovu bazi pod-

prostoru Ker ¢!’ a symbolem J; Jordanovu matici fadu of +- - - + afﬂi s prvkem \;
na diagonéle; strukturu této Jordanovy matice urcéuji Weyrova charakteristicka

v 7 7
cisla af, ..., a. .

V nésledujicim textu dokazeme, ze sjednoceni Weyrovych bazi B;, i =1,... k,
tvori bazi prostoru V a Ze slozeni Jordanovych matic J; davd Jordantuv kano-
nicky tvar matice A; nejprve vSak musime zavést nékolik pojmi a dokézat jedno
teoretické lemma.

Zatim jsme pouzivali pojmy charakteristicky polynom matice, vlastni ¢islo ma-
tice a jeho nasobnost apod. Tyto pojmy miiZeme prirozenym zplsobem pienést
na endomorfismy prostord kone¢nych dimenzi.

Uvazujme endomorfismus vektorového prostoru V nad télesem T a zvolme né-
jakou béazi M prostoru V; necht A je matice endomorfismu f vzhledem k bazi M.
Anulugicim polynomem, charakteristickym polynomem, minimdlnim polynomem,
vlastnim cislem, spektrem endomorfismu f budeme rozumét po fadé anulujici po-
lynom, charakteristicky polynom, minimélni polynom, vlastni ¢islo, spektrum ma-
tice A. Jestlize je B matice endomorfismu f vzhledem k bazi N, potom jsou matice
A, B podobné; definice vyse uvedenych pojmu tedy nezavisi na volbé baze pro-
storu V.

Vyse uvedené pojmy bychom také mohli definovat pfimo. Dosazenim endomor-
fismu f do polynomu

pA) = A"+ a A" a1 A Foay
budeme rozumét endomorfismus
p(f)=f"+af" '+ +anaf+anly,

anulujicim polynomem endomorfismu f budeme rozumét polynom p()), pro ktery
je endomorfismus p(f) nulovy atd. Je zfejmé, Ze endomorfismus p(f) je nulovy
pravé tehdy, kdyz je matice

p(A) = A"+ a A"+ ta, 1A+ a,FE

nulova.
Poznamenejme jesté, ze pro kazdé dva polynomy p(\) a ¢(A) jsou endomorfismy

p(f) a q(f) komutujici, tj. p(f)q(f) = q(f)p(f)-

Podprostor W prostoru V' se nazyva invariantni vici endomorfismu f, jestlize
je FOW) C W
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19.6. Lemma. Necht p(\) je anulujici polynom endomorfismu f prostoru V.
Jestlize

p(A) = pr(M)p2(A) ... pr(A)

je rozklad polynomu p(\) na navzdjem nesoudélné polynomy, potom je

V = Kerpy(f) & & Kerpi(f) (11)

direktni rozklad prostoru V' ma podprostory invariantni vici endomorfismu f.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme pro k = 2. ProtoZze jsou polynomy p;(\) a pa(A) nesou-
délné, existuji polynomy ¢;(A\) a g2(A), takové, ze

@A) - p1(A) +2(N) -p2(N) =1

Dosadime-li do této rovnosti za A endomorfismus f, dostaneme rovnost, ktera vyja-
dfuje rozklad identického automorfismu prostoru V' na soucet dvou endomorfismi:

a(f)pa(f) + q2(fp2(f) = 1y
Pro kazdy vektor v € V je tedy

[ (S)pr (NI (W) + lg2(F)p2(H)l(v) = v. (12)

Protoze je p = p1p2 anulujici polynom endomorfismu f, je

2N (Hpr(Nlw) =0 a [p(Ha(Hp(f)l(v) =0,

takze

[ (Npr(HI(v) € Kerpo(f)  a [g2(f)p2(f)I(v) € Kerpi(f) -

Tedy
V =Kerpi(f) + Kerpa(f) .

Jestlize je v € Kerp1(f) N Kerpa(f), je podle (12) v = o a rovnost (11) je pro
k = 2 dokazana.

Jestlize v € Ker p1(f), potom
[p1(N](f(v)) = Flpr(f)(v)] = f0) =0,

takze f(v) € Kerp;(f); jestlize v € Ker pa(f), potom

p2(NI(f(v)) = flp2(f)(v)] = fo) =0,

takze f(v) € Kerpo(f). Jde tedy o direktni rozklad na podprostory, které jsou
invariantni vaci f.

Indukci rozsifime platnost tvrzeni pro libovolné piirozené éislo k (provedeni
indukce umoziuje invariantnost podprostort). O
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19.7. Dusledky. Aplikujme nyni pfedchozi lemma na charakteristicky polynom
p(A) endomorfismu f prostoru V' (tj. na charakteristicky polynom matice A), jehoz
rozklad na navzajem nesoudélné polynomy je uveden v (8). Vzhledem k definici
endomorfismil ¢; a rovnostem (10) mé direktn{ rozklad (11) tvar

V =Kerg' &--- @ Kerp*. (13)

Z predchozich tvah vyplyva rfada dilezitych vysledki:
(i) Sjednocent bazi B; podprostord Ker ¢.* je bdzi prostoru V.
Toto tvrzeni je pfimym disledkem rozkladu (13).

Bazi

prostoru V usporadame prirozenym zpusobem. Nejprve vezmeme vektory baze By,
potom vektory baze By atd., nakonec vektory baze By ; pfitom zachovame vyse kon-
struované usporadani jednotlivych bazi B;. Hovofime o Weyrové bdzi prostoru V,
ktera pfislusi k endomorfismu f.

(ii) Ndsobnost kazdého vlastniho ¢isla matice A je rovna souctu vSech prislusngch
Weyrovych charakteristickych cisel, tj.

si=oay+ay+---+ap .

Podle (8), (9) a (13) je

k

k k
:Z Za1+a2 ta ZdlmKercpl—n.
i=1 i=1

i=1
Pro kazdé : = 1,...,k je tedy
si:a’i+o¢§+-~~+aii >

(iii) Matice endomorfismu [ vzhledem k bdzi B je Jordanovou.

(iv) Jordaniv kanonicky tvar J matice A je uréen vlastnimi éisly matice A a k nim
prislusnygmi Weyrovgmi charakteristickymi cisly. Transformacni matice C, pro
kterou je J = C~LYAC je uréena Weyrovou bdzi B.

Prvni ¢asti baze B (vektorim z Bj) odpovidd Jordanova matice J; fadu sq,
kterd m4 na diagondle vlastni ¢islo Ay, ... , posledni ¢4sti béze B (vektorim z By)
odpovidé Jordanova matice Jj fadu si, kterda mé na diagondle vlastni ¢islo A.
Matici endomorfismu f vzhledem k bazi B je Jordanova matice J sestavend z bloki
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Ji, ..., Jg; slozeni téchto blokt z jednotlivych bunék je urceno prislusnymi Wey-
rovymi charakteristickymi ¢isly.

Protoze je A matici endomorfismu f vzhledem ke kanonické bazi a J matici
endomorfismu f vzhledem k bazi B, je

J=C1tAC,

kde C je matice prechodu od Weyrovy baze B ke kanonické béazi prostoru V;
ve sloupcich matice C' jsou tedy pfimo vektory baze B. Nasli jsme tedy nejen
Jordantv kanonicky tvar J matice A, ale i transforma¢ni matici C', pomoci které
se realizuje podobnost matic A a J.

Poznamenejme, Ze k nalezeni Jordanova kanonického tvaru J matice A nemu-
sime konstruovat Weyrovu bazi B, nebot matici J umime napsat ihned, jakmile
zname vlastni ¢isla matice A a k nim prislusnd Weyrova charakteristickd cisla.

(v) Polynom
A=) A=) .. (A= )™
je minimalnim polynomem matice A.

Z direktniho rozkladu (13) prostoru V vyplyva, Ze polynom
A=) A=) .. (A=)

je anulujicim polynomem endomorfismu f. Libovolny vektor v € V' je podle (13)
mozno zapsat jako soucet vektort v; € Kero™, i = 1,...,k a kazdy vektor v; je
anulovan endomorfismem

o= (= A )

Miniméalni polynom matice A (resp. endomorfismu f) je tedy urcen vlastnimi
Cisly A; matice A a poéty r; k nim pfislusnych Weyrovych charakteristickych ¢isel.
(vi) Dvé matice jsou podobné pravé tehdy, kdyZ maji stejnd vlastni ¢isla a stejna

Weyrova charakteristicka cisla. Vlastni cisla a Weyrova charakteristickd cisla
tvoTi uplnou soustavu invarianti podobnosti matic.

Systém
1 1
)\1 ) al ) ) arl )
2 2
)‘2 ) ay y Qg
k k
)\k 3 ay ) ark

se nékdy nazyva Weyrova charakteristika matice A.

V nésledujicich piikladech ukazeme, Ze predchozi teorii mtzeme pouzit i pro
realné matice; chdpeme je jako matice komplexni, vSe se vSak déje v redlném
oboru. Rovnéz ukazeme dvé moznosti nalezeni Weyrovy béaze.
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19.8. Piiklady.

(i) Uvazujme realnou matici

1 -1 0 0
1 -1 0 0
A= 3 0 3 -3
4 -1 3 -3

z piikladu 18.25(iv). Standardnim zptisobem vypoéteme, ze charakteristickym po-
lynomem matice A je A\*, matice A m4 tedy ¢tyindsobné vlastni ¢islo 0. Oznaéme
symbolem f endomorfismus prostoru V = C%, jehoz matici vzhledem ke kanonické
bézi prostoru V je matice A, polozme déle ¢ = f —0- 1y = f; matici endomor-
fismu ¢ je matice A —0- E = A. Snadno zjistime, Ze A? = O. Je tedy

ap=4-r(A)=2, ag =71(A) —r(A%) =2,
S:Oz1+042:4.

V Jordanové kanonickém tvaru J matice A jsou tedy dvé (as = 2) bunky fadu 2
(a a1 — ag = 0 bunék fadu 1), tj.

o O = O
OO OO
= o oo
O O OO

Nyni najdeme Weyrovu béazi B prostoru V. Hleddme vektory vy, wvs,vs,vs, pro
které je

p1)=v2,  p(vz)=0, pz)=vs, p(va)=0;

tyto vztahy jsou dany Weyrovymi charakteristickymi ¢isly pfislusnymi k vlast-
nimu ¢islu 0, jsou vsak rovnéz ihned vidét z matice J, kterd je matici endomor-
fismu ¢ vzhledem k bazi B = {vy, vs, v3,v4}. UkdZeme dva postupy vypocétu vek-
tord vy, vg, v3, V4.
a) Snadno nalezneme vektory vs, v4, které generuji podprostor Im ¢ N Ker ¢; po-
lozime napft.

vy = (0,0,1,1) , vy = (1,1,-1,0)

a najdeme jejich vzory wvi,vs pfi endomorfismu ¢. Vektor vq, resp. vs je feSenim
soustavy linedrnich rovnic s matici A a pravou stranou wve, resp. vs. Tedy

B D
U1 = ’ 767 6 ; U3 = 27 2) 273 .
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Nakonec mtzeme zvolit vhodny nasobek téchto vektord a polozit
B= { (0,0,1,-1) , (0,0,6,6) , (3,-3,-3,2), (6,6,—6,0) } .

Jestlize je

0 0 3 6
00 -3 6

¢= 16 -3 -6/~
-1 6 2 0

je J=C7tAC .

b) Mizeme zvolit dva linedrné nezavislé vektory, které nelezi v Kerp (ale lez
v Ker ¢?), napi-.
v; = (1,0,0,0) , v3 = (0,0,0,1) .

Obrazy téchto vektori pfi endomorfismu ¢ jsou
V2 = (1717374) ) Vg = (0707 _37_3) ;
ziskame je tak, Ze vektory v, vs vynasobime matici A zleva. Nyni polozime

B={(1,0,0,0), (1,1,3,4), (0,0,0,1), (0,0,-3,-3) } ;

pro matici
1 10 0
01 0 0
¢= 03 0 -3
0 4 1 -3
je J=C"tAC .

(ii) Uvazujme realnou matici

z piikladu 18.36(i). Standardnim zptsobem vypocteme, Ze charakteristickym po-
lynomem matice A je (A + 1)*, matice A mé tedy ¢tyfnasobné vlastni ¢islo —1.
Ozna¢me symbolem f endomorfismus prostoru V = C*, jehoz matici vzhledem
ke kanonické bazi prostoru V je matice A, polozme dale ¢ = f 4+ 1 - 1y; matici
endomorfismu ¢ je matice A + E. Snadno zjistime, Ze
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-6 —-12 0 0 000 0
[ 3 6 0 0 > [0 00 0
ArE=| o | 4y s| @HEI=|5 5 4 o>
0 0 2 4 020 0
0 00 0
- 0 00 0 4
AFE=| 15 _o4 0 0]~ (A+E)=0.
6 12 0 0
Je tedy
A=-1, r=4,
o1 =4-r(A+E)=1, ay=7(A+E)—r(A+E)? =1,
a3:r(A+E)2fr(A+E)3:1, a4:r(A+E)3fr(A+E)4:1,

s=oa1+ay+ast+ag=4.

V Jordanové kanonickém tvaru J matice A je tedy jedna (a4 = 1) burika fadu 4
(a a1 — @z = 0 bunék faddu 1, g — ag = 0 bunék fadu 2, as — ay = 0 bunék
fadu 3), tj.
-1 0 0 0
1 -1 0 0
0 1 -1 0
0 0 1 -1

J =

Nyni najdeme Weyrovu béazi B prostoru V. Hleddme vektory vy, vs,vs,v4, pro
které je

p(v1) = va , p(v2) = vs, o(v3) =4, p(vs) =0}

tyto vztahy jsou dany Weyrovymi charakteristickymi ¢isly prislusnymi k vlastnimu
¢islu —1 matice A, jsou vsak rovnéz ihned vidét z Jordanovy matice J 4+ E, ktera
je matici endomorfismu ¢ vzhledem k bazi B = {v1, va, v3,v4}. Opét ukdzeme dva
zpusoby vypoctu vektord vy, va, v3, v4.

a) Vektor vy € Im¢® N Ker ¢ je vlastni vektor matice A (piislusny k vlastnimu
islu —1), tj. vy je FeSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici A + E.
Tedy napft.

Vg = (0,07 —2, 1) .

Nyni najdeme vzor vektoru vy pfi endomorfismu ¢ a ozna¢ime ho vz, najdeme
vzor vektoru vz pii endomorfismu ¢ a oznacime ho vy, najdeme vzor vektoru ve
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pfi endomorfismu ¢ a oznac¢ime ho v;. Vektor vz je feSenim soustavy linearnich
rovnic s matici A+ E a pravou stranou vy, vektor vy je feSenim soustavy linedrnich
rovnic s matici A+ F a pravou stranou vz, vektor v je feSenim soustavy linedrnich
rovnic s matici A + F a pravou stranou vs. Tedy

1 1 1
U3:<0707§70)7 ’U2:<_1a§7070)5 U1:(6507070)'

Nyni mzeme tyto vektory nahradit jejich Sestinasobky a polozit
B={(1,0,0,0) , (—6,3,0,0), (0,0,3,0), (0,0,-12,6) } .

Snadno se presvédcime, ze pro matici

C:

S oo

SO wWwo

oS w oo
o

je J=C7tAC .
b) Vektor vy zvolime v doplitku podprostoru Ker ¢ do Ker p* = V| napf.

v1 = (1,0,0,0) .

Vektory vo,vs, vy ziskdme jako obrazy vektoru v, pfi endomorfismech o, ©?, @3,
resp. postupnym ndsobenim vektoru vy matici A + F zleva. Tedy

ve = (—6,3,0,0) , vz = (0,0,3,0) , vg = (0,0,—12,6) .

Dostali jsme stejny vysledek jako v predchozim pripadé. Jinou volbou vektoru vy
(napt. (0,1,0,0), (1,1,0,0) apod.) bychom ziskali jinou bazi B a jinou transfor-
macni matici C.

(iii) Uvazujme redlnou matici

3 1 -1
A=10 2 0
1 1 1

z piikladu 18.25(v). Standardnim zptisobem vypocteme, Ze charakteristickym po-
lynomem matice 4 je (A — 2)3, matice A ma tedy trojnasobné vlastni ¢islo 2.
Ozna¢me symbolem f endomorfismus prostoru V = C3, jehoz matici vzhledem
ke kanonické bazi prostoru V je matice A, polozme déle ¢ = f — 2 - 1y; matici
endomorfismu ¢ je matice A — 2F. Snadno zjistime, ze

-1

11
A-2E=(0 0 o0, (A-2E)*=0.
11 -1
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Je tedy
ar=3-r(A-2E)=2, ay=r(A-2E)-r(A-2E)?=1,

s=a;+ay=3.

V Jordanové kanonickém tvaru J matice A je tedy jedna (as = 1) builka fadu 2
a jedna (a1 — @y = 1) buiika fadu 1, tj.

J =

(el V]
O NN O
N OO

Nyni najdeme Weyrovu bazi B prostoru V. Hleddme vektory vy, vs, v, pro které
je
p(v1) = va , p(v2) =0, p(vg) =0;

tyto vztahy jsou dany Weyrovymi charakteristickymi ¢isly prislusnymi k vlastnimu
¢islu 2 matice A, jsou vSak rovnéz ihned vidét z Jordanovy matice J — 2F, kterd
je matici endomorfismu ¢ vzhledem k bazi B = {v1,v2,v3}. Opét ukdzeme dva
zpUsoby vypoctu vektort vy, va, vs.

a) Linedrné nezavislé vektory vs € Im ¢ N Ker ¢ a v € Ker ¢ jsou vlastni vektory
matice A (pfislusné k vlastnimu ¢islu 2). Vlastnimi vektory matice A jsou vSechny
nenulové vektory podprostoru [(0, 1,1), (1,0, 1)]. Za vektor v mtizeme zvolit pouze
nésobky vektoru (1,0,1) € Im ¢; tedy va = (1,0, 1). Vektor v; je FeSenim soustavy
linedrnich rovnic s matici A — 2E a pravou stranou ve; zvolme nap¥. v; = (0, 1,0).
Weyrovou béazi je tedy napt. baze

B={(0,1,0), (1,0,1), (0,1,1) },

které odpovida transformacni matice

C:

O = O
—_ O =
=)

b) Zvolime vektor v; € Ker ¢? \ Ker ¢, napf.
v = (]., 0,0) .

Vektor vy = p(v1) ziskdme vyndsobenim vektoru v; matici A—2F, tj. vo = (1,0, 1).
Vektor vs lezi v Ker ; vektor vs musi rovnéz lezet v Ker ¢ a vo, v3 musi byt linedrné
nezavislé. Zvolime tedy napf. vs = (1, —1,0). Odtud

B={(1,0,0), (1,0,1), (1,-1,0) } ;
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pro matici

je J=C7tAC .

IV. PODOBNOST

Q
I
o O =
=

(iv) Uvazujme redlnou matici

-4 0 0
-5 -2 4
0 3 -2
0 2 -1

O O W

z piikladu 18.25(vii). Standardnim zptisobem vypocteme, Ze charakteristickym
polynomem matice A je (A — 1)%(\ + 1)?, matice A ma tedy dvojndsobné vlastni
¢islo 1 a dvojnasobné vlastni ¢islo —1. Oznac¢me symbolem f endomorfismus pro-
storu V = C*, jehoz matici vzhledem ke kanonické bazi prostoru V je matice A,
polozme déle o1 = f —1-1y a s = f+1-1y; matici endomorfismu ; je matice
A — E a matici endomorfismu ¢y je matice A + E (vzhledem ke kanonické bazi).
Snadno zjistime, ze

2

4
A-E=|
0

40

3 | 48
0

4

4
o
0

0
(A+EP(8
0

—4 0 0
6 -2 4 .
0 2 -2/ (A-E) =
0 2 =2
—48 —48 80
56 64 104 |
0 0 0]’
0 0 0
—4 0 0 0
4 —2 4 ., [o
0 2 0 0
0 0 -16
0 8 -—16
0 32 -24
0 24 -16

—12
—16

0
0

o o oo

16
20

8
16
0
0

—16
—12

—4

—16
—28
0 )
0
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Je tedy
)\1 =1 ; T = 2 ,
al=4—-r(A-E)=1, b =r(A-—E)—r(A-E)*=1,

)\22—1, 7’2:2,
af=4—-r(A+E)=1, a3 =r(A+E)—r(A+E)? =1,
ss=a’+ai=2.

V Jordanové kanonickém tvaru J matice A je tedy jedna bunka fadu 2, ktera
odpovidé vlastnimu ¢islu Ay = 1, a jedna burka fadu 2, kterd odpovida vlastnimu
Cislu Ay = —1. Tedy

10 0 0
11 0 0
7= 00 -1 0
0 0 1 -1

Nyni najdeme Weyrovu béazi B prostoru V. Hleddme vektory vy, vs,vs,vs, pro
které je

1(v1) =2, p1(v2) =0, w2(v3) = vg , pa(ve) = 05

tyto vztahy jsou dany Weyrovymi charakteristickymi ¢isly pfislusnymi k vlastnim
¢islim 1 a —1. Opét ukdzeme dva postupy vypoctu vektori vy, ve, v3, v4.
a) Vektor vy je vlastnim vektorem matice A (p¥fislusnym k vlastnimu ¢&islu 1), tj.
vektor vs je FeSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici A — E. Tedy
napr.

vy = (—4,-2,2,2) .

Nyni najdeme vzor vektoru vy p¥i endomorfismu 7 a ozna¢ime ho vy, vektor vy
je fesenim soustavy linedrnich rovnic s matici A — FE a pravou stranou vy. Tedy

vy = (6,4,1,0) .

Vektor vy je vlastnim vektorem matice A (pfislusnym k vlastnimu éislu —1), tj.
vektor vy je FeSenim homogenni soustavy linearnich rovnic s matici A + E. Tedy
napf.

Vg = (4,4,0,0) .

Nyni najdeme vzor vektoru v, pfi endomorfismu ¢s a oznacime ho vs3, vektor vs
b
je FeSenim soustavy linearnich rovnic s matici A + F a pravou stranou v4. Tedy

V3 = (1,0,0,0) .
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Za Weyrovu béazi tedy vezmeme bazi
B=1{(6,4,1,0), (-4,-2,2,2) , (1,0,0,0) , (4,4,0,0) } .

Snadno se presvédcime, Ze pro matici

6 —4 1 4
4 -2 0 4
¢= 1 2 00
0 2 00

je J=C71AC .
b) Zvolime vektor v; € Ker p? \ Ker (1, napf.

v = (2,0,—5,—4) .
Obrazem tohoto vektoru pfi endomorfismu ¢; je vektor
U3 = (47 27 _2a _2) )

ziskdme ho vynéasobenim vektoru v; matici A — E zleva.
Zvolime déle vektor vz € Ker 3 \ Ker ¢g, napf.

v3 = (0,1,0,0) .
Obrazem tohoto vektoru pfi endomorfismu @5 je vektor
Vg = (747 743 Oﬂ 0) 9

ziskdme ho vynésobenim vektoru vz matici A + F zleva. Za Weyrovu bazi tedy
muzeme vzit bazi

B={(2,0-5-4), (4,2,-2,-2), (0,1,0,0), (—4,—4,0,0) } .

Odpovidajici transforma¢ni matici je matice

2 4 0 —4
0 2 1 -4
¢= -5 -2 0 0
-4 -2 0 O
(v) Uvazujme realnou matici
0 -1 1 -1
1 0 1 -1
A= 0 0 0 -1
0 01 0
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Charakteristickym polynomem matice A je polynom (A —i)2(A+1i)2, matice A ma
dvojnasobné vlastni ¢islo i a dvojnasobné vlastni ¢islo —i. Snadno zjistime, ze

-1 -1 1 -1 -2 21 —2—21 2i
N I R S R | e [ -2 -2 21 —2+2i
A-iE=| o o o 1| A-1E)"= 0 0 ) 2% |
0 0 1 —i 0 0 —2i -2
i -1 1 -1 -2 =21 242 —2i
R I T S e | 21 -2 2 —2-2i
A+iE=|q o 5 1| @AFIET=1 4 ) —2i |
0 0 1 1 0 0 2i -2
Tedy
Alz 5 T1—2,
a%—l, 04%: ,
51 =2;
Ao =—i, rg =2,
a%zl, 04%2 ,
82:2.

Jordanovym kanonickym tvarem J matice A je

i 0 0 0
1 i 0 0
J= 00 —-i O
00 1 —i

Nyni najdeme Weyrovu bazi B = {v1,v2,v3,v4}. Vektor v; ma byt FeSenim
homogenni soustavy s matici (A —iE)?, ale nesmi byt feSenfim homogenni soustavy
s matici A — iFE; vektor v dostaneme vynasobenim vektoru v; matici A —iF.

Vektor vz mé byt feSenim homogenni soustavy s matici (4 +iF)?, ale nesmi byt
feSenim homogenni soustavy s matici A + iF; vektor v, dostaneme vynésobenim
vektoru vg matici A +1iFE.

Tedy

B={(,0,i,1), (-1,i,0,0), (1,0,—i,1), (-1,-1,0,0) } .

Pro matici

1 -1 1 -1

0 i 0 —i
= i 0 —i

1 0 1 0

je J=C71AC.
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20. SOUSTAVY LINEARNICH DIFERENCIALNICH

ROVNIC S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Cilem tohoto paragrafu je ukazat uziti Jordanova kanonického tvaru pfi reseni
soustav homogennich linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty,
poukézat tak na vyznam vlastnich ¢isel a vlastnich vektortt a demonstrovat dtile-
Zitost transformac¢ni matice, pomoci které se dana matice na Jordantv kanonicky
tvar prevadi. V nasledujicich odstavcich bude ukazano, jakou roli zde hraji za-
kladni pojmy linearni algebry, jako je linearni zavislost, linearni kombinace, baze,
vektorovy prostor atd.

Poznamenejme jesté, ze v zadném pripadé nejde o aplny vyklad tématu, ktery je
v nazvu tohoto paragrafu; ten je mozno nalézt v uc¢ebnicich matematické analyzy.

20.1. Uziti Jordanova kanonického tvaru. Uvazujme soustavu homogennich

linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty (v redlném oboru) tvaru

Yy = a1y + a12y2 + - + Ay
Yh = agyr + azsys + - + anyn

ailr a2 QA1n
a a a
A= 21 Q22 2n
Gpl  Ap2 Gpn
je tzv. matice soustavy, y = (y1,Y2,--.,Yn) je n-tice redlnych funkci proménné z
(napf. na celém R) a ' = (y1, 5%, ...,y,,) je n-tice funkci, které jsou derivacemi

funkei y1,y, ..., yn. Hledame tedy n-tici y, pro kterou je
y/T —A- yT )
Necht J = C~YAC je Jordantiv kanonicky tvar matice A a necht n-tice redlnych

funkei z = (z1,...,2,) je ddna rovnosti 2T = C~!-yT . Rovnost y’T =A-yT je
ekvivalentni s rovnosti C~1 - y’T = JCO7 1. yT | tj. s rovnosti
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Reseni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic 2z’ = Jz, jejiz matice J je Jorda-
nova, snadno uré¢ime. Tato soustava se rozpadne na mensi soustavy, které odpovi-
daji jednotlivym Jordanovym bunkam, a ty se snadno vyfesi. Napf. soustava

2 =rz

2h = 21+rze

25 = 29+T2g

2y = 234124 ,

kterd odpovida Jordanoveé buiice

r 0 0 O
1 » 0 0
01 r 0]
0 0 1 r
mé TeSeni
7= a-e”",
z9= (ax+Db)-e

ax +bx+c) v

(
=
(

D= N

Z4 = az® + bx —|—cx+d) ,

kde konstanty a,b,c,d € R mizeme volit libovolné. Reseni soustavy 2/ = Jz zis-
kéme jako souhrn feSeni jednotlivych mensich soustav odpovidajicich jednotlivym
Jordanovym bunkam; konstanty, které jsou v dil¢ich Fesenich, je pritom tieba volit
nezavisle na sobé. Reseni ptivodni soustavy 3’ = Ay pak snadno ziskdme z FeSeni
soustavy z’ = Jz pomoci vztahu z7 = C~! - yT | neboli

yI' =C - 27,

20.2. P¥iklady.

(i) ReSme nésledujici soustavu linearnich diferencidlnich rovnic:

yi = Y2,
yé = Y3,
Y5 = y1—3y2+3ys3 .
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Matici A dané soustavy y’' = Ay pfevedeme na Jordandv kanonicky tvar J a na-
jdeme né&jakou transformaéni matici C, pro kterou je J = C~tAC :

1 00 1 -2 1 0 1 0 1 11
1 1 0)=1|-2 3 =11]-160 0 1 2 21
01 1 2 -1 0 1 -3 3 4 3 1

Nyni vyfesime soustavu linearnich diferencidlnich rovnic 2’ = Jz :

21 = %1,
!/
29 = z1+22,
zé = 2o+23 .
Resenim této soustavy je
— z — T _ 1 2 T
z1=a-€e", zo = (ax +b) - " | 23f(§aac +bz+c)-e”.

Reseni pfivodni soustavy 3’ = Ay nyni snadno ziskdme pomoci matice C' ze vztahu
yT=0C-2T:

Y1 = [a(%xg—i—w—i—l) +b(x+1)+c]|-e”,
Y2 = [a(%x2+2x+2) +b(x+2)+c]-e,
Y3 = [a(%m2+3x+4) +b(x+3)+c] e,
Mnozinu vSech feSeni dané soustavy mtzeme zapsat jako vektorovy prostor

[ ( %$2+$+1, %x2+2x+2, %x2+3x+4)-er, (a:+1,x+2,m+3)-em, (1, 1, 1)-ez} ;

vySe uvedené obecné FeSeni (y1,ys2,ys3) je linedrni kombinaci prvki béze tohoto
prostoru s koeficienty a, b, c. Baze prostoru vsech feSeni dané soustavy se nazyva
fundamentdlni systém.

(ii) Resme néasledujici soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic:

Y1 = 31—y
Yy = 1ty .
/

ys =3y1  +5Y3—3ys ,
Yy = 1 —y2+3ys —ya .
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Matici A dané soustavy y’ = Ay prevedeme na Jordaniv kanonicky tvar J a na-
jdeme né&jakou transformaéni matici C, pro kterou je J = C~1AC :

2 000 1 01 -1 3 -1 0 0 0 011
1200 _ (-3 00 3] [1 10 0 0001
0020 | 1 -10 0 3 0 5 -3 13 00
0 01 2 0 1 0 O 4 -1 3 -1 0 3 11
Nyni vyTfesime soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic 2’ = Jz :
21 =2z
2h = 2142z,
25 = 2z3
2y = 234224
Resenim této soustavy je
2 =a-e*, 2 = (az 4+ b) - ¥, 23 =c-e> 24 = (cx +d) - .

Reseni ptivodni soustavy ¢’ = Ay nyni snadno ziskdme pomoci matice C ze vztahu
yT =027

y1 = [c(z+1)+d]-e**,

Yo = [cx +d]-e*

ys = [a(3z +1) + 3b] - e** |

ys = [3ax +3b+c(z+1) +d] - e** .

Mnozinu vSech feSeni dané soustavy mizeme zapsat jako vektorovy prostor

(0,0,3z +1,3z) -e**, (0,0,3,3)-e**, (x+1,2,0,2+1)-e**, (1,1,0,1)-e** | ;

vySe uvedené feseni (y1,y2,¥s,ys) je linedrni kombinaci (s koeficienty a,b,c,d)
prvki baze tohoto prostoru, tj. linearni kombinaci nalezeného fundamentalniho
systému.

(iii) Resme nasledujici soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic:

Yy = —2y2+2y3
Yo = —y1 +y2 —Y3+2ys ,

= y1 +Y2 —Yy3—2y1,
= —Y2 +Y3

N~
S~ oo~
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Matici A dané soustavy y’' = Ay pfevedeme na Jordaniv kanonicky tvar J a na-
jdeme né&jakou transformaéni matici C, pro kterou je J = C~tAC :

0000

0000 _

0100

0010
o 1 1 1 0 -2 2 0 0 -1 0 4
1 0 0 -2 -1 1 -1 2 1 1 -1 -2
1o -3 3 0 1 1 -1 -2 |1 1 1 -2
3 0 0 —3 0 -1 1 0 0 -1 0 2

Nyni vyfesime soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic 2’ = Jz :

=0,
2= 0,
!
23 = 22,
2= 23.
Resenim této soustavy jsou funkce
L o
znn=a, z9="b, zz=br+c, z4:§bx +cx+d.

Reseni pfivodni soustavy 3’ = Ay nyni snadno ziskdme pomoci matice C' ze vztahu
yT=0C-2T:

y1 = b(22% — 1) + 4cx + 4d

yo=a+b(—r* —x+1)+c(—22—-1)—2d,

ys=a+b(—r* +x+1)+c(—20+1)—2d,

ys = b(x? — 1) + 2cx +2d .

Mnozinu vSech feSeni dané soustavy mizeme vyjadrit jako vektorovy prostor
[(0,1,1,0), (22> —1,—2* —z+1,—-2? +o+ 1,22 - 1),
(4w, -2z —1,—2z + 1,23) , (4,-2,-2,2) ] ;

vyse uvedené obecné feseni (y1, ya, Y3, y4) je linedrni kombinaci prvka baze tohoto
prostoru (fundamentalniho systému).
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(iv) ReSme nésledujici soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic:

Y= —Y2,

Ys = Y1

Z/é = Y2 —Ya,
Yy = Y3 -

Matici A dané soustavy y' = Ay prevedeme na Jordantv kanonicky tvar J
a najdeme néjakou transformacni matici C, pro kterou je J = C~YAC; protoze
v redlném oboru Jordantv kanonicky tvar matice A neexistuje, budeme pracovat
v komplexnim oboru:

i 0 0 0
1 i 0 o}
00 —i of
0 0 1 —i
-1 =i 0 0 0 -1 0 0 -2 0 2 0
1l -0 -2 2 1 00 0 210 2 0
T4 1 =i 0 0 0 1 0 -1 1 i -1 i
i 0 -2 -2 0 01 0 01 0 -1

Nyni vyfesime soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic 2’ = Jz :

zy =iz,
2y = z1+Hizg
25 = —izz

Zy = 2z3—izg4 .

Resenim této soustavy jsou komplexni funkce

iz

z1=a-ev, zo = (ax +b) - e, zg=c-e ¥

, 2= (cx+d)-e .
Obecné feseni { (w1, we, w3, w4)} pivodni soustavy y’ = Ay ziskdme pomoci matice
C ze vztahu yT = C - 27 :

wy; = —2a - +2c- e,
we=2i-a-€%+2-¢c-e
ws=a-e® +i-(ax+b)-e® —c-e @ i (cx+d)-e ",

wy = (ax +b) - e — (cx +d)-e ™ .
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Mnozina vSech feSeni mtze byt zapsana jako vektorovy prostor
[(—2,2i,iz+1,2)-e", (0,0,i,1) €, (2,2i,ix—1,—z)-e"**, (0,0,i,—1)-e "] ;

obecné Teseni (wq, wa,ws,w,) je linedrni kombinaci prvki baze tohoto prostoru,
tj. prvkid fundamentélniho systému.

Reélna feseni ptivodni soustavy mizeme ziskat tak, ze vytvorime vhodné na-
sobky souctu prvniho a tretiho, resp. druhého a ¢tvrtého prvku predchoziho fun-
damentalniho systému a vhodné nasobky rozdilu prvniho a tfetiho, resp. druhého
a ¢tvrtého prvku pfedchoziho fundamentélniho systému (pfipomenime jesté, Ze
et® = cosz + isinz). MnoZina viech realnjch feseni tedy mtize byt zapsina
v tvaru

[ (—2sinz,2cosx,sinx + x cosz, zsinz) , (0,0,cosx,sinx) ,

(—2cosxz, —2sinx,cosx — xsinz, zcosz) , (0,0, —sinz, cosx) } i

Obecné Teseni mizeme zapsat v tvaru:

y1 = —2A -sinx — 2C - cosz ,

yo =2A -cosx — 2C -sinzx

ys = (Ax+ B+ C) -cosx — (Cx — A+ D) -sinz ,
ys = (Cx+ D) -cosx + (Ax + B) -sinx .

V nasledujicich odstavcich se na problematiku soustav homogennich linearnich
diferencialnich rovnic podivame trochu z jiného thlu a ukadzeme dalsi moznost
feseni.

20.3. Véta. Necht

Y1 = a1y + -+ a1nln ,
Yy = G21Y1 + +++ + Q2nYn ,

=ap1Y1 + -+ Gnn¥Yn

<
3
|

je soustava homogennich linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koefici-
enty v redlném oboru. Potom plati:

(i) Soustava md netrividlni Teseni (01 e, €™, L., Cp em) praveé tehdy,
kdyz je v vlastnim c&islem matice soustavy a (c1,...,c,) prislusngm vlast-
nim vektorem.

(i) Jsou-li ry,...,ry navzdjem riznd vlastni &isla matice soustavy, potom pri-

slusnd resent jsou linedrné nezdvisld.
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(iii) Jestlize r je k-ndsobngm vlastnim cislem matice soustavy, potom ezistuje
k linedrné nezavislych tesent

(pro(x)e™, ..., pno(x)e™) ,
(pll(x)erw7 vy pnl(x)erw) )
(Pl,kq(x)emy 7Pn,k71($)€m) ,

kde pro kazdé i =1,...,n a j=0,....,k—1 je p;j(z) polynom stupné
nejvyse j.
Dikaz. Oznacme A = (a;;) matici soustavy.
(i) Uvedend n-tice funkei je netrividlnim feSenim dané soustavy pravé tehdy, kdyz
je
rcie’ = ajcie€’” + -+ apene’”
reoe’” = asrc1€’” + - + aspene’”
e”'];

repe’” = apicie’™ + -+ anncn

)

v maticovém tvaru
,rerz.cT:erx_A_cT

)

neboli

tj. pravé tehdy, kdyz je r vlastnim ¢islem matice A a ¢ pfislusSnym vlastnim vek-
torem.

(ii) Pfedpokladejme, Ze n-tice funkci

rlx)
) ’

’I‘kCE)

71T T
(c11€™%, ..., cine oy (ckre™® o ckne

které odpovidaji vlastnim ¢islim rq, ..., rg, jsou linedrné zavislé, tj. existuji realna
¢isla by, ..., bk, kterd nejsou vSechna rovna nule, pro ktera je

by - (Cllerlm, Clgerlz, ey Clnerlx) + by - (che’”?I, 6228T2x, ce c2ner2f” ) 4+ ...

cee by - (ckle”m, Ckgerkx, e, Cknerkm) = (0,0, . ,0) .

Pro kazdé j =1,...,n je tedy

b101jerlr + b262j€r2m + -4 bkckje”"r =0.
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Jestlize je napf. b; # 0, zvolime j tak, aby ¢;; # 0. Potom je b;c;;e™* # 0.
Derivujeme-li postupné pfedchozi rovnost (pro zvoleny index j), ziskdme k rov-
nosti:

blclje”z—i- b2c2jer2$+ R bkckjerkx =0,
r1 blclje”‘1$+ T - bchjeTﬂ—F R TE - bkckjer’“m =0 s

R brer e T bycgse + ry - bpegie™t =0
Odtud vyplyva, Ze n-tice
(blclje“r, b262j8r2m, ey bkckje”“m )

1 1 1
r1 T2 Tk
r’f_l r];_l r,’:_l

Tato matice je vSak regularni (jeji determinant je Vandermondtv — viz 15.7), nebot
vlastni ¢isla ri,...,7, jsou podle predpokladu navzajem rtizna. Proto jsou vyse
uvedené n-tice funkci linedrné nezavislé.

(iii) Tteti tvrzeni dokdzeme indukci podle k. Pro k = 1 neni co dokazovat, nebot
pro k = 1 ptejde tvrzeni (iii) v jiz dokdzané tvrzeni (i). Pfedpoklddejme, Ze pro
k — 1 tvrzeni plati. Nechf matice A uvaZované soustavy iy’ = Ay mé k-nidsobné
vlastni éislo r a necht ¢ = (cy, ..., ¢y,) je pFislusny vlastni vektor, pro ktery ¢; # 0
(jinak muzeme pfecislovat neznamé funkce). Podle tvrzeni (i) ma soustava y' = Ay
feseni
(c1€™, coe™, ... cpe™) .
Protoze je A-cT =r-cT, je

rcy = aiic1 + aiece + -+ aipCy

Odecteme-li Z’—;‘—nésobek prvni rovnice od i-té, ziskdme pro kazdé i = 2,...,n vztah

¢ ¢ i
0= (a1 — —air)er + (ae — —aia)ez + -+ + (@i — —a1n)cn
c1 C1 C1
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odtud
C; C; C2 C; Cn
a1 — —a = —(a;2 — —a12)=y1 — - — (@in — —aQ1n) —Y1 - 2
(ain o 11)Y1 (a2 o 12)Cl hn (ain o 1n) o n (2)
Obdobnym zpisobem piejdeme od vychozi soustavy rovnic 3’ = Ay k soustavé
n — 1 rovnic (proi =2,...,n):
¢ ¢ ¢ ¢
yi — —yhy = (@i — —a1)yr + (a2 — —ar2)y2 + -+ 4 (aim — —a1n)yn - (3)
c1 c1 C1 C1
Jednoduchym dosazenim z (2) do (3) — dosazujeme za (a;1 — ¢-a11)yr — ziskdme
pro i =2,...,n vztahy

C; C; c C c
yi — —uh = (a2 — —a12)(y2 — jyl) +o (@i = —am) (Y — 1) - (4)
C1 C1 C1 C1 C1
Polozme nyni
C2 Cn
=Yoo= Yl e s I =Y — Y1, (5)
Cc1 &1
z=(22,...,2n) .

Ziskali jsme tak soustavu n — 1 line4rnich diferencidlnich rovnic 2z’ = Bz s matici
_c _c2
Q22 — Q12 ... Q2p — T 0In

c c
Gp2 — §a12 cee Qpn — ﬁaln

Ukézeme, Ze matice B ma (k — 1)-nasobné vlastni ¢islo r.

Ziejmé je

Nyni co-nasobek druhého sloupce, ... , ¢,-nasobek n-tého sloupce pri¢teme k prv-
nimu sloupci a vyuzijeme toho, Ze (c1, ..., ¢,) je vlastni vektor piislusny k vlast-
nimu &islu r, tj. vztaht (1). Tedy

(/\ - 7‘)61 —ai9 . —a1in
C1-det()\EfA): (/\*7)02 A—ag ... —Qon, _
()\ - ’I")Cn —Qn2 A — Ann
1 —a12 —a1n
= (A—1) ca A —ap —a2n
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Nyni pficteme (—¢2)-ndsobek prvniho fadku ke druhému fadku, ... , (—2*)-néso-
bek prvniho fadku k n-tému fadku a dostaneme:

C1 —ai2 . —QAa1n
0 A — a22 + 2@12 [N —Q2n + C—zaln
. — — — . c c —
¢ detAB = A) = (A=) RRUDTRP S
0 —ap2 + %GIQ A— Apn + C*nalln
1 c1
C C
A —ag + Far asn + Fain
= C1° ()\ — T’) L
_ Cn A — Cn
an2 + c1 a2 Apn + c1 A1n

Dokéazali jsme tedy, ze
det(AE — A) = (A —r) -det(\E — B) .

Soustava z’ = Bz mé podle indukéniho predpokladu k& — 1 linedrné nezéavislych
feSeni

( q21(x)er:r’ qs31 (x)erwv ceo 5 4nl (l,)erz ) )
( q22 (x)e'r‘m’ q32 (x)e’l“w’ <oy 4n2 (x)erz ) )
(q2p—1(x)e™, qzp—1(x)e™, ..., qni-1(x)e™ ),

kde prokazdéi=2,...,naj=1,...,k—1 je¢;;(x) polynom stupné nejvyse j—1.
Do rovnice
Yy = a1y + a12y2 + - + a1n¥n

dosadme za ys, . ..,y ze vztaht (5); dospé&jeme k rovnici

Ie C
Y = anyr + a12(z2 + ijl) + o+ arn(zn + Clyl) J
1 1

od které snadnou upravou s vyuzitim (1) dojdeme k rovnici
Y1 — Y1 = a2z + -+ Qipzn -

7 vyse uvedenych feseni 2o, ..., z,, kde

2o = qoj(x) - €™, z3=gqg;(x) €, ..., zZ, =qn(x)-€7,

ziskame TeSeni

Y1 = ( a1282j(l‘) + 0,13S3j($) + -+ Cl1n8nj($) ) e,
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kde prokazdé i =2,...,naj=1,...,k—1 je polynom g¢,;(z) derivaci polynomu
si;j(x). Polynom

p1,j (%) = a12892;(x) + a13s3;(w) + -+ + a1n55; ()
mé ziejmé stupenl nejvyse j + 1. Ze vztaht (5) nyni vypocteme funkce yo, ..., Yn;
maji zfejmé tvar uvedeny v tvrzeni (iii). K témto k — 1 feSenim pfistupuje jesté
FeSeni

T T T
(cle , e’ L cpe )

Nyni ukdzeme, ze feSeni

( Clerx ) L) C]erz ) ) C'n,erx) )

(pll(x)eqjm 5 5 p]l(x)erT ) 5 pnl(x)err) 3
(p12(x)e ) ) ij(x)emE 9 ) an(x)e w) 9
(Prg—1(z)e™, ..., pjr—1(x)e™, s Pnk—1(z)e™)

jsou linedrné nezavisld. Predpokladejme, Ze linearni kombinace vyse uvedenych

k teseni s koeficienty di,ds,...,d; je rovna nulové n-tici funkci, tj. pro kazdé
7=1...,nje

dl . cje”” + d2 . pﬂ(z)e” + d3 ~pj2(sc)e”” + -+ dk . pj7k_1(33)erz =0.
Vydélime-li tyto rovnosti nenulovou funkci €™, dostavame pro kazdé j =1,....n
rovnost

dy - Cj + do -pjl(x) + ds -pjg(x) + o dy -pj)/c_l(l’) =0.
Podle (5) je vSak pro kazdé j =1,...,n y; =z + E—iyl a odtud

Ci Ci
pi1(x) = g1 (x) + épn(fﬂ) vy Dik—1(2) = g p-1(z) + éPqu(ﬂC) .
Odtud
dy-c1+dy-pu(z)+--+di-prg—1(z) =0 (6)

aprokazdé j =2,...,n

¢ ¢

dy-cj+dy- (g (x) + épn(x)) +otde - (gie-a(e) + Cf‘iPqu(ﬂJ)) =0.(7)
Odetteme-li pro kazdé j = 2,...,n Z-nisobek rovnosti (6) od rovnosti (7), do-
jdeme k rovnostem

dy - qj1(z) +ds - qja(x) + -+ di - gjr—j(x) =0, j=2,...,n.
Koeficienty do, ds, . . . , di jsou tedy vesmeés nulové; to vyplyva z linearni nezavislosti
vysSe uvedenych k — 1 FeSeni soustavy 2z’ = Bz. Protoze je ¢ # 0, je rovnéz

dy = 0. Linedrni nezavislost vySe uvedenych k FesSeni soustavy vy = Ay je tedy
dokézana. O
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20.4. P¥iklady.

(i) Re$me nésledujici soustavu linearnich diferencialnich rovnic:

YL =—vy1+ Y2+ s,
Y= y1—y2+ys,
ys= y1+y2+ys .

Matici soustavy je matice

A:

— =

1
-1
1

— =

jeji charakteristicky polynom je (A + 1)(A — 2)(\ + 2), vlastnim &islim —1, 2, —2
odpovidaji jako vlastni vektory vSechny nenulové vektory podprostort

(L=}, [LL2)], [(L-L0)],
kterym odpovidaji feseni
(67:67 e 7, _efx) : (ezm7 27, 2e2””) ’ (67213’ o2, 0) .
Mnozina vSech feSeni dané soustavy je vektorovy prostor
[(L1-1)-e7", (1,1,2)-€*, (1,-1,0)-e > ] .

Toto feseni bychom ziskali nasledujicim pfevodem matice A na Jordaniv kano-
nicky tvar:

10 0\ /2 2 -2 1011 11 1
02 ol==[1 1 2 1 -1 1 11 -1
o0 -2/ %\3 3 o 111 12 0

Povsimnéme si, Ze koeficienty ve sloupcich matice C' odpovidaji koeficientim jed-
notlivych feSeni fundamentélniho systému (prvni feSeni: prvni sloupec, druhé fe-
Seni: druhy sloupec, t¥eti FeSeni: tfeti sloupec).

Obecnym FeSenim je tedy linearni kombinace
( ae”% +be®® 4+ ce 2 aeTT + be?® — e, —ae T + 2be*” ) .

Hledame-li feseni (y1,y2,y3) uréené napt. podminkami

yl(O):l ’ yQ(O):O ) y3(0):_1 >
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dosadime do obecného TesSeni a ze soustavy rovnic

a+ b+c= 1,
a+ b—c= 0,
—a+2b =-1

vypocteme koeficienty a, b, ¢ a ziskdme hledané feseni:

2 1 1 2 1 1 2 1
(ge_w_6621+§e_2$7 ge—m_682w_§e—2w7 —*e_$—562$) .

(ii) Resme nasledujici soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic:

YL =2y1 —y2 ,
Yy = y1+4ys -

2 -1
=)

jeji charakteristicky polynom je (A — 3)2, k vlastnimu ¢islu 3 piislusi jako vlastni
vektory vSechny nenulové vektory podprostoru [(1,—1)]. Uvedend soustava mé
tedy Teseni

Matici soustavy je matice

(e?’m, —e?’z) a ((a:zc—l—b)-e?’x, (cx+d)~63x) ,

kde koeficienty a, b, c,d mizeme vypocitat dosazenim uvazovaného feseni do za-
dané soustavy diferencidlnich rovnic; dospéjeme k soustavé linearnich rovnic

3b+a=2b—4d,
3a=2a—c,
3d+c=0b+4d,
3c=a+4c,

ze které vyplyvaji vztahy mezi hledanymi koeficienty:
c=—a, d=—-a—-b.

Dvojice funkeci
((az+b) €, (—ax —a—1b)-e* ),

kde a,b € R, dava vsechna feSeni dané soustavy; mnozinu vsech feSeni mizeme

zapsat v tvaru
[(z,—z—1)-€%, (1,-1)-e*] .
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Takto vyjadfenou mnozinu vSech feSeni bychom ziskali téz pomoci Jordanova ka-
nonického tvaru, tj. pomoci rovnosti

() (D e

dospéli bychom ke stejnému vysledku. Povsimnéme si, Ze koeficienty ve sloupcich
matice C' odpovidaji koeficienttim jednotlivych feSeni fundamentalniho systému
(druhé Feseni: druhy sloupec, prvni feSeni: prvni sloupec — absolutni ¢leny, druhy
sloupec — koeficienty u x).

Matice C neni uréena jednoznacné; riznéa volba této transformac¢ni matice od-
povida ruzné volbé baze mnoziny vSech feSeni, tj. riznym fundamentalnim systé-
mum.

(iii) ReSme soustavu linedrnich diferencialnich rovnic

3
Yvi= +2y2= 53

yh = —y2 +3y3 ,
1
Y3 =—yit5Y2 +2ys -

Charakteristickym polynomem matice soustavy

3
1 2 -3
0 -1 3
-1 L 2

2

je polynom (A — 2)%(\ + 2). K vlastnimu é&islu 2, resp. —2 pifslusi jako vlastni
vektory vSechny nenulové vektory podprostora

[(1,2,2)], resp. [(-5,6,—-2)] .
Uvedena soustava diferencialnich rovnic ma tedy feseni
( e2® 2e%* 92 ) , ( —5e % Ge 2, —2e % ) .
((az +b) ¥ (cx+d)-e*, (ex+ f)-e*® ) ;
potiebné vztahy mezi koeficienty a, b, ¢, d, e, f muZeme vypocitat dosazenim obec-
ného Teseni do zadané soustavy. Ziskdme soustavu lineadrnich rovnic
2b—|—a=b—|—2d—%f, 2a=a—|—2c—ge,
2d+c=—-d+3f, 2c=—c+3e,

1 1
2f—|—e=—b+§d+2f, 2€:—CL+§C+2€,
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ze které ziskdme nasledujici vztahy mezi koeficienty:

14
, d=4a+2b, e=2a, f=—a+2b.

c=2a
7 obecného feSeni

14
((az +b)-€**, (2az + 4a + 2b) - **, (2az + Sa+t 2b) - e** )

snadno ziskame dvé linedrné nezavisla feseni a tak dojdeme k fundamentalnimu
systému dané soustavy. Mnozinu vSech feSeni zapiSeme v tvaru:

14
[(x,2x+4,2x+§)~ezm, (1,2,2) - e**, (—5,6,—2)-e > | ,

Toto feSeni bychom ziskali nasledujicim pfevodem matice A na Jordantv kano-
nicky tvar:

2. 0 0 L (24 -12 1 2 -3 01 -5
1 2 =5l 54 3% 0] 0 -1 3 4 2 6
00 -2 -2 7 -6 -1 1 2 242 2

(iv) Re$me nasledujici soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic (jde o stejnou
soustavu jako v pfikladu 20.2(i) ):

y/1 = Y2 ,
Y = Y3
Y5 = y1—3Y2+3ys .

Charakteristickym polynomem matice soustavy

0 10
A=1{0 0 1
1 -3 3

je polynom (A — 1)3. K vlastnimu ¢&fslu 1 p¥islusi jako vlastni vektory vsechny
nenulové vektory podprostoru [(1,1,1)]. Uvedena soustava diferencidlnich rovnic
ma tedy Feseni

(ew, e, em) .

vvvvv

((mx—i—n)-ex, (pz +q) - €7, (rx+s)~eI) ,

((az® 4+ bz +c)-€*, (da* +ex+ f)-€*, (g2 +hax +1i)-e" ) ;
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potfebné vztahy mezi koeficienty mtzeme vypocitat dosazenim do zadané sou-
stavy diferencidlnich rovnic; ziskdme soustavu linearnich rovnic pro koeficienty

aabacvdveafagah,i:

b+c=f, e+ f=1, h+i=c—-3f+3i,
2a+b=c¢, 2d4+e=nh, 2g+h=b—3e+3h,
a=d, d=g, g=a—3d+3g .

Snadno zjistime, ze

d=a, e=2a+b, f=b+4+c, g=a, h=4a+b, i=2a+2b+c.
Ziskané Feseni
( [az®+bz+c]-e”, [az®+(2a+b)z+b+c]-e”, [az®+(da+b)z+2a+2b+c]-e” )

mizeme zapsat jako linedrni kombinaci t¥i linedrné nezavislych feseni (s koeficienty
a, b, ¢). Mnozinu vSech Feseni dané soustavy mizeme zapsat jako vektorovy prostor

1 1 1
[(1,1,1)~e$, (r,z+1,z+2)- e, (2x2,2x2+x,2x2+2x+1)-e$] .

Koeficienty jednotlivych polynomi muzeme vy¢ist z transformacéni matice B, ktera
prevadi matici A na Jordanuv kanonicky tvar J:

1 0 0 1 -2 1 0 1 0 0 0 1
J=[1 1 0]=|-1 10 0 0 1 0 1 1|=B'4B
01 1 1 00 1 -3 3 1 2 1

Poznamenejme, ze v piikladu 20.2(i) byla matice A na Jordantv kanonicky tvar
prevedena pomoci matice C' # B. Snadno zjistime, ze maticim B a C' odpovi-
daji fundamentalni systémy, které jsou ,velmi blizké“, jeden z druhého ziskdme
jednoduchymi linedrnimi kombinacemi.
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V. FORMY

21. LINEARNI FORMY

21.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'. Linedrni formou na
prostoru V' budeme rozumét kazdé zobrazeni f prostoru V' do télesa T', pro které
plati:

(i) Ve,yeV  fle+y) = fl@)+ /),

(ii) Ve eV VaeT flazx)=a- f(x) .

Vlastnosti (i), (ii) je mozno shrnout do jediné:
Ve,yeV Va,beT flax+by)=a-f(z)+b- f(y)

Uzitim matematické indukce dostaneme obecnou rovnost:
n n
Vei,...,2p, €V  Vai,...,a, €T f(Zaixi):Zai-f(a:i)
i=1 i=1

Vzhledem k tomu, zZe té€leso T je vektorovym prostorem samo nad sebou, nejsou
linearni formy na prostoru V nic jiného nez homomorfismy prostoru V' do pro-
storu T, tj. prvky prostoru Hom (V, T'). Pojmy, které jsme v piedchozich paragra-
fech zavedli pro homomorfismy, a tvrzeni, ktera jsme pro né dokézali, budeme tedy
pouZivat i pro linedrni formy.

21.2. P¥iklady.

(i) Zobrazeni, které kazdému vektoru prostoru V pfifazuje nulovy prvek télesa T
je tzv. nulovd linearni forma na prostoru V. Ostatni linearni formy na prostoru V'
se nazyvajl nenulové.

(ii) Zobrazeni, které kazdému vektoru (x1,...,x,) € T™ piifazuje linedrni kombi-
naci a1x1 + - - - + anxy, kde skalary aq,...,a, € T jsou pevné zvolené, je linedrni
forma na prostoru 7.

(iii) Zobrazeni, které kazdé matici A fadu n nad télesem T pfifazuje jeji stopu
tr A, je linedrni forma na prostoru 77*"™.

(iv) Necht V je prostor vSech redlnych funkci redlné proménné, které jsou spojité
na intervalu (a, b). Zobrazeni, které kazdé funkci g € V p¥itazuje ¢islo f; g(x) dx, je
linearni forma na prostoru V. Podobné je linearni formou na prostoru V' zobrazeni,
které kazdé funkci g € V pfifazuje ¢islo f; g(x)p(x) dz, kde ¢ je pevné zvolend
funkce prostoru V.
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(v) Zobrazeni, které kazdému polynomu p € T'[x] pfifazuje prvek

k
Zaip(ci) € T )
i=1

kde ai,...,ag,c1,...,c,x € T jsou pevné zvolené prvky, je linearni forma na pro-
storu T'[z].

21.3. Poznamka. Pro nulovou linedrni formu f na prostoru V je Ker f = V,
tj. d(f) =dimV, a Im f = O, tj. r(f) = 0. JestliZe je f nenulova linedrni forma
na prostoru V, je nutné r(f) = 1, tj. f je epimorfismus. Podle véty o hodnosti
a defektu je dim V' = d(f) + 1. Ma-li tedy prostor V' dimenzi n, ma jadro Ker f
nenulové linearni formy f dimenzi n — 1.

21.4. Poznamka. Kazd4 linedrni forma f na prostoru V je uréena svymi hodno-
tami v libovolné bazi prostoru V' (viz 10.8); jestlize je {vo; o € A} béze prostoru V,
potom je forma f uréena indexovanym souborem {f(v,); o € A}.

Protoze je kazdy nenulovy vektor v € V prvkem néjaké baze prostoru V, existuje
podle piedeslého linedrni forma f takovd, ze f(v) # 0. Ke kazdému nenulovému
vektoru v € V tedy existuje forma f na prostoru V, pro kterou f(v) # 0.

Jestlize je W podprostor prostoru V' a vektor v € V' v ném nelezi, existuje z ob-
dobnych duvoda na prostoru V forma f, ktera je nulova na celém podprostoru W
a pro kterou je f(v) # 0.

21.5. Poznamka. Necht V je prostor dimenze n a N = {vy,...,v,} jeho béze,
necht f je linedrni forma na prostoru V. Matici linedrni formy f vzhledem k bdzi N
budeme rozumét matici homomorfismu f vzhledem k bazim N a {1}, tj. matici

(f(v1), f(v2), - s flon)) -

Jestlize je vektor x € V zadan svymi soufadnicemi vzhledem k bazi N, tj.
(v)N = (z1,...,z,), potom je podle 11.2

T
L2

Ln
tj.
f(@) = f(v1) -z + fv2) @2+ + fon)  2n
Této rovnosti se nékdy tika analytické vyjadrent linearni formy f vzhledem k bazi
N. Hodnota formy f ve vektoru z se tedy vypocte jako soudet soucini hodnot
formy f ve vektorech baze N a soufadnic vektoru x vzhledem k téze bazi N.

Jestlize A je matice formy f vzhledem k bazi N a C je matice pirechodu od
baze M k bazi N, potom je AC matice formy f vzhledem k bazi M (viz 11.11).



LINEARNI FORMY 301

21.6. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem T. Dudlnim prosto-
rem k prostoru V budeme rozumét prostor V* = Hom (V,T), tj. prostor vSech
linearnich forem na prostoru V.

Linearni formy na prostoru V tedy sc¢itdme a nasobime skaldrem jako homo-
morfismy prostoru V' do prostoru T' (viz 10.27 a 7.8(ix) ).

Zobrazeni, které kazdé linearni formé na prostoru V pfirazuje jeji matici vzhle-
dem k pevné zvolené bézi N, je izomorfismus prostoru V* na prostor T1*" (viz
11.13). Lineérni zavislost ¢i nezavislost linedrnich forem muzeme tedy zjistit tak, Ze
stanovime linearni zévislost & nezavislost jejich matic jako vektort prostoru T1*"
(tj. T™). Stejnym zplsobem muZzeme zjisténi dimenze podprostoru [fi,..., fm]
prostoru V* prevést na stanoveni hodnosti matice typu m x n, jejiz fadky jsou
maticemi forem fi,..., f;, vzhledem k néjaké pevné zvolené bazi prostoru V.

21.7. Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Jestlize md prostor V
konecnou dimenzi, je dimV* = dim V.

Diikaz. Jestlize je dim V' = n, potom je podle véty 11.13

dimV* =dimHom (V,T) =dimV -dim7T =n-1=n. O

21.8. Definice. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T' a necht
N = {v1,...,v,} je jeho baze. Baze N* = {fi,..., fn} dudlniho prostoru V* se
nazyva dudlni k bazi N, jestlize pro kazdé i,5 =1,...,n je

fiv;) = b3 .

Jestlize je baze {f1, fa,..., fn} dudlni k bazi N = {v1,va,...,v,}, potom ma-
tice forem f1, fo,..., fn vzhledem k bazi N tvoii podle definice 21.8 kanonickou
bézi prostoru T1*™ (resp. T™). Analyticka vyjadfeni forem f1, fa,. .., f, vzhledem
k bazi N jsou tedy

fl(m):$17 f2($):$27 ey fn(x):xn

21.9. Véta. Necht'V je vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem T. Potom
ke kazdé bdzi prostoru V existuje pravé jedind dudlni bdze prostoru V*.

Dikaz. Necht N = {vy,va,...,v,} je baze prostoru V. Pfifadime-li kazdé line-
arni formé f € V* jeji matici vzhledem k bazi N, dostavime podle véty 11.13
izomorfismus ¥ prostoru V* = Hom (V,T) na prostor 71*" matic typu 1 x n.
Kanonické bézi prostoru T'*" odpovida pii izomorfismu ¥, resp. U1 néjaka baze

{f1, f2, -, fn} prostoru V*:
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vV T1><n

f - (f(vl)a""f(vn))

fl B (17 07 Oa . ) 0)
f2 B (07 17 07 . ) 0)
f’n — (07 07 07 ) 1)

Pro kazdé i,j = 1,...,n je tedy fi(v;) = &, tj. bdze {f1,..., fn} je dudlni
k bézi N.

Jing dikaz. Necht N = {v1,...,v,} je baze prostoru V. Definujme linedrni formy
fi,..., fn na prostoru V uréenim jejich hodnot ve vektorech bdze N (viz 21.4):
pro kazdé i,j = 1,...,n necht f;(v;) = d;;.

Ukazeme, ze formy f1,..., fn jsou linedrné nezévislé. Kdyby napi. forma f;
byla linearni kombinaci forem fs, ..., f, tj.

fi=axfo+ - +anfn,

pak aplikaci této formy na vektor v; dostaneme

1= fl(vl) 7é (a2f2 + - +anfn)(v1) =0

a to je spor. ProtoZze je mnozina {fi,..., f,} linedrné nezavisla a ma n prvka, je
bézi n-dimenzionélniho prostoru V* (viz 21.7); je to tedy dudlni béze k bazi N. O

21.10. Dualita bazi. Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze nad téle-
sem T, N = {vy,...,v,} jeho bdze a N* = {fy,..., fn} béze dudlniho prostoru
V*, kterd je dudlni k bazi N.

(i) Kazdou linedrni formu f € V* muzeme vyjadfit soufadnicemi vzhledem k bé-
zi N* prostoru V*. Jestlize

<f>N*:(a‘17a27"'7a’n)7 t.] f:a1f1+a2f2+"'+anfnu
potom je pro kazdé i =1,....n
fwi) = (a1 fr +aafa+- +anfn)(vi) = a; ,

nebof baze N* je dudlni k bazi N. Soufadnice formy f vzhledem k bazi N* jsou
tedy rovny hodnotam formy f ve vektorech baze N, tj.

<f>N" = (f(Ul),f(UQ),-~-,f(Un)) .
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Tato n-tice je vsak zaroven matici formy f vzhledem k bazi N, takze matice
formy f vzhledem k bazi N a n-tice soutadnic formy f vzhledem k bazi N* jsou
totozné.

(ii) Kazdy vektor v € V miizeme vyjadfit soufadnicemi vzhledem k bézi N. Jestlize
(V)N = (b1,ba,...,by) , tj. v =bivy + bovs + -+ + bpu, ,
potom je pro kazdé i=1,...,n
fi(v) = fi(brvy + bava + -+ + byvy) = by

nebot baze N* je dudlni k bazi N. Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi N jsou
tedy rovny hodnotdm forem baze N* ve vektoru v, tj.

<U>N = (fl(v)ﬂf2(v)7"'7fn(v)) .

21.11. Poznamka. Nechf V je vektorovy prostor, N = {v1,...,v,} jeho béze,
M = {f1,..., fn} baze dudlniho prostoru V* a K = {us,...,u,} néjakd dalsi
béaze prostoru V.

Utvofme matici A = (a;) Fadu n, kterd mé v fadcich zapsany po fadé matice
forem f1,..., fn vzhledem k bazi K, tj. pro kazdé i =1,...,n je

( fi(ul)v et fl(un) ) = (aila AR ain) .
Matice A je reguldrni, nebot formy fi,..., f,, tvori bazi (linedrné nezavislym for-
mam odpovidaji linedrné nezavislé fadky matice A — viz poznamka za definici
21.6). Utvofme matici B = (by;) fadu n, kterd ma ve sloupcich soufadnice vek-
tordl baze N vzhledem k bazi K, tj.

<’Uj>K = (b1j7...,bn]’) .
Matice B je reguldrni, nebot vektory vy, ..., v, jsou linedrné nezavislé.

Baze M je dudlni k bazi N pravé tehdy, kdyz jsou matice A a B navzajem
inverzni. Pro kazdé i,j = 1,...,n vypocitame totiz hodnotu f;(v;) dosazenim
soufadnic (v;)k do analytického vyjadfeni formy f; vzhledem k bazi K, tj. ,mati-
cové® vynasobime i-ty fadek matice A a j-ty sloupec matice B:

fi(Uj) = (fi(ul)v SRR fl(un)) : <Uj>,£( = Zaikbk]’ .
k=1

7 této tvahy dostavame treti dikaz existence dualni baze. Protoze je matice B
regularni, existuje k ni inverzni matice A = B~! a hledané formy fi,..., f,. jsou
déany svymi maticemi vzhledem k bazi K — témito maticemi jsou Fadky matice A.

Dostavame vSak i dualni tvrzeni. Ke kazdé bazi M dudlniho prostoru V* existuje
béze N prostoru V takova, ze M je dudlni k N. ProtoZe je matice A regularni,
existuje k ni inverzni matice B = A~! a hledané vektory vy, . .., v, jsou diny svymi
soufadnicemi vzhledem k bazi K — tyto soutfadnice jsou ve sloupcich matice B.

Predchozi ivaha dava dalsi metodu vypoctu. Dualni bazi muzeme v konkrétnich
pripadech pocitat podle definice (viz 21.8) nebo pfevodem analytickych vyjadieni
(viz 21.8 a 21.5) nebo pomoci inverzni matice (viz 21.11).
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21.12. Piklady.
(i) Najdeme dualni bazi N* = {f1, fo, f3} prostoru (Z3)* k bézi

N ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

prostoru Z3; formy f1, fa, f3 zaddme analytickymi vyjaddfenimi vzhledem ke kano-
nické bazi prostoru Z3.

1. zpusob. Vektory baze N se pii formach f1, fo, f3 zobrazuji na nuly a jednicky
(viz definice dudlni baze), jak je zndzornéno v nésledujicim schématu:

i fo f3
1,1,1) — 1 0 0
(0,1,1) — 0 1 0
0,01) — 0 0 1

Snadnou tpravou zjistime, kam se zobrazi pii fi, fa, f3 vektory kanonické baze.
Sestinasobek celého druhého Fadku pifi¢teme k prvnimu a potom Sestindsobek ce-
lého tretiho fadku pficteme ke druhému:

i f2 f3
(1,000 — 1 6 0
01,00 — 0 1 6
0,0,1) — 0 0 1

Nyni zndme hodnoty forem fi, fo, f3 ve vektorech kanonické baze, tj. zname jejich
analytickéd vyjadieni vzhledem ke kanonické bazi:

filr) =21, fo(x) = 621 + 22, fa(z) = 6xg + x5 .

2. zptusob. Matice forem f1, fo, f3 vzhledem k bazi N vynasobime matici pfechodu
od kanonické baze k bazi N a tak pfevedeme analytickd vyjadreni forem f1, fo, f3
vzhledem k bazi N (ty zndme — viz 21.8) na analytickd vyjadieni vzhledem ke
kanonické bazi.

Analyticka vyjadfeni forem f1, f2, f3 vzhledem k bazi N jsou

fl(x):xl s fg(.’l?):xg, f3(l‘):$3,

matice téchto forem vzhledem k bazi N jsou tedy (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) a jejich
souciny s matici prechodu

S O =
S = O
_ o O
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od kanonické baze k bazi N jsou fadky této matice, tj. (1,0,0),(6,1,0),(0,6,1).
Analytickd vyjadieni forem f1, fa, f3 vzhledem ke kanonické bazi jsou tedy

filzx) =21, fo(x) = 621 + 22 , fa(x) = 6z9 + x3 .

3. zpiisob. Vektory baze N napiseme do sloupctl matice B, najdeme matici B~}
a z jejich radku zapiSseme analytickd vyjadfeni forem fi, fo, f3 vzhledem ke kano-
nické bazi (viz 21.11). Je

1 0 0 1 0 0
B=(11 0], B1l=16 10
1 1 1 0 6 1
a tedy
fi(@) =21, fa(z) = 621 + 29, f3(x) = 622 + 73 .

Je uzitecné si uvédomit, ze uvedené tii zptsoby jsou numericky prakticky to-
tozné. Vzdy jde o vypocet inverzni matice; v prvnim a druhém zptsobu je to vsak
ponékud zamaskovano.

(ii) Najdeme dudlni bazi M* = {f1, f2, f3} k bdzi M = {p1, ps, ps} prostoru V'
vSech polynomu nejvySe druhého stupné s realnymi koeficienty, kde

pi(z) =202 +a+1, po(z) =2+ +1, p3(z) = -2+ +2.

Koeficienty zadanych polynomu napiSseme do sloupci matice A a vypocteme in-
verzni matice A1,

2 1 -1 1 -3 2
A=111 1], At=| -1 5 -3
11 2 0 -1 1

Nyni je tfeba vysledek spravné interpretovat. Oznac¢ime-li K = {22 2,1} béazi
prostoru V', pak ve sloupcich matice A jsou soufadnice vektoru pi, po, ps baze M
vzhledem k bazi K. V fadcich matice A~! jsou matice forem fi, fo, f3 vzhledem
k bazi K, tedy

fi(az® + bz +c) = a—3b+2c,
f2(az® + bx + ¢) =—a+5b—3c ,
fa(az® +bx+c)= — bt c.
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21.13. Priklad. UvaZujme vektorovy prostor V vSech polynomt stupné nejvyse n
s realnymi koeficienty. Necht cg, c1, . .., ¢, jsou navzdjem riznd redlnd ¢isla. Zobra-
zeni fo, f1,. .., fn vektorového prostoru V' do télesa redlnych ¢isel, kterd polynomu
p € V pfifazuji po fadé éisla p(co),p(c1), ..., plcn), tj. fi(p) = p(c;), jsou linedrni
formy na prostoru V' (viz 21.2(v) ). Pfedpokladejme, Ze néjaka linedrni kombinace

forem fo, f1,..., fn je rovna nulové linearni formé, tj.
aofotarfi+--+anfn=0.
Aplikujeme-li tuto rovnost na polynomy 1, z,22,...,z", dostaneme rovnosti
ap+ ... +ap 0,
agco+ ... +anc, =0,
apcat ... +anct =0,
apcg+ ... +anc, =0.

Vektor (ag, a1, ..., a,) je tedy feSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s ma-

tici
1 1
Co Cn
_ 2 2
A= | ¢ c |,
cy cn

jejimz determinantem je Vandermondiv determinant éisel cg, c1, ..., ¢, (viz 15.7).
Vzhledem k tomu, Ze ¢isla g, c1, . . ., ¢, jsou navzajem rizné, je matice A regularni
atedy ap = a3 = --- = ap, = 0. Mnozina M = {fo,..., fn} je proto linedrné
nezavisla a je tedy bazi prostoru V*.

Snadno se provéri, ze baze N = {po,p1,...,Pn} prostoru V, ke které je baze M
dudlni, je tvofena tzv. Lagrangeovymi polynomy
ﬁ T —Cy
=0 Ci — Cj ’
J#i

pi(z) 1=0,1,...,n.

21.14. Poznamka. Pojem dudlni béaze je definovan pouze u prostorti konecéné
dimenze. U nekoneéné dimenzionalnich prostortt dospéjeme obdobnou konstrukeci
pouze k linearné nezavislé mnoziné prvka dualniho prostoru.

Necht N = {v,; a € A} je baze nekoneéné dimenzionalniho prostoru V. Defi-
nujme pro kazdé a € A linearni formu f,, na prostoru V urcenim jejich hodnot na
vektorech baze N:

1 pro fB=a,
fa(vg) = dap =
0 pro B#a.
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Snadno se ukaze (stejné jako v druhém dikazu véty 21.9), Ze mnozina
N*={fa; a €A}

je linearné nezavisla. Tato mnozina vSak neni bazi prostoru V*. Na prostoru V' totiz
existuje velké mnozstvi forem, které neni mozno vyjadfit jako linearni kombinace
prvkd mnoziny N*; je to napt. forma f, pro kterou f(v,) = 1 pro kazdé a € A,
nebo obecnéji jakakoli forma, kterd méa nenulové hodnoty na nekoneéné mnoha
vektorech baze N. Pfestoze mnozina N* neni bazi, uziva se v rtznych tvahach
a konstrukcich (viz napf. 21.19, 21.32(ix), 21.33).

21.15. Poznamka. Pro dalsi tvahy bude uzitecné zavést nové oznaceni, které
je hojné uzivano zejména ve funkcionalni analyze. Jestlize v € V a f € V*, pak
symbolem (v, f) budeme rozumét provedeni formy f na vektor v, tj.

(v, f) = f(v) .

Symbolem (., .) miZeme oznacit zobrazeni kartézského sou¢inu prostora V a V*
do télesa T, které kazdému vektoru v € V a kazdé formé f € V* prifazuje skalar
(v, f) = f(v) € T. Toto zobrazeni mé nasledujici vlastnosti:

(i) Yor,v2€ V. VfeV™ (vi+w, f) = (v1,[)+ (v, f),
(ii) VveV VYaeT VfeV* {(av,f)=a (v, f),
(iii) Vo e V. VYfi, o € V" (v, i+ f2) = (v, f1) + (v, fa) ,
(iv) YveV VaeT VfeV* (v,afy=a-{v,f).
Prvni dvé vlastnosti vznikly prepisem faktu, Ze f je linedrni forma (viz definice
21.1), tieti je prepisem definice sou¢tu dvou linedrnich forem a ¢tvrta prepisem
definice nasobku linearni formy. Prvé dvé vlastnosti pfedstavuji linearitu symbolu
(., .) v prvni slozce, druhé dvé linearitu v druhé sloZce. Z téchto divodi Fikdme,
Ze zobrazeni (., .) : V. x V* — T je bilinedrn.
21.16. Poznamka. Stejné jako jsme k prostoru V vytvorili dudlni vektorovy pros-
tor V* = Hom (V, T'), miizeme utvofit dudlni prostor V** = (V*)* = Hom (V*,T)
k prostoru V*, dudlni prostor V*** = (V**)* = Hom (V**,T') k prostoru V** atd.
Od vektorového prostoru V tak dospéjeme k posloupnosti vektorovych prostortu

| 72 2 VA VN

Prostoru V*, resp. V** se nékdy tika dudl, resp. druhy dudl prostoru V.

Kazdou linearni formu f € V* mizeme zapsat také tak, ze v bilinedrnim zob-
razeni (., .) tuto formu fixujeme na druhé slozce:

f=(.,H :V->T.
Fixujeme-li vSak v bilinedrnim zobrazeni (., .) na prvni slozce libovolny vektor
v € V, pak vzhledem k linearité v druhé slozce je zobrazeni

v =(v,.) V=T
linearni formou na prostoru V*, tj. prvkem prostoru V**. Kazdy vektor v € V

tedy pfirozenym zpusobem urc¢uje linearni formu v** € V** na prostoru V*. Toto
zjisténi motivuje nasledujici definici.
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21.17. Definice. Zobrazeni ® prostoru V do prostoru V**, které vektoru v € V
prifadi linearni formu v** € V** na prostoru V*, kterd kazdé formé f € V*
prirazuje skalar

se nazyva kanonickeé.

Rovnost, ktera definuje obraz v** vektoru v pfi kanonickém zobrazeni ®, muze

byt zapsdna pomoci bilinedrniho symbolu (., .) v tvaru

(f;0™) = (v, f) .

21.18. Véta. Kanonicke zobrazeni ® prostoru V' do prostoru V** je monomor-
fismus.
Diikaz. Dokazme nejprve, ze kanonické zobrazeni ® je homomorfismus. Je tfeba
ukazat, ze pro kazdé z,y € V a kazdé a € T je

Dz +y)=2(x)+2(y),  Plax)=a-2(z),
neboli

(ery)**:x**er** , (aa?)**:a~x** )

Pro kazdé f € V* je

(Filw+y)™) ={e+y, f) = (& )+ f) = {27 + (") =

= (fa™ ™)
(f.(02)™) = (a2, /) = a- (@, f) =a- (f,2") = (fra-a™)

takze rovnosti, které jsme chtéli dokdzat, opravdu plati a ¢ je homomorfismus.
Nyni ukazeme, ze ® je monomorfismus. Jestlize je v € V nenulovy vektor
a f € V* forma, pro kterou (v, f) # 0 (viz 21.4), potom je

<f,’l)**> = <va> #0,
takze ®(v) = v** je nenulovy prvek prostoru V**; kanonické zobrazeni ® je mo-
nomorfismus, nebot jadro Ker @ je nulové. O

21.19. Véta. Kanonické zobrazeni ® prostoru V' do prostoru V** je izomorfismus
pravé tehdy, kdyzZ md prostor V konecnou dimenzi.

Diikaz. Jestlize ma prostor V konecnou dimenzi, je podle 21.7
dimV =dimV* =dim V** .

Protoze je kanonické zobrazeni ® monomorfismem prostoru V do prostoru V**, je
podle 10.21 & izomorfismus.



LINEARNI FORMY 309

Piedpokladejme naopak, ze V' je prostor nekone¢né dimenze; necht {v,; o € A}
je jeho baze. Necht M = {f,; o € A} je mnozina linedrnich forem na prostoru V,
takova, ze
1 pro fB=a,
(va, f3) = f8(va) = dap = {
0 pro B#«a.

Mnozina M je linedrné nezavislou podmnozinou prostoru V* (viz 21.14), necht N
je baze prostoru V* obsahujici mnozinu M.

Podle véty 10.15 je mnozina {v:*; « € A} bézi podprostoru In® = ®(V)
prostoru V**. Pritom je

(f3,05") = (va; f3) = dap -

Necht F' € V** je takové linearni forma na prostoru V*, Ze pro kazdé f € N je
(f,F) =1 (forma F existuje podle 21.4). Forma F neni linedrni kombinaci forem
vi*, a € A, nebot kazda takova linedrni kombinace mé pouze koneéné mnoho nenu-
lovych hodnot na nekoneéné mnoziné M. Forma F' tedy nelezi v podprostoru ®(V);
proto je ®(V) # V** a ® neni izomorfismus. [

21.20. Poznamka. Ve vété 21.18 jsme vidéli, ze vektorovy prostor V je priroze-
nym zpisobem izomorfni s podprostorem ®(V') prostoru V**. Prostor V se proto
pomoci monomorfismu ® s podprostorem ®(V') ¢asto ztotoziluje a povazuje se za
podprostor prostoru V**; kazdy vektor v € V' se tak ztotoziuje se svym obrazem
v** = ®(v) a je chapan jako linedrni forma na prostoru V*.

Jestlize m4a prostor V' kone¢nou dimenzi, potom je ®(V) = V**; prostor V je
ztotoznén s prostorem V**, tj. V je dudlnim prostorem k prostoru V*. Prostory
V a V* jsou tedy navzdjem dudln, linedrni formy na prostoru V* jsou ztotoznény
pomoci izomorfismu ® s vektory prostoru V: ke kazdé formé F € V** existuje
pravé jediny vektor v € V, takovy, ze pro kazdé f € V* je

(fsF) = (v, f) -

Jestlize N* je baze prostoru V*, ktera je dudlni k bazi N prostoru V', potom je
naopak N jako baze prostoru V** dualni k bazi N*, tj. baze N a N* jsou navzdjem
dudlni. Tato skutecnost jiz byla naznacena v odstavcich 21.10 a 21.11.

Jestlize ma prostor V' nekone¢nou dimenzi, pak existuji linearni formy na pro-

storu V*, které nelezi v podprostoru ®(V') prostoru V' a neni je mozno vyse uve-
denym zpusobem popsat (viz 21.19). Dimenze prostortt V,V*, V** ... se stale
zZvetSuji.
21.21. Poznamka. Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem T a F ho-
momorfismus prostoru U do prostoru V. Jestlize f je linedrni forma na prostoru V,
potom sloZeni fF homomorfismt F a f je homomorfismus prostoru U do télesa T,
tj. linearni forma na prostoru U.
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fFeU*

fev>

T V U

Zobrazeni F*, které kazdé formé f € V* prifadi formu fF € U*, je homo-
morfismus prostoru V* do prostoru U*. Pro kazdé f,g € V* a kazdé a € T je
totiz

F(f+9)=(f+9)F =fF+gF =F(f)+F(g),

F*(af) = (af)F = a- (fF) = a- F*(f) .

Homomorfismus F* tedy funguje takto: pro kazdou linearni formu f € V* je
F*(f) € U* takova linedrni forma, %e pro kazdy vektor u € U je

[E™(N))(w) = (fF)(u) = f(F(u))

neboli
VueU VfeV™ (F(u),f)=(u,F"(f)) .

Vztah homomorfismi F' a F™* je mozno znazornit na nasledujicim schématu:

Vv U
(F(u), f) = (u, F*(f))
f F*(f)
% U
-

21.22. Definice. Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem T a F ho-
momorfismus prostoru U do prostoru V. Dudlnim homomorfismem k homomor-
fismu F' budeme rozumét homomorfismus F* prostoru V* do prostoru U*, ktery
kazdé linedrni formé f € V* pfifazuje linearni formu fF € U*, tj. F* je definovan
rovnosti

FY(f)=[fF.
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21.23. Poznamka.
(i) Dudlnim homomorfismem k identickému automorfismu prostoru U je identicky
automorfismus prostoru U*, tj.
(1Iy)* =1y~ .
Pro kazdou formu f € U* je totiz (1p)*(f) = f-1v = f.
(ii) Jestlize F' je homomorfismus prostoru U do prostoru V' a G homomorfismus
prostoru V' do prostoru W, potom je F*G* dualnim homomorfismem k homo-
morfismu GF, tj.
(GE)* = F*G* .
Pro kazdou formu f € W* je totiz
(GE)(f) = [(GF) = (fG)F = F*(fG) = F*(G*(f)) = (F"G")(/) -

(iii) JestliZe je F' izomorfismus prostoru U na prostor V, potom je F* izomorfismus
prostoru V* na prostor U* a
(F*)—l _ (F—l)* .

Jetotiz F7'F =1y a FF~! =1y, podle (i) a (ii) je

F*(F—l)* — 1U* a <F—1)*F* — 1V* ;
tj. F* je izomorfismus a (F*)~! = (F~1)*.
21.24. Vé&ta. Necht U a V jsou vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni
"x” které kazdému homomorfismu F prostoru U do prostoru V pfitazuje jeho

dudlni homomorfismus F*, je monomorfismus vektorového prostoru Hom (U, V)
do vektorového prostoru Hom (V*,U*).

Dikaz. Mame dokazat, ze pro kazdé dva homomorfismy F,G € Hom (U, V) a kaz-
dy skalar a € T plati rovnosti
(F+G)"=F"4+G", (aF) =a-F*.
Jestlize f € V*, potom je
(F+G)(f)=fF+G)=fF+ fG=F(f)+G(f)=F"+G")(f),
(@F)*(f) = f(aF) =a-(fF) =a - F*(f) = (a- F)(f) ,

takze uvazované rovnosti plati a zobrazeni ”” je homomorfismus.

Nyni dokézeme, ze jadro tohoto homomorfismu je nulové; uvédomime si, ze
pro nenulovy homomorfismus F' € Hom (U, V) je dudlni homomorfismus F™* také
nenulovy. Je-li F' nenulovy, existuje vektor u € U, takovy, ze F(u) je nenulovy
vektor prostoru V. Necht f € V* je forma takova, ze (F(u), f) # 0 (viz 21.4).
Nyni je

(u, F*(f)) = (F(u), f) #0 ,

takze forma F*(f) € U* je nenulova a tedy i homomorfismus F* je nenulovy. [
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21.25. Véta. Necht F je homomorfismus prostoru U do prostoru V a F* homo-
morfismus k nému dudlni. Potom plati:

(i) F je epimorfismus, pravé kdyZ je F* monomorfismus.
(ii) F je monomorfismus, prdvé kdyz je F* epimorfismus.

Diikaz. Jestlize je F' epimorfismus, pak existuje homomorfismus G prostoru V' do
prostoru U, pro ktery FG = 1y (viz 10.14). Je tedy (FG)* = (1y)*, podle 21.23
je G*F* =1y a F* je podle véty 10.15 monomorfismus.

Jestlize je F' monomorfismus, pak existuje homomorfismus G prostoru V do
prostoru U, pro ktery GF = 1y (viz 10.15). Je tedy (GF)* = (1y)*, podle 21.23
je F*G* = 1y« a F* je epimorfismus podle véty 10.14.

Necht F* je epimorfismus a u € U nenulovy vektor. Pak existuje forma g € U*
takovd, ze (u,g) # 0. ProtoZe je F* epimorfismus, existuje forma f € V*, pro
kterou F*(f) = g. Nyni je

(F(u), f) = (u, F*(f)) = (u, 9) # 0,

takze F(u) # o. Homomorfismus F je monomorfismus, nebot kazdy nenulovy
vektor zobrazuje na nenulovy vektor.

Necht F™* je monomorfismus. Pfedpokladejme, ze F(U) # V, tj. F neni epi-
morfismus. Necht f € V* je nenulova forma, kterd je na celém podprostoru F(U)
rovna nule (viz 21.4), tj. pro kazdé u € U je (F(u), f) = 0. Protoze je F* mo-
nomorfismus, je F*(f) € U* nenulovd forma a existuje vektor u € U takovy, Ze
(u, F*(f)) # 0. To je v8ak spor s rovnosti

(u, F*(f)) = (F(u), f) . O

21.26. Vé&ta. Necht U,V jsou vektorové prostory konecnyjch dimenzi nad téle-
sem T, necht M, N jsou jejich bdze a M*, N* bdze prostori U*,V*  které jsou
dudlni k bazim M, N. Jestlize homomorfismus F' prostoru U do prostoru V. md
vzhledem k bdzim M, N matici A, potom dudlni homomorfismus F* prostoru V*
do prostoru U* md vzhledem k bdzim N*, M* matici A™.

Dikaz. Necht A je matice homomorfismu F' vzhledem k bazim M, N a B je matice
homomorfismu F* vzhledem k bazim N*, M*. Jestlize f je i-ty prvek baze N*,
potom -ty sloupec matice B je vektor (F*(f))a+. Podle 21.10 je tento vektor
roven matici formy F*(f) vzhledem k bazi M. Matice formy F*(f) = fF vzhledem
k bazi M je dale rovna souc¢inu C'A matice C formy f vzhledem k bazi N a matice A
homomorfismu F' vzhledem k bazim M a N.
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V matici C' je na i-tém misté jednicka a jinak samé nuly, nebot forma f je i-tym
prvkem baze N*, kterd je dudlni k bazi N, takZe vysledny sou¢in C'A je roven
i-tému Fadku matice A. Ukazali jsme tedy, Ze i-ty sloupec matice B je roven i-tému
fadku matice A4, tj. B=AT. O

21.27. Dusledek. Necht U je vektorovy prostor konecné dimenze, M, N jeho dvé
baze a M*, N* bdze dudlniho prostoru U*, které jsou k nim dudlni. Jestlize A je

matice prechodu od bdze M k bdzi N, potom (AT)~! je matice prechodu od bdze
M* k bdzi N*.

Diikaz. Protoze je matice A matici identického automorfismu 1y prostoru U vzhle-
dem k bézim M, N, je podle pfedchozi véty matice AT matici homomorfismu
(1y)* = 1y+ vzhledem k bézim N* a M*, tj. matici pfechodu od baze N* k bézi
M*. Matice (AT)~! je tedy matici pfechodu od baze M* k bazi N*. O

21.28. Dusledek. Necht U,V jsou prostory konecénijch dimenzi a F' homomor-
fismus prostoru U do prostoru V. Potom je hodnost homomorfismu F stejnd jako
hodnost homomorfismu F* k nému dudlniho.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z véty 21.26 a véty 12.4. O

Stejné jako jsme od vektorového prostoru V' dvoji dualizaci dospéli k vektoro-
vému prostoru V**, dojdeme od homomorfismu F prostoru U do prostoru V dvoji
dualizaci k homomorfismu F** prostoru U** do prostoru V**. Néasledujici véta
vyjasiuje vztah homomorfismt F' a F™**.

21.29. Vé&ta. NechtU a 'V jsou vektorové prostory nad télesem T a @y, resp. @y
kanonickd zobrazent prostoru U do prostoru U**, resp. prostoru V' do prostoru V**.
Pro kazdy homomorfismus F prostoru U do prostoru V' je diagram

V#U

e | | v

Vo U**
F**

komutationg, tj. Oy - F = F** - Oy .

Dikaz. Rovnost @y - F = F** . &y dokadzeme, kdyz ovérime, ze pro libovolny
vektor w € U plati rovnost

(Bv - F)(u) = (F™ - @u)(u) ,
neboli vzhledem k definici kanonickych zobrazeni &y a @



314 V. FORMY

Na obou stranich této rovnosti jsou prvky prostoru V** tj. linearni formy na
prostoru V*. Jejich rovnost dokézeme, kdyz ovérime, ze pro libovolny prvek f € V*
je

(f; (F(u)™) = (f, F**(u™)) .

Levé strana je podle definice kanonického zobrazeni rovna (F'(u), f). Pravou stranu
upravime s pfihlédnutim k definicim dualniho homomorfismu a kanonického zob-
razeni:

(f; F7 (™)) = (F(f),u™) = (u, F*(f)) = (F(u), f)

Plati tedy rovnost @y - F' = F** - &y, tj. vysSe uvedeny diagram je opravdu komu-
tativni. [

Pokud prostory U, V' chapeme jako podprostory prostort U**, V** (viz 21.20),
muzeme tvrzeni predchozi véty vyslovit takto:

Homomorfismus F** je rozsitenim homomorfismu F, tj. pro kazdée v € U je
F**(u) = F(u).

Jestlize mé prostor U kone¢nou dimenzi, potom je U** =U a F** =F.

Jsou-li U,V prostory konecnych dimenzi, je U** = U, V** =V, F** = F
a homomorfismy F' a F* jsou navzajem dudlni.

21.30. Poznamka. Zobrazeni ”+”, které kazdému prostoru V ptitazuje dudlni
prostor V* a kazdému homomorfismu F' dudlni homomorfismus F* je vzhledem
k 21.23(i),(ii) kontravariantnim funktorem kategorie € vSech vektorovych prostort
nad danym télesem T" do téze kategorie €. Tento funktor je podle véty 21.24 aditivni
a verny.

Prifadime-li kazdému prostoru V' kanonické zobrazeni @y prostoru V do pro-
storu V**, dostavame podle 21.29 transformaci identického funktoru a druhé moc-
niny funktoru ”x”.

21.31. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Anihildtorem M°
podmnoziny M prostoru V nazveme mnozinu vSech linedrnich forem na pro-
storu V, které maji nulovou hodnotu ve vsech vektorech mnoziny M, tj.

M ={feV*;YweM (v,f)=0}.

Anihildtorem °K podmnoziny K prostoru V* nazveme mnozinu viech vektort
prostoru V, na kterych maji vSechny formy mnoziny K nulové hodnoty, tj.

‘K={veV;VfeK (vf) =0}.

21.32. Vlastnosti anihilatort. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7.
Potom plati:

V=0, 0°=V* oV =0, 0=V.
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(ii) Jestlize f € V* a v €V, potom je
°{f} =Kerf,

()0 = {F V" (0.f) =0} = {f € V*5 (f,0"™) = 0} = Kerv™ |

kde v** € V** je obraz vektoru v € V pii kanonickém zobrazeni ® prostoru V' do
prostoru V**.

(iii) Jestlize je M podmnozina prostoru V a K podmnozina prostoru V*, potom

M° = ﬂ {v}° = ﬂ Kerv*™",

veEM vEM
°K = () {f}=[) Kerf.
feK feK

Anihilator M?, resp. °K je tedy podprostorem prostoru V*, resp. V.
(iv) Jsou-li My C My podmnoZiny prostoru V a K; C K podmnoziny pro-
storu V*, potom je
Mg g M{) a 0K2 Q OKl .
Tato dvé tvrzeni vyplyvaji ihned z definice 21.31, resp. z rovnosti uvedengch v (iii).

(v) Jestlize je M podmnozina prostoru V a K podmnozina prostoru V*, potom je
MO =[M]° a OK=Y[K].

Z inkluze M C [M] vyplyvéa podle (iv) inkluze [M]° C MP. Jestlize forma f lezi
v anihildtoru M?, pak ma nulové hodnoty na vsech vektorech mnoziny M a tedy
i na jejich linearnich kombinacich, takze lezi i v anihilatoru [M]°. Stejné se dokaze
druhé rovnost.

(vi) Pro kazdou podmnozinu M prostoru V je
[M] =°(°) .

Inkluze M C °(MPO) trivialné vyplyva z definice anihilatort. Protoze je kazdy
anihildtor podprostorem, plyne odtud inkluze [M] C °(M?). Jestlize vektor v € V'
nelezi v [M], existuje podle 21.4 forma f, ktera je nulova na podprostoru [M] a pro
kterou je f(v) # 0. Tedy f € M°, v ¢ °(MP) a rovnost [M] = °(M°) plati.

(vii) Jsou-li My, My podmnoziny prostoru V, pro které je MY = MY, potom je
[M] = [Ms].

Z rovnosti MY = MY totiz vyplyva podle (vi)

(M) =(M7) =°(M) = [Ms] .
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(viii) Pro podmnoZinu M prostoru V plati:

MO = V* pravé tehdy, kdyz [M] = O ,

M® = O prévé tehdy, kdyz [M] =V .
Jestlize je M° = V*, pak M? = O° a podle (vii) je [M] = O. Jestlize je [M] = O,
pak je podle (v) a (i) M? = O° = V*. Druhé ekvivalence se dokaze stejné.
(ix) Jestlize je K podmnozina prostoru V*, potom je

(K] < ("K)".

Inkluze K C (°K )% vyplyvéa z definice anihilétorfi; protoZe je kazdy anihildtor
podprostorem, je [K] C (°K )°.
Rovnost v uvedené inkluzi obecné neplati. Predpokladejme, ze mé prostor V neko-

neénou dimenzi, {v,; a € A} je jeho baze a N = {f,; a € A} je linedrné nezavisla
podmnozina prostoru V* (viz 21.14 a 21.19) definovand rovnostmi

Ya,B € A fa(vg) = (5ag .
Ziejmé je °N = O, (°N)? = O° = V* a piitom (viz 21.14) je [N] # (°N )0 = V*.
Ukazme jesté méné trividlni priklad. Zvolme pevné néjaké v € A. Jestlize

K={fa; a€h, a#y},

pak K = [v,] a anihilator (°K)° obsahuje mimo podprostor [K] jesté veliké
mnozstvi forem, které maji nulovou hodnotu ve vektoru v, a na ostatnich vekto-
rech vy, a € A, a # v, maji nekoneéné mnoho nenulovych hodnot.

Tvrzeni (ix) tedy nekoresponduje pfesné s tvrzenim (vi) a nelze tedy pro druhy
typ anihildtoru dokdzat obdobu tvrzeni (vii).

(x) Jestlize je K podmnozina prostoru V*, pak °K = V pravé kdyz [K] = O.
Jestlize je °K = V, pak podle (ix) je [K] C (°K)° = V0 = O. Jestlize je [K] = O,
pak je podle (v) a (i) °K =°0 = V.

Rovnost °K = O neni ekvivalentni s rovnosti [K] = V*; jestlize je [K] = V*, pak
je °K = O, ale opak obecné neplati. To jsme vidéli jiz v predchozim bodu (ix),
kde je "N = O a [N] # V*.

21.33. Véta. NechtV je vektorovy prostor nad télesem T .

(i) Jestlize md prostor V konecnou dimenzi, pak pro kaZdou podmnozinu M
prostoru V' plati rovnost

dim V' = dim[M] + dim M°
a pro kaZdou podmnoZinu K prostoru V* plati rovnosti
dimV = dim[K] + dim°K , [K] = (°K)°.

(ii) Jestlize md prostor V nekonecnou dimenzi, pak pro kaZdou podmnozinu M
prostoru V' plati

dim V' < dim[M] + dim M° < dim V* .
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Dikaz.

(i) Necht {v1,...,v;} je béze podprostoru [M] a {v1,...,v,} béze prostoru V.
Necht déle {f1,..., fn} je baze prostoru V*, kterd je dudlni k bézi {v,...,v,}.
Jestlize forma

f=afit+ - +afet - +anfn

lezi v anihildtoru M° podprostoru [M], potom je
flvr)=a1=0, ..., f(u)=a=0.
Na druhé strané je ziejmé fri1,..., fn € MY, takZe je M = [fri1,..., fa] &
dimV =n =k + (n— k) = dim[M] + dim M° .

Druhé rovnost se dokaze obdobné. Nakonec je podle obou rovnosti (polozime
[M] =°K)

dimV = dim[K] + dim °K = dim°K + dim(°K )° ,

takze dim[K] = dim(°K)° a vzhledem k 21.32(ix) je [K] = (°K)°.

(ii) Necht {v, ; o € A} je baze prostoru V, pficemz {v, ; o € A1} je baze podpro-
storu [M]. Necht déle {f,; a € A} je linedrné nezavisla podmnozina prostoru V*
(viz 21.14 a 21.19) definovand rovnostmi

Va,B8 € A fa(vg) = (Sag .

Jestlize néjaké linearni kombinace forem f,, o € A, lezi v anihilatoru M, pak
neobsahuje nenulové nasobky forem f,, o € Ay (stejné jako v pfipadé (i), kdy slo
o koneénou dimenzi). Na druhé strané je ziejmé {f,; o € A~ A1} € MP. Tuto
linearné nezévislou mnozinu rozsifime na bazi

{fa; aG(A\Al)UAg}

anihildtoru M°. MnoZiny A a A, jsou ziejmé disjunktni. MnoZina {f,; AUAy} je
linedrné nezavisla; je-li totiz g1 + g2 = o0, kde g; je linearni kombinace forem f,,
a € (ANA1)UA,, a go je linearni kombinace forem f,, a € Ay, pak g; = —go € M©,
podle piedchoziho je g = 0 a z linedrni nezavislosti mnozin {f,; @ € (ANA7)UAS}
a {fa; a € A1} vyplyvé, Ze linedrni kombinace g1 + g2 je trividlni. Mnozina
{fa; o € AUA3} je tedy linedrné nezavisla, mzeme ji doplnit na bézi prostoru V*.
Nyni je
dimV =|A| = |A1] + AN AL <

< dim[M] + dim M® = [Aq| + [A N Aq| + [Ag] = [A] + [Az] < dimV* . O

Odlignost vlastnosti (ix) a (vi) v 21.32 nés vede k nésledujici definici.
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21.34. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Podprostor W
duélniho prostoru V*, pro ktery plati rovnost (°W )% = W, se nazyva algebraicky
saturovany.

21.35. Poznamka. Jsou-li W a W5 algebraicky saturované podprostory prosto-
ru V*, pak z rovnosti °W; = W, vypl§va rovnost W, = Ws. Je totiz

Wy = (W) = ("W2)° =W, ,

podobné jako v tvrzeni (vii) v 21.32.

Z véty 21.33(i) ihned vyplyva nasledujici tvrzeni. Jestlize ma prostor V' ko-
necnou dimenzi, potom je kazdy podprostor dudlniho prostoru V* algebraicky
saturovany.

Dva ptiklady podprostorti, které nejsou algebraicky saturované, jsme vidéli
v 21.32(ix).

21.36. Poznamka. Jestlize je K podmnozinou prostoru V*, pak miZeme uvazo-
vat i anihilator K° obsahujici vSechny formy prostoru V**, které jsou rovny nule
na vSech prvcich mnoziny K, tj.

K'={FeV*™;VfeK (fF)=0}.
Vzhledem k tomu, Ze pro kazdy vektor v € V' a kazdou formu f € V* je

(v, f) = (f,v™)

kde v** je obraz vektoru v pri kanonickém zobrazeni ® prostoru V' do prostoru V**,
je
(°K)=d(V)NnK".

Pfi ztotoznéni prostortt V a ®(V) monomorfismem ® je tedy
‘K=VNnK°;

ma-li prostor V kone¢nou dimenzi, je V = V** a °K = KO,

Uvedme jesté do souvislosti anihildtory a dudlni homomorfismus. Néasledujici
véta fikd, Ze jadro a obraz homomorfismu F* jsou anihildtory obrazu a jadra
homomorfismu F' a naopak jadro a obraz homomorfismu F' jsou anihilatory obrazu
a jadra homomorfismu F*. Podstatnym zptisobem tak véta 21.37 zobeciiuje vétu
21.25, ktera je jejim trividlnim diasledkem.

21.37. V&ta. Necht F' je homomorfismus vektorového prostoru U do vektorového
prostoru V' a F* homomorfismus k nému dudlni. Potom plati:

(i) Ker F =%Im F*) , Im F = °(Ker F*) ,
(ii) Ker F* = (Im F)? | Im F* = (Ker F)° .



LINEARNI FORMY 319

Diikaz. Forma f € V* lezi v (Im F)° pravé tehdy, kdyz pro kazdé u € U je
(F(u), f) = 0. Protoze je vSak (F(u), f) = (u, F*(f)), je to ekvivalentni s rov-
nosti F*(f) = 0 neboli f € Ker F*. Tedy (Im F)° = Ker F* a uzitim 21.32(vi)
dostavame rovnost Im F' = O((Im F)?) = °(Ker F*).

Vektor u € U lezi v °(Im F'*) pravé tehdy, kdy# pro kazdé f € V*

0= (u, F*(f)) = (F(u), f) ,

tj. pravé kdyz F(u) = o, neboli u € Ker F. Odtud Ker F = %(Im F**). Podle
21.32(vi) je tedy

(Ker F)° = (°(Im F*))° D Im F* .

Jestlize je o # g € (Ker F)?, definujme f € V* takto: Zvolme bazi N pod-
prostoru Ker F', rozsifme ji na bazi M prostoru U. Linearné nezéavislou mnozinu
F(M ~ N) rozsifme na bazi K prostoru V. Pro kazdé u € M ~\ N definujme

(F(u), f) = (u,g) ,

pro kazdé v € K ~\ F(M ~ N) definujme (v, f) = 0. Nyni je zfejmé pro kazdé
ueM

(u, F*(f)) = (F(u), ) = (u, 9)

tj. F*(f) = g a g € Im F*. Dokézali jsme tedy i druhou inkluzi

(Ker F)° CIm F* . O

21.38. Véta. NechtV je vektorovy prostor dimenze n.

(i) Kazdg m-dimenziondlni podprostor W prostoru V' je moZno vyjddrit jako
prunik n —m podprostoru dimenze n— 1. Tyto podprostory lze chdpat jako
jadra linedrnich forem fi1,..., fu_m; vektor v € V lezi v podprostoru W
praveé tehdy, kdyz

fl(v):07 ey fn—m(v):O

(ii) KaZdou m-dimenziondlni linedrni mnoZinu u + W prostoru V je mozno
vyjadrit jako prunitk m — m linedrnich mnozin dimenze n — 1. Tyto li-
nedrni mnoziny lze vyjadrit pomoci vektoru u a jader linedrnich forem
fis- oy fnem; vektor v € V leZi v linedrni mnoZiné u + W prdvé tehdy,
kdyz

fl(v):fl(u) L) fnfm(v):fnfm(u) :
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Driikaz.
(i) Podle 21.32(vi) a 21.33(i) je W =°(W?Y), kde dimW° =n —m.
Je-li {f1,..., fn_m} baze prostoru W0, je podle 21.32(iii)

W="W=f1,....fa-m}= [ Kerfi .
=1

Podprostor W je tedy prinikem n —m podprostort Ker f;, i = 1,...,n —m, které
maji dimenzi n — 1 (viz 21.3).

Uvédomme si, ze se predchozi dikaz da jednodusSeji zapsat bez uziti pojmu
anihilator. Necht {v1,...,v,,} je baze podprostoru W, N = {v1,...,Um,...,Upn}
béze prostoru V' a {g1, ..., g} baze prostoru V*, ktera je k bazi N dudlni. Snadno
se ukaze, ze vektor x € V lezi v podprostoru W pravé tehdy, kdyz je

gm+1(1’)::gm+n(x) =0.
(ii) Podle (i) je
W = ﬂ Ker f;
i=1
a tedy
u+W=u+ (| Kerf;= () (utKerf) .
i=1 i=1

Vektor v € V lezi v linedrni mnoziné u + W pravé tehdy, kdyz v — u € W; to
nastane podle (i) pravé tehdy, kdyz proi = 1,...,n —m je f;(v — u) = 0 neboli
21.39. Poznamka. Bud dédna homogenni soustava n linedrnich rovnic o m ne-
znamych nad télesem 71"

1171 + a12T2 + - + a1 Ty =0,
a21T1 + A22%T2 + *+* + A2 Ty, = 0,

An1T1 + ap2Ta + -+ ATy =0 .

Na prostoru 7™ definujme linearni formy f1, fo,. .., f, jejich analytickjm vyjad-
fenim vzhledem ke kanonické bazi:
f1 (l‘) =a11T1 +a12T2 + -+ A1 Tm

fa(2) = ag121 + a2xs + - + a2mTm ,
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Nalézt mnozinu vSech feseni uvedené soustavy linedrnich rovnic je tedy podle
definice 21.31 totéz jako najit anihilator °{fi,..., f,}. Z pFedchozich vysledkt
tedy vyplyva nasledujici zjisténi o homogennich soustavach linearnich rovnic.

Mnozina vSech feseni homogenni soustavy n linedrnich rovnic o m neznamjch
nad télesem T je podprostorem prostoru 77, ktery ma dimenzi

m—dim|[fy,..., fn] =m—dim A |

kde A je matice uvazované soustavy.

Timto zptisobem by bylo mozno partii o soustavach linearnich rovnic vylozit na
zakladé anihilatoru linearnich forem. V nékterych knizkach ¢i ucebnicich je praveé
tohoto zptisobu uZito.

21.40. Poznamka. Ve funkciondlni analyze se linedrnim formam fika linedrni
funkciondly. Je-li V' realny nebo komplexni vektorovy prostor, pak dudlni pro-
stor V* se ¢asto zna¢i V/ (prostor funkcionalii na prostoru V). Provedeni formy
2’ € V/ na vektor x € V se znaéi (z,2’). S timto bilinedrnim symbolem jsme jiz
pracovali.

Na realnych vektorovych prostorech se vysetiuji téz tzv. sublinearni funkcionaly.
Zobrazeni f realného vektorového prostoru V do télesa R se nazyva sublinedrni
funkciondl, jestlize pro kazdé x,y € V a kazdé a € R, a > 0, plati:

flety) <fl@)+ ),  flar)=a-f(2).

Casto se vySetiuji rozsifeni linedrnich funkcionali, ktera splituji nékteré dalsi vlast-
nosti. Jako pfiklad mtzeme uvést nasledujici vétu:

Necht V' je redlny vektorovy prostor a W jeho podprostor. Necht g je linedrni
funkciondl definovany na W a f je sublinearni funkciondl definovany na celém
prostoru V. Jestlize g(x) < f(x) pro kazdé x € W, pak existuje takové rozsireni G
linedrniho funkciondlu g na cely prostor V, Ze pro kazdé x € V je G(z) < f(x).
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22. SEMILINEARNI FORMY

NA KOMPLEXNICH PROSTORECH

V teorii komplexnich vektorovych prostori se misto linearnich forem uzivaji
tzv. semilinearni formy.

Symbolem @ budeme v dalsim rozumét komplexné sdruzené ¢islo ke komplex-
nimu ¢&islu a, symbolem |a| budeme znaéit absolutni hodnotu (modul) tohoto éisla.
Jestlize je tedy

a=Rea+i-Ima,

potom je

a=Rea—1i-Ima, la| = v/(Rea)? + (Ima)? , a-a=la®.

Pripomenime jesté, ze pro libovolnd dvé komplexni ¢isla a, b plati:

a+b=a+b, ab=a-b, |ab|=la|-|b| .

22.1. Definice. Necht V je k