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Kapitola 1

Eficientni reseni

1.1

Uvod

Ulohou vicekriteridlniho programovéani rozumime optimaliza¢ni tlohy, kde mame nékolik ucelovych funkei.
JeSté nez za¢neme problém forméalné rozebirat, ukazeme nékolik piikladi.

Priklad 1.1 (Priklady vicekriteridlniho programovani).

Vyhleddvani dopravniho spojeni (operacni vyzkum). Zde kritériem muZe byt minimalni pfepravni
as, cena prepravy, poc¢et prestupt, maximalizace pohodli (ne moc kratké a dlouhé prestupy).

Rozvrhovdni posddek leti (operacni vyzkum). Kritériem je minimélni cena a maximalni robustnost
(odolnost proti zpozdéni, napt. delsimi rozestupy).

Dynamické vyvaZovdni zdtéze ve virtualizacnich klastrech (softwarové inZenyrstvi, Grafnetter [2011]).
Chceme vybalancovat zatizeni virtualnich masin fyzickym strojim, kriterii jsou vytizenost CPU,
paméti, prostoru, ...

Design elektrickych obvodi pocita¢ovych ¢ipu |[Ben-Tal and Nemirovski, 2001, sekce 4.7]. Kritéria
zde jsou maximalizace rychlosti, minimalizace povrchu a uvolnéného tepla.

Barva kize (priroda). Svétla kiuze absorbuje vice vitaminu D, naopak tmava lépe chrani lidskou
pokozku a dulezité slouceniny, jako napiiklad folaty. Tato dvé kriteria jdou pifimo proti sobé, jak
to priroda vyftesila? O

Priklad 1.2 (Optiméalni tvar cesty). Necht tvar terénu je popsan kiivkou c(t), kde ¢ € [0,T]; pro jed-
noduchost predpokladame jednorozmérny piipad. Cilem je vyprojektovat tvar cesty popsany funkei x(t).
Kritéria jsou:

minimalizace odvezené ¢&i pfivezené pidy
T
min / |x(t) — c(t)| dt,
0

ekologické hledisko minimalizace nejhorsi zmény terénu:

i t) —c(t
min_ mas [a(t) ~ c(t),

Omezeni budou zahrnovat mj. podminky na derivace

|#'(t)] < B ... pfiméfeny sklon,

|2”(t)] < B2 ... piiméFena zména sklonu.

V praxi se takovéto ulohy typicky fesi diskretizaci intervalu [0, T'], aproximaci derivaci diferencemi a redukei
na kone¢nérozmérny piipad. O
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Obrézek 1.1: (Poznamka [[L4]) Vlevo mnoZina eficientnich feSeni £ uvnit¥ M a napravo jejich obraz. Pare-
tovska hranice f(£) obsahuje ty body, které jsou nedominované ve sméru kuzele R? (y*).

Formulace. Prfesnéji, ilohou vicekriteridlntho programovani je
min f(z) za podm. z € M, (1.1)

kde M C R"™ je mnoZina p¥ipustnych FeSeni a f(z) = (fi(z),..., fs(x)): R™ — R® je vektorova funkce.

Tato tloha neni z formalniho hlediska dobfe definovana, protoZe na prostoru R® neméme tplné uspo-
radani. Je tedy potieba Tici, co rozumime FeSenim vicekriteridlni tlohy.

Idedlni FeSend je takové Teseni x* € M, pro které plati f;(z*) = minys f;(x) pro vSechna i = 1,...,s.
Je ziejmé, ze idealni TeSeni prakticky nikdy neexistuje, a proto je potfeba zavést jiny koncept FeSeni.

Pro vektory a,b € R® relaci a < b rozumime a < b a zaroveil a # b. Jinymi slovy, a < b a pro aspoii
jeden index ¢ plati a; < b;.

Definice 1.3 (Eficientni feSeni). Pfipustné feSeni x* € M je eficientni, pokud neexistuje x € M takové,
ze f(x) S f(z*). Mnozinu vSech eficientnich feseni znacime £.

Eficientni feSeni je také nazyva nedominované, nebo Pareto-optimdind podle italského ekonoma Vilfreda
Pareta ktery se vSak jesté nezabyval vicekriteridlnim programovanim v pravém slova smyslu.

Poznamka 1.4 (Geometricka interpretace eficientniho feSeni). Oznacme

f(M) :={y eR* y = f(x), v € M}

obraz mnoziny M a

R? (y*) ={y e R* y <y"}
kuzel bodt, které dominuji bodu y*. Potom obraz mnoziny eficientnich feseni f(€) predstavuje ¢ast hranice
f(M) vlevo dole; viz obrazek [Tl Jsou to ty body, které nejsou dominovany zadnym jinym. Neni tézké

nahlédnout, Ze tyto body skute¢né lezi na hranici f(M), a proto se mnozina f(€) také nazyva Paretovskd
hranice.

Pozorovani 1.5. Mnozina f(E) leZi na hranici mnoZiny f(M).

Jako dusledek uvahy z pfedchozi poznamky dostdvame ihned

Pozorovani 1.6. Plati y* € f(&) pravé tehdy, kdyz R (y*) N f(M) = {y*}.

YD Toto znadeni zavedl T.C. Koopmans roku 1951.

2Vilfredo Pareto (1848-1923) prisel s konceptem eficientniho feseni roku 1896. Tento ekonom je také znam svym pravidlem
80/20, které se objevuje empiricky v riznych kontextech: 80% zemé je v drzeni 20% obyvatel, 80% svétového pFijmu je
kontrolovano 20% nejbohatsimi, 80% ¢asu straveného psanim diplomové prace se tyka 20% textu, 80% zdravotni péce je

priblizné 96% piijmu vydavatelstvi.
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Obrazek 1.2: Paretovska hranice vlastnich eficientnich feseni f(EV).

Jak otestovat, zda dané Fesent je eficientni? Nez odvodime jiné postupy (viz sekce 2.1.2]), ukazeme si
jednoduchou metodu.

Véta 1.7. Plati x* € £ praveé tehdy, kdyZ pro kazdé i =1,...,s je
fia®) = min fi(x) zapodm. w € M, fu(@) < fula®), k#i. (1.2)

Diikaz. ,=*“ Bud z* € £ a necht existuje i takové, Ze x* neni optimem tlohy ([.2)). Tedy existuje z € M
takové ze fi(z) < fi(z*), k # 1, a fi(z) < fi(x*). To je spor s z* € £.

»<" Pro spor necht z* ¢ £. Tudiz existuje x € M takové, ze f(x) S f(2*). To znamena fi(x) < fr(z*)
a pro uréité i je fi(z) < fi(z*). Proto z* neni optimem tlohy (L2). O

Existuje cela fada riznych typt eficientniho feSeni. Kromé zdkladntho typu se budeme zabyvat jesté
jednim specialnéjsim typem, tzv. vlastnim eficientnim feSenim |Geoffrion, [1968].

Definice 1.8 (Vlastni eficientni FeSeni). Pfipustné fesSeni z* € M je vlastni eficientni pokud existuje
B > 0 takové, ze pro kazdé x € M a kazdé i € {1,...,s}, pro které f;(x) < fi(z*) existuje k takové, Ze
Jr(x) > fo(@*) anavic fi(z*) — fi(z) < B(fe(x) — fr(z)).

MnoZinu v8ech vlastnich eficientnich feSeni budeme znacit £Y. Obrazek [[.2]ilustruje jeji tvar v prostoru
obrazi.

Skalarizace

Oznacme jako
S:={X e R’% X > 0},
S :={\AeR% )20}

mnozinu vSech kladnych resp. nezédpornych vahovych vektort. Nyni skalarizaci dlohy (L) rozumime
redukci na jedno-kriterialni alohu. Ponejvice se budeme zabyvat skalarizaci

min A\ f(z) za podm. z € M. (1.3)

Mnozinu optimaélnich feSeni této tlohy budeme znacit Mop(N).

Dulezitym vysledkem jest, Ze jakékoli optimum této skalarizace s kladnymi vahami dava vzdy eficientni
FeSeni. Podotykame, Ze nepotiebujeme zadné predpoklady na tvar ic¢elovych funkci a mnoZiny pripustnych
feSeni (spojitost, hladkost, konvexita,. . .)

Véta 1.9. Plati U)\ESMopt()\) Cé.

Dikaz. Budte A € S a z* € M,y (M) libovolné pevné. Pro spor predpokladejme, Ze 2* ¢ £, tedy existuje
x € M spliwjici f(x) S f(z*). Pfednasobenim nerovnosti vektorem A\’ dostaneme AT f(z) < AT f(2*), coz
je spor s x* € Moy (A). O
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Y2 )

Y1
Obrazek 1.3: (Poznamka [[LT1]) Modfe obraz UyesMop(A), Cervené zbytek Paretovské hranice f(£).

Prekvapivé lze zesilit toto tvrzeni na vlastni eficienci.
Véta 1.10. Plati UyesMop(A) C EY.

Diikaz. Budte A € S a 2™ € Myp () libovolné pevné. Pro spor predpokladejme, ze z* ¢ EV.

Oznacme [ := (s — 1) max; ; i—; Musi tedy existovat € M a i € {1,...,s} takove, ze fi(z) < fi(z*)

a zarovedl f;(z*) — fi(z) > B(fx(z) — fr(z*)) pro vSechna k # i. Z toho plyne

fila®) = filw) > (s = )T (felw) = fula)), Yk #i.
Pfenasobenim A; a seCtenim pfes vSechna k # ¢ dostaneme

YN (fila®) = fi@) > (s = 1) D M (ful@) = fula?),
ki ki

neboli
Xi(fi(a™) = fi(@) > > M fu(e) = fu(a?)).
ki
Preusporadéanim séitanci méme

D Mefr(@®) > Mefil).
k=1 k=1
Tedy AT f(z*) > AT f(x), coz je spor s x* € My (N). O
Poznamka 1.11 (Geometricka interpretace skalarizace). Ulohu (L3)) lze vyjadfit jako
min ATy za podm. y € f(M),

¢ili minimalizujeme linearni funkci (s kladnou normélou) na mnoziné obraza f(M). To ilustruje, pro¢
Paretovska hranice vypadé jak vypadéa a pro¢ obecné takto nezrekonstruujeme celou Paretovskou hranici
(pokud je f(M) velmi nekonvexni); viz obréazek [[.3

Shrnuti. Ukazali jsme, Ze pro kazdou tlohu jest
U)\ESMopt()\) CEvCE. (1.4)

Pro konvexni tlohu dokazeme fici vice, coz bude naplni nasledujici sekce.
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Obrazek 1.4: (ditkaz véty [LI3) Oddélujici nadrovina ATy = ATy* mnozin R® (y*) a K.

1.2 Vicekriterialni konvexni programovani
Ulohou wvicekriteridlniho konvexniho programovdni rozumime tlohu (1)), tedy
min f(z) zapodm. z € M,

kde M je konvexni mnozina a fi,..., fs: R™ — R konvexni funkce.

Pro konvexni alohu plati tésnéjsi vztah v (L4). Konkrétné, kazdé eficientni feSeni je optimem néjaké
skalarizace s nezapornymi vahami. K dikazu budeme potfebovat vétu o oddélitelnosti konvexnich mnozin,
kterou pripominame v jednodussim znéni.

Véta 1.12 (O oddélitelnost konvexnich mnozin). Budte A, B C R" konvezni mnoZiny. Je-li int ANint B =
0, pak jsou mnoZiny oddélitelné nadrovinou ve tvaru X'z = p, X # 0, tedy

)\Txg,u Vo € A,
)\sz,u Vo € B.

Véta 1.13. Plati € C Uy gMopi(A).
Diikaz. Bud z* € € a y* := f(x*) jeho obraz. Déle oznac
K :={y € R%; y > f(x) pro néjaké = € M}.

Tato mnozina je konvexni (f (M) konvexni byt nemusi, proto pracujeme s touto), nebot pro kazdé aq, ay >
0, a1 + ag = 1, a pro kazdé y',y? € K existuje 2!, 22 € M takové, ze f(z!) < y', f(2?) < % Vazenym
sou¢tem téchto dvou nerovnosti dostaneme

arf(z') + aaf(2?) < any' + agy®.
7 konvexity f pak navic
flanz! + aga?) < arf(z') + aaf(2?) < ary' + agy®,

Nyni ukdzeme, ze R® (y*) N K = {y*}, viz obrazek [ Ziejmé y* € R® (y*) N K. Pro spor predpoklé-
dejme, Ze existuje y # y* takové, ze y € R® (y*) N K. Protoze y € K, existuje z € M takové, ze f(z) < y.
Protoze y € R% (y*), tak f(z) <y < y* = f(z*). To je spor s eficienci z*.

Méame tedy dvé konvexni mnoziny R® (y*) a K s prazdnym priunikem vnitika. Podle véty o oddé-
litelnosti konvexnich mnozin existuje oddélujici nadrovina, navic prochéz{ bodem y*. Nadrovina méa tedy



12 Kapitola 1. Eficientni vesent

popis ATy = ATy*, kde A # 0 je jeji normala. Bez Gjmy na obecnost necht R® (y*) lezi v zaporném a K
v kladném poloprostoru, tedy

My < X'y*  pro vechna y € R® (y*),

)
)

Z prvni vlastnosti (LI) vyplyva, ze A = 0. To snadno nahlédneme dosazenim vektort y := y*—e; € R (y*),
kde e; je i-ty jednotkovy vektor, do nerovnosti (L] postupné pro ¢ = 1,...,s. Dostaneme )\T(y* —e;) <
Ay*, 7z Gehoz ATe; > 0, neboli A\; > 0.

7 druhé vlastnosti (L6) vyplyne optimalita. Pro kazdé x € M je f(x) € K a podle (L8) je AT f(x) >
M f(2%). Tudiz x* € Myp(N). O

= =
=IRS

(
(

My > Ty*  pro viechna y € K.

Inkluze z véty [LI3] obecné jako rovnost neplati (najdéte protiptiklad). Za ur¢itych predpokladi na
jednoznac¢nost optimalnfho feSeni skalarizace ale rovnost nastava.

Véta 1.14. Bud )\ € S a necht plati Myp(N\) = {x*}. Pak z* € €.

Diikaz. Sporem necht z* & £, tedy existuje z € M takové, ze f(z) S f(x*). Piendsobenim AT dostaneme
A f(x) < AT f(2*), coz je spor s tim, Ze * je jednoznacné optimum skalarizace. O

Jednozna¢né optimum se nabyva napiiklad pro optimaliza¢ni tlohy s tcelovou funkci, ktera je ryze
konvexni. Ryze konvexni je funkce p: R™ — R, ktera spliiuje podminku

ola1z1 4+ anxa) < anp(z1) + cop(r2)

pro v8echny konvexni kombinace s x1 # 2 a ay,as > 0, a1 + as = 1. Poznamenejme, Ze linearni funkce
neni ryze konvexni, ale naptiklad funkce e* nebo z? ryze konvexni jsou.

Diisledek 1.15. Necht f1,..., fs jsou ryze konverni. Pak & = Uy gMopi(N).

Ve vété [L13] jsme ukazali, Ze kazdé eficientni feSeni je optimem néjaké skalarizace s nezdpornymi
vahami. Nyni odvodime podobny vysledek pro vlastni eficienci: kazdé vlastni eficientni feSeni je optimem
néjaké skalarizace s kladnymi vahami.

Véta 1.16 (Geoffrion [1968]). Plati £ = UxesMopt(A).

Diikaz. Inkluzi ,, 0 mame z vétry [LT0] takZe se zaméiime pouze na tu druhou. Bud z* € £V. Tedy existuje
B > 0 takové, ze pro kazdé x € M a kazdé i € {1,...,s}, pro které f;(z) < fi(z*) existuje k takové, Ze

fu(@) > fr(z*) anavic fi(z*) — fi(z) < B(fr(z) — fe(z*)), neboli
fi(@®) + Bfe(2®) < fi(z) + Bfu(2). (1.7)
Bud i € {1,..., s} libovolné pevné a definujme vektorovou funkei

fi(z) + Bfi(z)

, filz) + -ﬁfz;l(x)
F'(z) = | fi(z)
fi(z) + Bfiv1(z)

filz) + Bfs(x)
Plati, ze pro zadné x € M neni splnéna nerovnost
Fi(x) < F'(z%). (1.8)

Pokud by totiz platila, tak i-t4 nerovnost fj(xz) < fi(z*) implikuje podle vlastni eficience vztah (1),
ktery je v rozporu s k-tou nerovnici v (L7).
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Definujme g’ := F*(z*) a mnozinu
K':={y € R®; y > F'(x) pro ngjaké = € M}.
Tato mnoZina je konvexni a pro pouziti véty o oddélitelnost potifebujeme jesté ukazat
int R? (y°)) Nint K% = 0.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje y € int R® (%)) Nint K*. Protoze y € int K*, tak existuje z € M
takové, ze F(x) < y. Z vlastnosti y € int R® (y*)) zase vyplyva y < 3. Dohromady méme Fi(z) <y <
y' = Fi(x*), coz je spor s (LY.

Mnoziny R? (y%)) a K’ tedy mtzeme oddélit nadrovinou, a ta ma popis (A)Ty = (A)Ty?, kde A je jeji
norméla znormovana 3 7_, |)\;| = 1. Bez tjmy na obecnost necht R? (y%) lezi v zdporném a K’ v kladném
poloprostoru, tedy

< ()\i)TyZ pro vsechna y € R*® (yz)’
> ()T

(A"

Yy
(AHTy pro viechna y € K°.

Analogicky jako v ditkazu véty [LI3] vyplyva z prvni vlastnosti, ze A\* € S. Z druhé vlastnosti pak plyne,
7e pro kazdé x € M je (\)T Fi(x) > (A)T Fi(x*), neboli

SN filx) + ) BN (@ >foz )+ > BN fi(a
j=1

JF#i J#i

Protoze » %_; A’ = 1, nerovnost se zjednodusi na

T)+ > BN fi(@) > fila®) + > BN fi(a”

JF#i J#i
Sectenim vSech téchto nerovnic pro i = 1,..., s ziskdme
S
D @)+ Y BN fiw) Zfz + D BASE)
i=1 i,J,571 1,5,771

Pfejmenovanim indext
S fi@)+ Y BN fila Z fila®) + > BN i)
=1 1,5, 71 1,7, 71

a dpravou mame

ZS: <1 + 2 mj) fiz Z (1 D mg’) fi(z™).

1=1 =1

Pokud oznac¢ime A} := 143", ﬁ)\f >0proi=1,...,s, tak nerovnost ma tvar (\*)7 f(z) > (A\)T f(z*).
To znamena, ze x* € My (X*), kde A* € S. O

Shrnuti: Ukazali jsme, Ze pro kazdou konvexni tlohu jest
UresMopt(X) =EY CE C U)\egMopt()\). (1.9)
Pro tlohu s ryze konvexnimi d¢elovymi funkcemi navic plati

U)\ESMopt()\) - EU g &= U)\EEMopt()‘)'
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Podminky optimality
Pripomenme nejprve obecné podminky optimality Fritze Johna pro jednokriteridlni tlohu
min ¢(z) za podm. g(z) <O0. (1.10)
Zde p: R" - R ag: R®" - R™.
Véta 1.17 (Fritz John, 1948, nutné podminky optimality). Bud z* lokdini minimum dlohy (II0). Pak
existuje p € R a v € R™ takové, Ze
p=0,v>0, (nv)#0,
pV () + v Vg(a*) =0,
vTg(z*) =0.
Piipomeiime, Zze podminka v g(xz*) = 0 se nazyva podminka komplementarity, protoZe ekvivalentn&

fika, ze pro kazdé i = 1,...,m je v; = 0 nebo g;(z*) = 0.
Zobecnéni podminek na vicekriterialni konvexni tlohu

min f(z) za podm. g(z) <0. (1.12)
kde f: R"™ — R% a g: R™ — R™, je snadné pomoci véty [[L13]
Véta 1.18. Bud x* eficientni feSeni konvexni ulohy (I13). Pak existuje A € R® a v € R™ takové, Ze
A>0,v>0, (\v)#0,
MV f(a*) +vTVg(z*) =0,
vTg(z*) = 0.
Diikaz. Z véty [LI3] vime, Ze eficientni FeSeni z* je optimem tlohy
min p? f(x) zapodm. g(z) <0
pro uréité pu € S. Aplikaci véty Fritze Johna dostaneme vysledné znéni. O

Karush-Kuhn-Tuckerovy (KKT) podminky pro jednokriterialni ulohu (ILI0) pfipomeneme v nésledu-
jici variant& se Slaterovou podminkou (existence vnitiniho bodu z° : g(z%) < 0). KKT podminky ilustruje
obréazek [[5 Geometricky KKT podminky fikaji, Ze zaporny gradient ucelové funkce —Vp((x*) lezi v nezé-
porném kuzeli, generovaném gradienty Vg;(z*) aktivnich podminek (tj. téch i, pro které g;(x*) = 0). Pro
neaktivni podminky (tj. g;(z*) < 0) je v; = 0, ¢imZz dosdhneme splnéni posledni z podminek — podminky
komplementarity v7g(z*) = 0.

Véta 1.19 (KKT nutné podminky optimality). Bud z* lokdlni minimum lohy (ZI0). Necht funkce g;j(x),

j € {k; gr(z*) = 0}, jsou konvexni a necht existuje vektor x° takovy, ze g(z°) < 0. Pak existuje v € R™
takové, Ze plati podminky

v

1%
*

)
)

Vep(a®) + v V(o

0,
0,
vTg(z*) = 0.

Zobecnéni KKT podminek na vicekriteridlni pripad je opét primocaré. Poznamenejme, Ze uz v puvod-
nim ¢lanku [Kuhn and Tucker [1951] autofi v zasadé uvazuji vicekriterialni alohu.

Véta 1.20. Bud x* eficientni Feseni konvexnt tlohy (I12) a necht g(z°) < 0 pro uréity vektor z°. Pak
existuje A € R® a v € R™ takové, Ze
eSS, v>0,
ATV f(a*) + v Vg(a*) = 0,
vTg(z*) = 0.
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y
Y

Obrazek 1.5: KKT podminky: zaporny gradient ucelové funkce —Vp((2*) leZi v nezaporném kuzeli, gene-
rovaném gradienty Vgi(z*) a Vgo(z*) aktivnich podminek.

Diikaz. Podle véty [L13 eficientni feSeni z* je optimem tlohy
min AT f(z) za podm. g(z) <0
pro urcité A € S. Zbytek plyne aplikaci véty o KKT podminkéch. U
Postacujici KKT podminky maji nasledujici podobu.

Véta 1.21 (KKT postacujici podminky optimality). UvaZujme konvezni wlohu (I10). Pokud pro dany
pripustny bod x* plati KKT podminky

v

14
*

)
)

Vo(x*) + uTVg(x

0,
0,
vTg(z*) = 0.

pak x* je optimdlni FeSend.
Zobecnéni pro vicekriterialni tlohu:

Véta 1.22. Uvazujme konvexni dlohu (IL13). Pokud pro dany pfipustnyg bod x* plati KKT podminky

AeES, v>0,
NV f(z*) + v Vg(a*) =0,
vIg(z*) = 0.

pak x* je vlastni eficientni vesent ulohy (L12).
Diikaz. Podle véty [L2T1 o KKT podminkach je z* optimalnim feSenim tlohy
min A\ f(z) za podm. g(z) <0,

a podle véty [LT0 je pak vlastnim eficientnim feSenim ulohy (L12)). O

1.3 Vicekriterialni linedrni programovani
Ulohou wicekriteridlniho linedrniho programovdni rozumime tlohu

min Cz za podm. z € M, (1.18)
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kde C € R**™. Mnozina piipustnych feSeni M je konvexni polyedr, popsan napiiklad jako
M ={x e R"; Az = b, = > 0},

kde A € R™*"™ a b € R™.
Nejprve ukazeme uzite¢nou charakterizaci eficientnich reSeni. Neni tézké nahlédnout, Ze podobné tvr-
zeni bude platit, i kdyz ucelovou funkci e’y v (LI9) zménime na A7y, kde A > 0 je libovolné.

Véta 1.23 (Charnes & Cooper, 1961, Ecker & Kouada, 1975). Bud 2° € M a uvazujme vilohu linedrniho
programovant

max e’y za podm. z e M, Cx+y=Cz® y>0. (1.19)

Pak plati:
(1) 2° € & prdve tehdy, kdyz viloha (I19) md optimdini hodnotu 0; optimdini Fesent je pak (z°,0),
(2) je-li (z*,y*) optimdlni FeSeni (L13), pak z* € £.

Diikaz.

(1) ,,=* Pro spor necht existuje pipustné feseni (z*,y*), spliwjici e’ y* > 0. Pak z rovnosti Cz* 4y =

Cx0 plyne Cz* S Cx¥, coz je spor s eficienci z°.

»<=" Pro spor necht ° nenf eficientni, tj. existuje z € M takové, ze Cz S Cz°. Definujeme-li y :=
Cx? — Cx, pak (x,y) je piipustné fefeni tlohy (LI9) a navic e’y > 0. To je spor s predpokladem,
Ze optimalni hodnota je 0.

(2) Pro spor necht z* neni eficientni, tj. existuje z € M takové, ze Cx S Cx*. Definujeme-li y :=
Cx® — Cz, pak (x,y) je piipustné fefeni tlohy (LIT) a plati y = Cz° — Cx = C2® — Cz* = y*,
tedy eTy > eT'y*. To je spor s optimalitou (z*, y*). O

V na8i postupné budované charakterizaci eficientnich feSeni pomoci skalarizacnich tloh postoupime
o dalsf krok tim, ze do ni zahrneme linearni pripad.

Véta 1.24 (Isermann, 1974). Plati UyesMope(N) = €.

Diikaz. Inkluzi ,,.C“ méame z véty [L9) proto se zaméfime na tu druhou. Bud 20 € &, pak podle véty [[23]

mé tloha (LI9), tj.

max e'y zapodm. Az =0b, Cz+y=Cz’, z,y>0.
optimaln{ feseni (2°,0). Uvazujme dudlni tlohu

min b7 u+ (Cz%) v za podm. ATu+CTv >0, v>e.
Protoze je primérni uloha vzdy pfipustnd, ma duélni tloha optimalni feSeni (u*,v*) a plati rovnost opti-
malnich hodnot b7 u* + (C2°)Tv* = 0.

Ziejmé zustane u* optimélnim feSenim dualni tlohy i kdyZ zafixujeme v := v* a tloha bude mit tvar
min b7u za podm. ATu > —CTo*.
Protoze mé tato tloha optimum, bude jej mit i k ni dualn{ aloha
max —(CTv*)Tz za podm. Az =b, > 0.

Navic optimalni hodnoty se rovnaji a maji hodnotu b"u* = —(Cz%)Tv* = —(CTv*)T2". Tim padem je

20 pFipustné feSeni této tlohy, které nabyva optimalni hodnoty, tedy je optimem. Proto z° € Moyt () pro
A=0v*>e. O
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Pro ulohy vicekriteridlniho linearniho programovani muZzeme tedy fetizek inkluzi (L9) jesté utdhnout
a dostavame vztah

Unes Mopt(A) = ¥ = € C Uy cgMopt(N)-
Inkluze napravo se obecné jako rovnost nabyvat nemusi.
Priklad 1.25. Uvazujme dvoukriteridlni alohu
min (z1,z2) za podm. x1,x9 > 0.
Ziejmé € = {(0,0)}, ale Uy .gMopt(A) tvoii celou hranici nezaporného kvadrantu. Napiiklad pro A = (1,0)
je Mope(X) = {(0,t); t > 0}, coz predstavuje nezdpornou ¢ast osy xa. O
Isermannova véta jesté Fekne néco vice o tloze (LI9).
Véta 1.26. Uloha (I19) neomezend prdve tehdy, kdyz € = (.
Diikaz. = Pro spor piedpokladejme, Ze 2! € £, tedy podle véty existuje A > 0 takové, ze
Mozt < TCx Voe M. (1.20)
Dale, z neomezenosti plyne, ze pro kazdé a € R existuje € M a piislugné y takové, ze Cx +y = Ca a
ely > . Oznadime-li Apin := min; A; > 0, pak dostavame
My > Apine”y > Amincv.
Substituci y = C2® — Cx pak méame
M(Cz® — Cz) > Apincv,
neboli
MOz < ATCx0 = Apinv.

To je spor s (L20), fikajici, Ze AT Cz je zdola omezené.
»<=“ Je-li pro spor uloha (I.I9) omezen4, pak (protoZe je piipustni) musi mit optimum. Podle
véty [L23)(2)] je toto optiméalni FeSeni eficientnim. O

Poznamka 1.27. Véta [L23 (s vétou [L26) poskytuje tzv. fail-safe zptsob nalezeni eficientniho Fegeni.
Pokud & # (), tak vzdy eficientni feSeni najdeme. Na druhou stranu, skalarizaci pomoci vaZzeného souctu
sice také dostaneme eficientni feSeni, ale muzZe se stéat, ze pri konkrétni volbé vah je skalarizace neome-
zena (prestoze € # ()). Tento nedostatek lze napravit tak, ze uvazujeme pouze vhodné vybéry vah, aby
skalarizace nebyla neomezena. To jest, dualni loha musi byt pripustna, neboli soustava

ATy < T, Ax>e
musi byt TeSitelna.
Jak vypad4 mnozina p¥ipustnych feSeni £ geometricky?

Véta 1.28. MnozZina eficientnich teSeni £ je uzaviend, souvisld a tvori ji sjednoceni nékolika na sebe
navazugicich stén polyedru M .

Dikaz. Vime z Isermannovy véty, ze UxesMopt(A) = . Protoze My,t()\) je uzavienou sténou M, je €
sjednocenim nékolika uzavienych stén.

Zbyva ukazat, Ze tyto stény na sebe navazuji. Uvazme proto zi,x2 € £. Jim odpovidaji A, s € S
takové, ze x1 € Mopt(A1) a £2 € Mopi(A2). Uvazujme dale tsecku

)\(t) =\ + t()\Q — )\1) es, te [0, 1].

Z teorie parametrického programovéani (viz poznamka [[229) plyne M,y (A) # 0 pro vSechna ¢ € [0,1].
Interval [0, 1] se navic rozpadne na takzvané obory stability

[0, 1] = U?Zl[ti_l,ti], to=0, tx = 1.

Kazdy obor stability [t;—1,t;] pFislusi jedné bazi, ktera je optimalni pro v8echna ¢ € [t;_1, ¢;]. Navic sousedni
obory stability prislusi sousednim bazim, tudiz jim odpovidajici vrcholy na sebe navazuji skrze hranu. Ty
nam daji po ¢astech linearni k¥ivku v &€ spojujici x1 a x9; viz obrazek O
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—At)TC

—\to)T'C

—\t3)T'C

Obrazek 1.6: (dikaz véty [L28) Body x1, z2 spojené kiivkou (modfe) v €. Vrcholy na kiivce jsou optiméalni
feseni skalarizace pro pfislusny interval [¢;—1,t;]. Hrany na kfivee jsou optimélni pro hodnoty ¢;.

Geometrie £ z pohledu parametrického programovani

Diky Isermannové vété [L24] 1ze eficientni FeSeni vyjadfit ekvivalentné pomoci skalarizaci s kladnymi va-
hami. Uvazujeme-li vahy A jako parametry, mizeme strukturu mnoziny eficientnich feSeni £ nahlédnout
z pohledu parametrického programovani |Grygarova, [1994; Nozicka et al., [1974|.

Poznamka 1.29 (Parametrické programovani a obory stability). Uvazujme nejprve tlohu linedrniho
programovéani, pro geometrickou nazornost jako maximaliza¢ni

max plz za podm. Az =b, >0, (1.21)

kde u € R™ je vektor parametri. Piredpoklddejme, Ze je pfipustna. Otazka zni, pro které hodnoty p ma
optimum (tedy je omezena)?
Oznacme

A= {p € R"; (L2I) mé optimum}.

Je znamo, Zze mnozina neomezenych sméri R polyedru M je popsana omezenimi Ax = 0, = > 0 a
predstavuje konvexni polyedricky kuzel. Jsou-li h;, ¢ € I, vektory jeho hran, pak A pfedstavuje polarni
kuzel k R a je popsany

A={peR™ hln<o0,icl}.

Ma-li dloha (L2]) optimum, pak se nabyde v aspoii jednom z jeho vrchold; oznaéme je xy, k € K. Pak
Ize psat
A = Ukex Ak,
kde
A = {p € R"; (LZI) ma optimum v zy}.

Ozna&ime-li jako h;, i € I(xy), vektory ve sméru hran, vedoucich z vrcholu xy, pak plati
Ae={p eR™ hI'n <0, i€ I(x)},

viz obrazek [T
Vratime ze zpét ke skalarni tloze vicekriterialniho programovéni (LIS) substituci p := —CT\. Tudiz
mnozina

A ={\eS;hICT >0, icI}
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./42 -Al
A3

Obrézek 1.7: (poznamka [[.29) Napravo kuZel R neomezenych sméri polyedru M a duélni kuzel A rozdé-
leny na jednotlivé pod-kuzele Aj. Kuzel A predstavuje mnozinu vektort ucelové funkce, pro které se xyp
nabyde jako optimum (vlevo).

A3
A2 A
16 A, 1
A,27 €2
S Alja x3
0 1 A

Obrazek 1.8: (poznamka [[30) Obory stability mnoziny vah S pro s = 2 a pro s = 3.

popisuje mnozinu vah A € S, pro které skalarizace vede na omezenou tlohu, a mnozina
L={\€S;hICTAN>0, i I(xp)}

popisuje mnozinu vah A € S, pro které skalarizace vede na tlohu s optimem v xy.
Tento postup je mozno také pouzit k nalezeni mnoziny £. Existuji i jiné postupy, napiiklad vicekrite-
ridlni simplexova metoda [Ehrgott, 2005].

Poznamka 1.30 (Vizualizace vah a obort stability). Mnozina vah S pfedstavuje v prostoru R* takzvany
simplex (bez hranice), coZ je konvexni polyedr s pravé s + 1 vrcholy. Pro s = 2 mé tvar asecky a obory
stability A} z poznamky predstavuji pod-tisecky. Pro s = 3 ma S tvar trojuhelniku a obory stability
Aj. jsou pak mnohothelniky v tomto trojuhelniku. Hrany dotyku dvou mnohothelniki odpovidaji situaci,
kdy je optimalni cel&d hrana, spojujici odpovidajici dva vrcholy. Podobné bod dotyku t¥i mnohothelnikt
odpovidéa situaci, kdy je optimalni cela sténa, uréené odpovidajicimi t¥emi vrcholy. Obory stability se pak
typicky znazornuji jak je uvedeno na obrazku [L.8
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Kapitola 2
Pristupy k reSeni

Tato kapitola je vénovéna riznym metodam na feSeni tloh vicekriteridlniho programovani. V zésadé lze
podle [Hwang and Masud, 1979 rozdélit metody do ¢tyt kategorii:

I. Informace od uzivatele Zzddné nemame.

II. Informace od uZzivatele (dulezitost jednotlivych funkei atp.) dostaneme pred formulaci problému.
III. Informace od uzivatele dostaviame béhem vypoctu, jedna se tedy o algoritmy dialogu.
IV. Informace od uzivatele dostaneme az po skonceni vypoctu.

Pokud neni feceno jinak, uvazujeme standardni alohu (1), tj.

min f(z) za podm. z € M.

2.1 Metody typu I.

Tyto metody jsou vytvoreny pro situaci, kdy od uZivatele neméme zadné dodate¢né informace.

Aby byly jednotlivé ucelové funkce porovnatelné, pouziva se v linedrnim vicekriterialnim programovani
minge s Cx tzv. skalovani |Steuer, 1986, sekce 8.4|. Toto skalovani pfenasobi normalové vektory kritérii
tak, aby méli normu 1, ¢ili i-ty fadek Cj;, matice C' nahradime radkem mC,* Typicky se pouZiva
eukleidovska nebo maximova norma.

2.1.1 Metoda globalni cilové funkce

Zakladni myslenkou této metody je najit FeSeni, které je co nejblize idedlni hodnoté. Spocitej idealni
hodnoty

E::gr:reli]\r/} filx), i=1,...,s.

Pokud tedy existuje idealni feseni ! € M, tak f(z!) = F.
Metoda globdlni cilové funkce pak vede na tlohu

min ||f(z) — F| za podm. z € M.
Aby proménné byly bezrozmérné a nezalezelo tedy na skalovani jednotek, uvazuje se ¢asto varianta
min H(W”%)H za podm. x € M. (2.1)

Zde pfedpokladejme, ze F' > 0.
Za normu se nejcastéji voli p-norma, které je definovana

]l = (20 Ja )"/

21
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(a) Souc¢tova norma (p = 1). (b) Eukleidovska norma (p = 2).

(¢) Maximova norma (p = 00). (d) Maximova norma a vice FeSeni (p = 00).

Obrazek 2.1: Geometricky pohled na metodu globalni cilové funkce jako na nalezeni nejblizsiho feSeni
k idealnimu bodu F' pro riiznou volbu p-normy.

v

pro p > 1. Nejcastéjsi je volba p € {1,2, 00}, pfiemz hodnotou p = oo se rozumi limitni pfechod, ktery
da

|2l == max |z].
i=1 n

=1,...

Protoze p-t4 odmocnina je rostouci funkce, staci pro nalezeni optiméalniho feSeni uvazovat p-tou moc-
ninu z normy, ¢imz se () zjednodusi na

F;

min Y (M>p za podm. z € M. (2.2)

Geometricky pohled na metodu globalni cilové funkce je ilustrovan na obrazku 2.1] pro rtzné volby norem.

Volba p =1. V tomto pfipadé ma (Z.2) tvar
min Y7, %;Fl za podm. x € M.

Je-li ptivodni tloha vicekriteridlniho programovéani linearni, pak i tato tloha je linedrnim programem.
Podobné pokud je ptivodni tloha konvexni, pak opét dostdvame konvexni optimalizacni Glohu.

Volba p = 2. Nyni ma (2.1) tvar
2
min Y (%ﬂ) za podm. z € M.
Je-li ptivodni tdloha vicekriteridlntho programovéni linedrni, pak tato tloha uz line4drni neni, ale aspon

bude konvexni kvadratickou tlohou. Pokud je ptuvodni tloha konvexni, pak opét dostdavame konvexni
optimalizacni tlohu, protoZe druha mocnina nezaporné konvexni funkce je konvexni.
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Volba p = co. Zde ma (2.2) tvar

min max;—1,.. s w za podm. = € M.
1

Tuto tlohu miizeme piepsat to jednodussi podoby
min ¢ za podm. x € M, fi(x)—F;, <F;-t,i=1,...,s.

Je-1i pivodni tloha vicekriteridlniho programovéni linearni, pak i tato tloha je linedrni. Pokud je ptivodni
tloha konvexni, pak opét dostavame konvexni tlohu.

Po teSseni metodou globalni cilové funkce prirozené pozadujeme, aby bylo eficientni. To za celkem
obecnych pfedpokladt plati.

Véta 2.1. Resent ulohy (22) je eficientni pokud
(1) 1 <p < oo, nebo

(2) p =00 a FeSeni (2.2) je jednoznacné.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze FeSeni x* tlohy (2.2)) neni eficientni. Tudiz existuje x € M takové, Ze

f(z) S f(«*). To znamen4, Ze pro vSechna i = 1,...,s plati
filz) = F; < filz") = F;
F; - F;

a aspoil pro jedno ¢ plati ostra nerovnost. V zavislosti na p budeme dale odvozovat z téchto nerovnosti.

(1) Nyni odvodime

a dale

K3

i(x)—F; \P (z)—F; \P
> i1 <%) < <%) )
coZ je spor s tim, Ze x* je optimum (Z2]).

(2) Zde odvodime

max;—1,.. s 7“% t < maxi—1,..s prz o

coZ je opét spor s tim, Ze z* je jednoznacné optimum (Z2]).
O
V piipadé p = oo je zapotiebi jednozna¢nost a feSeni (22). Jak ukazuje obrazek 2.Idl v opa¢ném
pripadé nemusi byt FeSeni eficientni.

Priklad 2.2 (Linearni regrese). Podivejme se na linearni regresi z pohledu vicekriterialni optimalizace.
Uvazujme pfeuréenou soustavu rovnic Az = b, kde A € R™*" b € R™. Tato soustava typicky nema
feSeni, tudiz hledame priblizné feSeni. Pfirozené je hledat takovy vektor x, pro ktery je nejmensi rozdil
mezi levou a pravou stranou, to vede na vicekriterialni ilohu

min |Ax —b| za podm. z € R",

kterd méa m ucelovych funkci. Jak bude feSit tuto tlohu metoda globélni cilové funkce? Idealni bod je
F =0, coz vede na tulohu

min ||Az —b||, za podm. z € R".

To je standardni postup FeSeni tlohy linearni regrese. Pro p = 2 se postup redukuje na metodu nejmensich
¢tvercii. I dalsi volby p € {1, 00} maji své opodstatnéni, napiiklad v robustni regresi. O
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Obréazek 2.2: Ilustrace Bensonovy metody: hledame nejvzdalenéjsi bod od f(z*) v kuZelu dominujicich
smer.

2.1.2 Bensonova metoda

Tato metoda vyuziva optimalizacni Glohu
max e’y za podm. z € M, y= f(z*) — f(z), y >0, (2.3)

kde x* € M je dané piipustné feSeni. Hledame tedy v mnoziné f(M) nejvzdalendjsi bod k bodu f(z*), a
to v kuZelu dominujicich smérii k f(z*) a za pouziti souc¢tové normy, viz obrazek

Je snadné nahlédnout, Ze pro vicekriteridlni linedrni tilohu mé tato tloha tvar linearniho programu.
Pokud je puvodni tloha konvexni, pak tloha (2.3)) jiz byt nemusi diky podmince y = f(2*)— f(x). Nicméné,
konvexitu lze zachovat tim, Ze tlohu prepiSeme na ekvivalentni tvar

max e’y za podm. = € M, y < f(z*) — f(x), y > 0.

Uloha (Z:3) v zasadé zobeciuje tilohu (LIJ) z vicekriteridlniho linearniho programovani a ma i podobné
vlastnosti. Otestuje, zda je dany bod x* eficientni, najde eficientni feSeni a za celkem obecnych predpokladi
dokéze i rozhodnout o prézdnosti mnoziny eficientnich reSeni.

Véta 2.3. Plati x* € £ prdvé tehdy, kdyz optimdlni hodnota (Z-3) je 0.

Diikaz. ,=“ Sporem necht je optimalni hodnota kladn4, tedy existuje pfipustné feseni (z,y) takové, ze
el'y > 0. To ale znamena, 7e f(z*) — f(z) =y = 0, z &ehoz f(x) S f(a*), spor. ,,<=* Sporem necht z* & &,
tedy existuje x € M takové, ze f(x) S f(z*). Definuj y := f(2*) — f(x), pak (z,y) je pfipustné feSeni pro
23), ale s vétsi kriteridlni hodnotou e’y > 0, spor. O

Véta 2.4. Bud (2°,9y°) optimdini vesen 1ilohy (2.3). Pak 2° € £.

Diikaz. Sporem necht 20 & &, tedy existuje z € M takové, ze f(z) S f(2°). Definyj y := f(x*) — f(z) =
f@@*) = f(a°) =y° > 0, pak

ey =e' (f(2") = f(@)) > " (f(2") = [(2")) = €'y,
To je spor s optimalitou (x°,°). O

Prazdnost mnoziny £ lze z ulohy (2.3]) rozpoznat jen za ur¢itych predpokladii. Jak ukazuje obrazek 2.3
uzavienost mnoziny f(M) je podstatna pro neexistenci eficientniho feSeni.

Véta 2.5 (Benson, 1978). UvaZujme ilohu konvexniho vicekriteridlniho programovdni a necht (2.3) je
neomezend. Pak



2.2. Metody typu II. 25

?
[
I
[
[
[
I
I
[
[
[
1

Obrézek 2.3: Ilustrace Bensonovy metody: hledame nejvzdéalenégjsi bod od f(z*) v kuZelu dominujicich
smeérd.

(1) g =1,
(2) €=0, je-li f(M) uzaviend.

Diikaz. Dokazeme jen prvni ¢ast, pro druhou viz napf. [Ehrgottl [2005]. Sporem necht existuje 20 € £v.
Podle véty je 20 optimem tlohy mingeps AT f(x) pro uréité A > 0. Definujme Api, := min; A; > 0.

7 neomezenosti tlohy ([2.3) plyne, Ze pro kazdé K > 0 existuje x € M takové, 7e el (f(z*)— f(z)) > K.
7 toho odvodime

N(f(@*) = (@) 2 Amine” (f(27) = f(2)) > Amin K.
Po dosazeni K := A1 A\T(f(z*) — f(2")) do této nerovnosti dostaneme
N(f(@*) = f(@) > AT (f (") = f ("),
z cehoz AT f(z) < AT f(20). To je spor s 2% € Mpi(N). O
Poznamka 2.6. Uloha (Z3) Ize ekvivalentné vyjadiit jako
max [ly[1 za podm. z € M, y = f(z*) - f(x), y > 0.

V principu mtizeme uvazovat i jiné normy nez jen souc¢tovou, ale vysledné tloha bude v kategorii konkévni
optimalizace (maximalizujeme konvexni funkci) a nemusi tudiz byt efektivné fesitelna. Jedind schiidna
varianta je jeSté ta s maximovou normou

max—1,..s {max y; za podm. z €M, y= f(z*) - f(x), y >0},

ale i ta vyzaduje feSit s pomocnych optimaliza¢nich tloh.

2.2 Metody typu II.

Zde rozebirame piistupy k FeSeni ulohy vicekriterialni optimalizace mingeps f(x) pro situace, kdy mame
predem od uzivatele néjakou dodate¢nou informaci. Ta se muze tykat preferenci pro kritéria, nastaveni
vah kritériim atp.

2.2.1 VazZeny soucet
Uvazujme skalarizaci
min AT f(z) za podm. z € M,

kde A > 0 jsou konkrétni vahy nastavené uzivatelem. Vime, Ze optiméalni feSeni je vzdy vlastni eficientni
feseni pokud jsou vahy kladné (véta [[LI0) nebo pokud je optimalni feSeni jednozna¢né (véta [L14]).
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€1 €1

min f>(z)

Obrazek 2.4: Ilustrace metody e-omezeni pro k = 2. Vlevo jednoznac¢né reseni, které je eficientni. Napravo
vice optimalnich FeSeni (modie), z nichZ pouze levy kraj tsecky je eficientni.

2.2.2 Goal attainment

Tato metoda (F.W. Gembicki, 1974) je podobna metodé globalni cilové funkce (sekce ZI.I)). V urcité
normé chceme dosdhnout acelovymi funkcemi jistého cile G € R®. Cilovy vektor G je dany uZivatelem a
tento postup vede na tlohu

min ||f(z) — G| za podm. x € M.
Zde se nejcastéji pouzivd maximova norma. Pak tloha

min || f(z) — G|lc za podm. z € M
se da vyjadrit jako

min y zapodm. x € M, fi(x)—G; <y, i=1,...,s.
Zde je moZzné i varianta, kdy uzivatel navic prifadi vahy jednotlivym kritériim, coz vede na tlohu
min [|(A1(f1(z) = G1),..., As(fs(2) — Gs))|| za podm. = € M,
kde A > 0 je dany vektor vah. V maximové normé pak mame ekvivalentni vyjadieni
min y za podm. z € M, N(fi(z) —G;) <y, i=1,...,s.

Poznamka 2.7. Pokud G; < mingeps fi(z) (to znamend, Ze pokud cilové hodnotu jsou mensi nez idealni
bod F'), potom feSeni metodou goal attainment mé stejné vlastnosti jako feseni metodou globélni cilové
funkce. V opa¢ném piipadé feSeni nemusi byt eficientni.

2.2.3 Metoda s-omezeni

Metoda e-omezeni (Haimes, Lasdon, Wismer, 1971) je nejvyznaéngjsi metodou kategorie metod typu II.
Méjme zadané hodnoty €1, ..., &5, coz jsou nejvyssi ptijatelné hodnoty pro jednotlivé kritéria. Pro predem
vybrané k € {1,...,s} pak fesime tulohu

min fi(z) za podm. z € My, (2.4)
kde

viz obréazek 2.41
Pro tlohu vicekriteridlni konvexni optimalizace dostaneme konvexni problém a podobné tloha vicekri-
terialni linearn{ optimalizace se redukuje na linedrni programovani. Tudiz tloha ztstava stejného typu.
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Obrazek 2.5: (Priklad 2.I3]) Eficientnich feSeni je nekoneéné mnoho, ale lexikografickd metoda nevyda
feSeni, protoze tiloha je neomezena.

Véta 2.8. Bud z* jednoznacné tesent ulohy (24)). Pak x* € €.

Diikaz. Sporem necht existuje z € M takové, ze f(x) S f(z*). Pak x € M}, a navic fy(z) < fr(z*), coz je
spor s jednoznac¢nou optimalitou z*. O

Véta 2.9. Bud z* € M. Pak x* € & prdvé tehdy, kdyz existuje € € R® takové, Ze x* je optimdlnim FeSenim
dlohy (27)) pro kazdé k € {1,...,s}.

Diikaz. ,=* Poloz ¢ := f(z*) a bud k € {1,...,s}. Pro spor predpokladejme, Ze x* neni optimem
tlohy (24). Tudiz existuje z € My takové, ze fr(z) < fr(z*). ProtoZe ale pro vSechna i # k plati
fi(z) <e; = fi(x*), tak dostavame f(x) S f(z*), spor.

»<" Sporem necht z* ¢ £. Pak existuje z € M takové, ze f(z) S f(z*). To znamena, ze f(z) < f(z*)
a existuje index k takovy, ze fr(x) < fr(x*). Pak ale x € M} a da lepsi hodnotu ucelové funkce ulohy
([24]), coz je spor s optimalitou z*. O

Priklad 2.10 (Testovani statistickych hypotéz). Casta statisticks tloha je testovani hypotézy Hy oproti
alternativé Hi. Objevuje se v riznych oborech — v zemédélstvi mizeme testovat zda nové hnojivo mé pri-
kazny vliv na vynos, v mediciné zda novy 1ék snizuje hladinu cholesterolu pod urcitou mez, ¢i v pramyslu
zda Zzivotnost zarovek je alespon urcitad doba.

Pfi testovani mohou nastat dva typy chyb. Chyba prvniho druhu (pravdépodobnost «) je ta, Ze hy-
potéza plati, ale my ji zamitneme. Chyba druhého druhu (pravdépodobnost ) je naopak ta, Ze hypotéza
neplati, ale my ji nezamitneme. Chceme minimalizovat obé chyby, ale protoze se chyby navzijem vylucuji,
je potfeba na to pouzit metody vicekriteridlni optimalizace. Konkrétné se pouziva metoda e-omezeni s tim,
7e se stanovi, aby chyba prvniho druhu byla napftiklad nanejvys o = 5% a chceme minimalizovat 3. To
pak vede na urcéitou hrani¢ni hodnotu dané statistiky, pod kterou hypotézu nezamitame a nad kterou ji
uz zamitneme (ve statistické hantyrce ,zamitame na hladiné o), viz obrazek O

Piiklad 2.11 (Problém vybéru portfolia). Jedna se o ucebnicovy piiklad pouziti konvexniho kvadratic-
kého programovani. Prikopnikem v této oblasti byl Harry Markowitz, nositel Nobelovy ceny za ekonomii
z roku 1990, i kdyz jeho vysledek je z uz roku 1952.

Zakladni tloha zni: Mame kapital K a miZeme investovat to n investic, investice i vynese ¢; jednotek
penéz. Problém nalezeni optimélniho portfolia investic vede na trivialni tilohu linearniho programovéani

max ¢ z zapodm. ez =K, > o.

Vynos investic ale nebyva znamy dopredu a modeluje se jako ndhodné veli¢ina. Necht nahodny vektor

¢ mé stfedni hodnotu ¢ := Ec a kovarianéni matici ¥ := cove = E (¢ — é)(c — )T, ktera je positivné
semidefinitni (to se nahlédne snadno, nebot pro kazdé z je 7Yz = Ex” (c—¢&)(c—&)Tx = E (27 (c—¢)% >
0). Pak pro redlny vektor z € R™ mame, Ze stfedni hodnota ¢’z je E(c’'z) = ¢’z a rozptyl ¢’z je

var(c'z) = 27 S
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Chceme maximalizovat stfedni hodnotu vynosu, ale zarovein minimalizovat risk. To vede na vicekrite-
ridlni alohu
max (ETx, —xTEx) zapodm. ez =K, z > o.

Metoda e-omezeni pak redukuje problém na tlohu
max ¢z zapodm. z'¥zr <a, elz =K, > o,

kde a > 0 je parametr averze viici riziku zadany uzivatelem. Konservativnéjsi uzivatelé voli nizsi hodnotu
(vede spis na investice do dluhopisti), zatimco vy$si hodnotu voli odvaznégjsi uzivatelé (vede spis na investice
do akcii). ]

2.2.4 Lexikografickd metoda

Zatimco dosavadni metody byly zaloZzené na redukci vicekriteridlntho problému na jednokriteridlni, nyni se
setkdme s metodou zaloZenou na jiném principu. Zakladni mySlenka je zavést na prostoru R® tiplné uspofa-
dani. Konkrétné pouzijeme lexikografické usporadani. Pro vektory a,b € R® fikdme, Ze a je lexikograficky
mensi nez b pokud pro néjaké k plati

ap =by,..., ap = by, apy1 < by1.

Ulohu minge s f(x) pak lexikografickou metodou fesime tak, Ze hledame lexikografické minimum vektorové
funkce f(x) na mnoziné M. Zkraceng,

lexmin f(x) za podm. x € M.

Prakticky muzeme lexikografické minimum najit iterativnim procesem, kde v k-té iteraci minimali-
zujeme k-té Kriterium na mnoziné optimélnich hodnot v predchozich kritérii. Konkrétné, definuj k := 1,
My := M a tes tlohu

min fx(x) za podm. x € M.

Je-li optimum z* jednoznacné, konéime. V opacném piipadé definujeme

M1 = {x € My; fr(x) = fk(xk), k =k+1
a postup opakujeme.
Véta 2.12. Optimding TeSend x* je eficientnd.

Diikaz. Sporem necht existuje x € M takové, ze f(z) S f(z*). Pak f(x) je lexikograficky mensi nez f(z*),
Spor. O

Priklad 2.13. Véta sice zarucuje, Ze optimalni reSeni je eficientni, ale miiZe se stat, ze £ # () a presto
lexikografickd metoda nemé optimalni Feseni. Uvazujme napiiklad tlohu

min <_21 _21> x za podm. x > 0.

Eficientnich feSeni je nekonecné mnoho, jsou to nezaporné ¢asti sourfadnych os. Lexikografickd metoda ale
nevyda FeSeni, protoZe prvni (i druha) tcelova funkce je neomezend na mnoZiné piipustnych FeSeni, viz
obrazek O

Je vidét, Ze metoda je velmi citliva na pofadi uc¢elovych funkci, kdy prvni z nich priklada neomezené
velkou vahu a na ostatnich zavisi jen okrajové. Proto se metoda pouZivé jen ve specidlnich pripadech nebo
v kombinaci s jinymi pristupy, viz sekce 2.2.5] o cilovém programovani.
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Obrazek 2.6: (Priklad 2.I3]) Eficientnich feSeni je nekoneéné mnoho, ale lexikografickd metoda nevyda
feSeni, protoze tiloha je neomezena.

Priklad 2.14 (Dvé faze v linedrnim programovani). Lexikografickou metodou je v zasadé dvoufazova
simplexovid metoda v linedrnim programovéni. V prvni fazi se hled4 pocatec¢ni piipustné bazické feSeni a
ve druhé dochézi k samotnému hledani minima prochazenim sousednich vrcholt se zmensujici se hodnotou
ucelové funkce. Formalné&ji, uvazujme tlohu linearniho programovéni

min ¢’z za podm. Az <b, x> 0.

Pro prvni fazi zavedeme novou proménnou y > 0 a s velkou kladnou konstantou K transformujeme omezeni
na systém
Az <b+ K -ey, z,y > 0.

V tomto systému snadno vidime p¥ipustné bazické feSeni: je to bod x =0, y = —% min; b;.

Obé faze muzeme sloucit do jedné tak, ze zaroven hledame pripustny bod a minimalizujeme téelovou
funkci. To miiZzeme vyjadrit jako dvou-kriteridlni tlohu linedrniho programovani

min (y, ch) za podm. Az <b-+ K -ey, x,y > 0.

Lexikografickd metoda pak odpovida dvéma fazim simplexové metody: nejprve hledame pocatecni pii-
pustné feSeni minimalizaci proménné y; kazdy vektor s nulovou y-ovou slozkou odpovida pfipustnému
feSeni puvodni tlohy. V ramci druhého kriteria minimalizujeme ptivodni tcelovou funkci. To prvnf krité-
rium je fundamentélni, takZe minimalizujeme pouze ta FeSeni, kterd jsou pripustna. O

S lexikografickou metodou se lze setkat i v project managementu. Uvazujme sit aktivit spolu s ¢asem
potfebnym na jejich zpracovini a kauzalnimi vztahy mezi nimi. Metoda PERT pak slouzi k nalezeni
nejkratsiho ¢asu potiebného na dokonceni projektu. Optimalnich rozvrha jednotlivych aktivit ale miize
byt mnoho, ¢ili mé& smysl uvazovat i sekundarni kriteria na casovou vyvéazenost aktivit atp.

2.2.5 Cilové programovani

Cilové programovdni (Charnes & Cooper, 1961) je velmi popularni metodou pro svoji variabilitu (v zasadé
to neni konkrétni metoda, ale spis metodologie), na druhou stranu nema tak pékné teoretické vlastnosti.
Podobné jako v metodé goal attainment (sekce 2Z2.2]) uvazujeme né&jaky cilovy vektor G € R®. Tento
vektor stale muze byt nedosazitelny naraz, ale jednotlivé slozky dosazitelné byt mohou. Uvazme napiiklad
model optimalizace vyroby, ve kterém maximalizujeme zisk (tedy G; nemusi byt dosazitelna), ale také
minimalizujeme pfesCasy nebo chceme naplnit co moZné presné pozadavky vyroby (zde G; muze byt
dosazitelné a chceme ji viceméné naplnit). Z vyse uvedeného proto hodnota f(z)— G nemusi byt nezaporna

a mé smysl si definovat jeji kladné a zaporné ¢asti. Tedy rozlozime
filx) =G =df —d;, df,d; >0. (2.5)

17
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Nyni pfevedeme vicekriterialni ilohu mingeps f(x) na tlohu

min (df,...,dT,d;,...,d;) zapodm. z € M, (2.5)

sy Ys

ktera je prekvapivé také vicekriterialni, dokonce s dvojnédsobnym pocétem kritérii. Na tuto tlohu muzeme
aplikovat nékteré z predchézejicich method, napiiklad vazeny soucet, lexikografickou metodu nebo jejich
kombinaci:

min > ;_,(df +d;) zapodm. z € M, [ZH),
lexmin (df,...,d},dy,...,d;) zapodm. = € M, 23,

s s

lexmin (327_,df,dy,...,d;) zapodm. = € M, (Z5).

»s

Mizeme minimalizovat maximélni odchylku
min a za podm. df,d; <, z € M, [2.5).

Tento pristup tedy umoziuje Sirokou variabilitu postupt a zvolit tak ten nejlepsi pro dany problém. Na
druhou stranu, je obtiZzné tict teoretické vlastnosti feSeni — obecné nemusi byt eficientni, protoze bod G
miize lezet ve vnitiku mnoziny f(M).

Priklad 2.15 (Priklady pfevzané a upravené z Winston [2004]).

e Reklamni agentura chce rozvrhnout televizni reklamu pro Prvni univerzitni pivovar. Cilem je,
aby reklamu vidélo aspon 0.8 milionu muzid, 0.1 milionu Zen a 0.5 milionu nizkopfijmovych lidi.
Podminky jsou omezeni na rozpocet.

e Uzenaistvi VEGAN vyrabi parky obsahujici mj. hovézi maso, veprové maso, séju a vodu. Chce
najit optimalni sloZeni uzeniny tak, aby byly splnény cile: parek obsahuje aspon 15% bilkovin, 8%
tuku a stoji maximalné 9.90 K¢ za 100 g.

e Fakulta antisocialnich véd Kazimirovy Univerzity otevira novy program v aplikované matematice.
Cilem je, aby jej navstévovalo celkové alesponn 100 studenti, alespon 20 cizinci, alespon 1 Zena, ale
maximélné 10 nerdd. U

2.3 Metody typu III.

Metody tohoto typu jsou iterativni a interaktivni, kdy b&hem komunikuje uZivatel s pocita¢em. Na za-
kladé aktuélni spokojenosti uzivatele s dosazenymi hodnotami tcelovych funkeci a jeho preferenci dochéazi
k opakovanému prepoc¢tu feseni dokud uZivatel neni spokojen s feSenim. Viz napiiklad [Steuer [1986].

7 podstaty vétsiny algoritmi nedokaZzeme u vysledného reSeni garantovat, Ze je eficientni.

2.3.1 Metoda Geoffrion—-Dyer—Feinberg

Tato metoda |Geoffrion et al!, [1972] uvazuje konvexni alohu vicekriteridlniho programovani min,eys f(z),
kde ucelové funkce jsou diferencovatelné a M je kompaktni mnozina. Déle metoda uvazuje, Ze existuje
funkce uzitku ucelovych funkci, ale neumime ji explicitné vyjadrit. Nicméné predpokladame, Ze funkce
uzitku ma tvar vazeného souctu

U(f(z)) =w’ f(z), w>0,

kde vahy w neznédme. TudiZz naSe tloha pak je

min U(f(x)) = min w' f(z).

Bud z* piipustné feSeni v k-tém kroku. Pokud s nim uzivatel neni spokojen, tak vybere index i a pro
kazdé j # i uréi Ze pohorSeni ucelové hodnoty fi(x*) o Af; je rovhocenné s polepSenim fj(:vk) 0 hodnotu
Af; (se zachovanim ostatnich). Nyni z rovnosti

w' f(@") = 0" f(2F) + wiAf; — wiAf;



2.8. Metody typu III. 31

odvodime w;Af; = w;Af;, z ¢ehoZ jednoduSe miizeme stanovit vahy pro k-tou iteraci jako

1
wy:i=——, £=1,...,s.
Af

Nyni jsme v zasadé hotovi, na tlohu mingeys w? f(x) miZeme aplikovat libovolny Fesi¢ konvexni op-
timalizace. Tato metoda byla vyvinuta specialné v souvislosti s gradientnim algoritmem Frank—Wolfe
(1956), proto si pro nazornost ukizeme pouziti tohoto algoritmu. V k-té iteraci mame piipustné fesenf "
a provedeme dva kroky:

1. Nejprve najdeme smér nejvétsiho poklesu vyfesenim pomocné tlohy

min VU(f(z*))Ty za podm. y e M.

Tato tloha najde bod y* takovy, ze smér klesani y* — 2* je nejslibnéjsi, to jest, derivace v tomto sméru je
nejmensi. Zohlediiujeme tedy nejenom strmost klesani, ale i vzdalenost ke kraji mnoziny M, nebot y* je
typicky na hranici M. Pro nas tvar uzitkové funkce ma pomocné tloha podobu konvexniho programu

min w!Vf(z*)Ty zapodm. ye M.

2. V druhém kroku fesime jednorozmérnou tlohu, kde hledame minimim na polopifimce ve sméru
Yy =,
min U(f(z* +t(y* — 2%))) za podm. t € [0,1].

Specialné, pro nasi tlohu dostaneme

min w? f(zF +t(y* — 2%)) za podm. t € [0,1].

2.3.2 Metoda STEM

Metoda STEM (step method) |[Benayoun et all, [1971] byla vyvinuta pro linearni vicekriterialni programo-
vani, ale miizeme ji pojmout obecnéji a uvazovat tlohu

) — i
) = o

Nejprve nalezneme optima jednotlivych kritérii, tedy oznac¢me

F; = min fi(z)

a necht se nabyde pro optimalni feSeni z’. Pfedpokladejme F > 0. Dale ozna¢me jako
FI™ = max  fi(a?)
j:17"'7s
nejvétsi hodnotu i-tého kritéria na mnoziné individualnich minim z?
F;.) Pomoci téchto hodnot definujeme vahy

, .., 2% (Nejmensi hodnota je ziejmé
Ai = HU ok
E[|Ci]l

Metoda pak v zasadé postupuje algoritmem ,,Goal attainment“ (sekce [Z2.2]) s volbou G := F, tedy
fesi dlohu

min y za podm. x € M, \(fi(x) — F;) <y, i=1,...,s.

Ozna¢me 2, 4" optimalni feseni. UZivatel nyni rozdéli kritéria do nékolika skupin. V indexové mnoziné I
jsou ty kritéria, ve kterych jsme doséhli dostateéné hodnoty, tedy

I={i=1,...,s; fz‘(ﬂUO) je vyhovujici}.
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Déle uzivatel definuje podmnozinu J C I téch kritérii, které se mohou i zhorsit v nadéji, ze tim zlepSime
kritéria z {1,...,s} \ I. Pro kazdé j € J navic uzivatel stanovi hodnotu Af; o kterou se muze hodnota
j-tého kritéria pohorsit. Nyni preformulujeme optimalizacni ilohu a FeSime

min y za podm. r €M,
Ailfilz) = F) <y, i¢l,
fi(z) < fi(2®), eI\ J
filx) < fi(a") + Afi, i€

Cely postup opakujeme dokud neni uzivatel spokojen.

2.3.3 Algoritmy dialogu

Zde uzivatel jesté vice zasahuje do vypoctu a de facto ¥idi pribéh algoritmu |Guddat and Wendler, [1984].
Uvazujeme tlohu linearniho vicekriteridlniho

min Cx
zeM

a jeho skalarizaci

min \'Cx P(A)
xeM
pro vihy A > 0.
Pribéh algoritmu: UZzivatel zada pocatecni vahy A% Al > 0. Vyfesime nejprve tlohu P(\?) a potom
uvazujeme tlohu jednoparametrické optimalizace

min (A% +t(A\! = A9\ T Cu,

zeM
kde t € [0,1] je parametr. Z teorie parametrického programovani vime, Ze optimalni hodnota v zavislosti na
t je konkavni a po Castech linearni. Linearni ¢asti odpovidaji tzv. oborum stability, coZ jsou podintervaly
mnoziny parametri [0,1] na kterych zistava optimélni feSeni stejné. Algoritmus postupné vypocitava
jednotlivé obory stability a jim piislusejici optima a hodnoty kritérii a nechava je uzivateli k posouzeni.
V zavislosti na uzivatelové rozhodnuti bud'to pokra¢ujeme ve sméru A! — \? a generovani dalsich feSent,
nebo uzivatel zméni smér. To miZe u¢init zménou koncového vektoru A\' nebo poéateéniho vektoru A°.

Dale se uzivatel mutze vracet ke starsim vektorim vah a rizné kombinovat sméry parametrizace.

2.4 Metody typu IV.

V této skupiné jsou metody, které dostavaji informaci od uzivatele az po skonceni vypoctu. Prakticky to
znamena, %e musime najit koneény vybér z eficientnich FeSeni a nechat uzivateli af si z nich vybere to,
které mu nejvice vyhovuje.

Do této kategorie spadaji i metody na sestrojeni celé mnoziny eficientnich feSeni &£, coZz je realné
ponejvice ve vicekriteridlnim linedrnim programovani. Souvisejici problém je i najit vhodnou aproximaci
mnoziny € a jejiho obrazu f(£).

2.4.1 Vnitini a vnéjsi aproximace

Vétsinou aproximujeme mnozinu f(€), protoZe to poskytuje hrubou informaci o Paretovské hranici a tudiz
také o dosazitelnych hodnotéach jednotlivych kritérii.

Narozdil od bézného vyznamu vnitini a vnéjsi aproximace, kdy se jimi mysli podmnoZina a nadmno-
Zina, se ve vicekriteridlnim programovani uvazuje koncept dominance. Proto fikdme, Ze mnozina

e Al C R® je vnitini aproximace f(€) pokud kazdé eficientni fegeni dominuje néjakému bodu z A’ to
jest pro kazdé y € f(€) existuje z € Al takové, ze y S z;
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: A0 = (F}
7€) 1)

Obréazek 2.7: Vnitini a vnéjsi aproximace Paretovské hranice f(€) a jeji zapouzdieni do mnoziny (A! +
R)N (AO + R%), znazornéno zelené. Napravo aproximace jednobodovymi mnozinami Al A©.

Obrazek 2.8: Vnitini a vné&jsi aproximace Paretovské hranice f(£) pomoci po astech linearnich funkei a
pro pfipad dvou kritérii (tj. s = 2).

o A9 C R® je vné&jsi aproximace f(£) pokud kazdé eficientni feSeni je dominovano néjakym bodem
z A9, to jest pro kazdé y € f(£) existuje z € A9 takové, Ze z S y.

Takovato vnitini a vnéjsi aproximace pak davé i klasickou aproximaci ve smyslu inkluze, protoze
F(E€) C (AT +R%) N (A° +RY).
Jako vnéjsi aproximace miuzZe slouzit idealni bod F', definovany po slozkach

Fi=min fi(), s=1,...5
Je to jednoduchéa jednobodova vnéjsi aproximace, ale nemusi byt tésnéa. Viz obrazek 2.7

Jako proté&jsek idealniho bodu slouzi u vnitini aproximace tzv. nadir FV (podnoznik, tj. opak zenitu
— nadhlavniku), definovany

N
F; = max filx), s=1,...,s.

Aproximace primkami pro s =2

V konvexnich tlohach se dvéma kritérii mizeme pomérné snadno sestrojit libovolné té€snou vnitini a vnéjsi
aproximaci pomoci pfimek, viz obrazek 2.8
Nejprve sestrojime koneény vybér bodu yo,y1,.-.,ys € f(£), naptiklad vyfeSenim skalarizaci

min Afi(z) + (1 —A)fa(x)

zeM

pro A € {0, %, %, ..., 1}. Pospojujeme-li po sobé jdouci body tseckami, dostaneme vnitini aproximaci. Pro
vnéjsi aproximaci pak sestrojime te¢né pfimky v bodech yg,y1,...,¥ys a ¢asti vymezené pruseéiky déavaji

vnéjsi aproximaci.
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CHIM

Obrazek 2.9: lustrace metody Normal boundary intersection.

2.4.2 Normal boundary intersection

Metoda Normal boundary intersection [Das and Dennis, 1998] slouzi k nalezeni co nejrovnomérnéjsiho
vybéru eficientnich feSeni. Najit vzorek eficientnich FeSeni pomoci skalarizace mingens AT f(z) je také
mozné, ale vzhledem ke geometrii problému a citlivosti vici Skalovani acelovych funkci snadno dostaneme
shluky eficientnich feSeni i kdyz vahy A vybirame rovnomérné.

Metoda nejprve najde optimélni feSeni jednotlivych kritérii. Bud z optimum tlohy mingeas f(z),
i=1,...,s. Oznacme si konvexni obal jejich obrazu jako

CHIM := conv{f(z'),..., f(z*)} = {37, aif(2%); S5, i = 1, o > 0}.

Pokud nenastane degenerace, tak geometricky tato mnozina tvori simplex, to jest konvexni polyedr dimenze
s — 1 o s vrcholech.

Nyni metoda najde rovnomérné rozdéleny vzorek bodt na CHIM, v kazdém bodé ve sméru normaly
najde nejvzdalenéjsi bod na hranici f(M), viz obréazek

Vybér bodd z CHIM. Pro parametr p € N rozdélime interval [0, 1] na p dilkt. Hodnoty «aq, ..., ay pak
obsahuji urc¢ity pocet (i nulovy) dilku tak, aby celkovy soucet byl 1. Pocet téchto moznosti je (p?:ffl),
coz muzeme nahlédnout tak, Ze si predstavime sekvenci p dilki a s — 1 prepézek oddélujicich hodnoty
aj,...,a. PoCet moznych uspofadani je stejny jako kombinaci jak vybrat (s — 1)-prvkovou mnozinu

z (p+ s — 1)-prvkové.

Normala k CHIM. Normalu z k nadrovné obsahujici simplex CHIM najdeme snadno jako vektor kolmy
na jeho hrany, tedy jako nenulové feSeni soustavy linearnich rovnic

Prestoze je norméla snadno spoditatelna, v principu muizeme pouzit i jiny smér, protoze rovnomérnost
vybéru zustane viceméné zachovana. Jako alternativni smér je mozné uvazovat o vektoru tzv. kvazi-

normaly — > ;_, f(z?).

Nalezeni pruaseé¢iku. Bud y € CHIM a z norméala k CHIM. Nalezeni nejvzdalengjsiho bodu na hranici
f(M) ve sméru z od bodu y lze vyjadiit jako optimaliza¢ni alohu

max t za podm. y+tz= f(x), z € M. (2.6)

Pro vicekriterialni linearni programovani je uloha opét linearni, ale pro nelinearni (byt konvexni) kritéria
uz nedostaneme konvexni ulohu diky rovnici y + tz = f(z).
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Y3
Y3

2 S CHIM

y2 U1 yl’ 92

Obrazek 2.10: Ilustrace pripadu, kdy metoda Normal boundary intersection nevydé eficientn{ feSeni. Na-
levo pohled kolmo k CHIM, napravo pohled z boku (kolmo k roviné osy ys a stiedu os y1,y2).

Problémy. Tato metoda mé jisté slabiny: Jsou-li jednotlivé ulohy min,e s fi(z) vypocetné slozité, potom
muzeme dostat pouze lokalni optima a tim paddem CHIM neni uréen spravné a vysledny vzorek neni z celé
Paretovské hranice. Uloha (Z.6) miize mit nesouvislou mnoZinu piipustnych feSeni a proto i nalezeni
globalniho optima je obtizné. Toto jsou vSak obecné problémy, kdyz zadana tloha je vypocetné slozita
(napf. nekonvexni). Vyznaéna slabina metody je vsak, Ze vysledny prisecik nemusi byt na Paretovské
hranici.

Priklad 2.16. Tento priklad ukazuje, Ze vysledny prusec¢ik nemusi leZzet na Paretovské hranici ani v pri-
padé vicekriterialniho linearniho programovéni. Uvazujme ptiklad, kdy f(M) je tvofeno konvexnim obalem
bodi

(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (0.9,0.1,0.1), (0.1,0.9,0.1),

viz obrazek 210l Zde CHIM je trojuhelnik tvofeny prvnimi tFfemi body a norméla k nému je z =
—(1,1,1). Uvazujme bod y := %(1, 1,1) € CHIM. Pak polopfimka y + tz, ¢ > 0, opusti polyhedr f(M)
v bodé %(1, 1,1), ktery je v8ak dominovan bodem (0.5,0.5,0.1), lezicim ve stfedu hrany poslednich dvou
vrcholi. 0
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Kapitola 3

Kombinatorické vicekriterialni
programovani

V této kapitole se zabyvame kombinatorickymi tlohami s vice kritérii. Protoze tiloha kombinatorické op-
timalizace Ize ekvivalentné vyjadfit pomoci celo¢iselného programovani, mizeme na vicekriterialni pfipad
nahliZet i jako na vicekriteridlni celoCiselné programovani. Z nekonvexni podstaty této tlohy je patrno, ze
mnohé vlastnosti konvexni vicekriterialni optimalizace zde platit nebudou, napiiklad ne kazdé eficientni
FeSeni ziskdme vaZzenym souc¢tem kritérii a vyreSenim prislusné skalarizace. Nicméné, vzdy mame zaruceno,
Ze skalarizace s kladnymi vahami povede na eficientni feSeni (véta [[9]), stejné jako lexikografickda metoda
(sekce 2:24]). Také nemé smysl vySetfovat zvlast vlastni eficienci, protoZze tento pojem splyva s eficienci.

Z diskrétni (a kone¢né) podstaty je eficientnich feSeni koneény pocet. Ma proto smysl nalézt vSechna,
nicméné muze jich byt exponencidlné mnoho vzhledem k dimenzi problému. Typicky také souvisejici
rozhodovaci problémy jsou NP-tézké i pro dvé kritéria: , Existuje feSeni, které v obou kritériich ma predem
dané hodnoty?“

3.1 Nejkratsi cesta s vice kritérii

Uvazujme orientovany graf G = (V, E), kde V je mnozina n vrcholi a E mnoZina m hran. Mame dan
pocatecni vrchol z € V' a koncovy vrchol ¢t € V. Dale mame vektorovou funkci vah w: E — R®. Predpo-
kladejme, Ze vahy jsou nezéporné (i kdyz nékteré algoritmy si dovedou poradit i se zapornymi vahami).
Cilem je najit nejkratsi cestu z vrcholu z do vrcholu ¢, pfi¢emz délku méFime souctem vah na pouZzitych
hranach.
zeme minimalizovat nejdelsi hranu, pripadné mit kritéria, ktera nejsou separovatelna. Na druhou stranu,
minimalizovat pocet pouzitych hran lze jednoduse za pouziti vah o hodnoté 1. Podobné v tomto duchu
jsou kritéria minimalizace vzdélenosti, ¢asu atp.

Presto i takovyto model a jeho vlastnosti odrézi vlastnosti obecnéjSich modela. Napriklad, Ze eficient-
nich cest muze byt exponencidlné mnoho.

Priklad 3.1 (Hansen [1980]). Uvazme graf s vrcholy vg, vy, ..., v,. Mezi vrcholy v;, v; 11 vedou dvé hrany
s vahami (2¢,0) a (0,2%), viz obrazek Bl Kazd4a cesta od v1 do v, ma délku (a,2" — 1 — a), kde a €
{0,1,...,2" — 1}, a i naopak kazda takovato délka je dosazitelna pro urcité a € {0,1,...,2" — 1}. Tyto
délky jsou navzajem neporovnatelné, tedy odpovidajici cesty jsou eficientni. TudiZ eficientni je kazda z 2™
cest. ]

Pro jednokriterialni dlohu existuje fada efektivnich metod na nalezeni nejkratsi cesty. K nalezeni v8ech
eficientnich cest pfi vice kritériich mizeme tyto metody celkem snadno adaptovat. Jako v jednokriteridlnim

pripadé jsou zalozeny na zakladnim pozorovani.

Tvrzeni 3.2. KaZdd podcesta eficientni cesty je opét eficientnd.

37
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(1,0) (2,0) (4,0) (2"1,0)
./\./\./\. ./\.
o e o "y

(0,1) (0,2) (0,4) (0,27~ 1)

Obrazek 3.1: (Priklad BII) Graf s 2" eficientnimi cestami mezi vy a vy,.

Vektorovy Dijkstriv algoritmus Martins [1984]. Pro kazdy vrchol v € V uvazujeme dvé mnoZiny
vektori: D(v) oznafuje mnozinu docasnych délek cest od z do v, a T'(v) oznacuje mnoZinu trvalych
(nejkratsich, nedominovanych) délek cest od z do v. Na zacatku nastav

D(z) := {0},
D(v) =0, Yv#z
Tw):=0, YveV.

Hlavni cylkus probiha dokud plati D(v) # 0 pro n&jaké v € V. V ramci cyklu vybereme néjaké eficientni
minimum z mnoziny Uyey D(v), typicky lex min U,ey D (v). Necht je jeho hodnota h a nabyde se pro vrchol
u € V. Nyni odebereme h z mnoziny D(u) a pfidame do T'(u):

D(u) := D(u) \ {h},
T(u) == T(u) U {h},

a aktualizujeme vSechny docCasné délky cest, vedouci pfes u k jeho sousedim
D(v):=Dw)U{h+w(u,v)}, (u,v)€ E.

Nakonec je pot¥eba z mnoziny D(v) vyhodit neeficientni vektory, to jest ty, kterym dominuje novy vektor
h + w(u,v), anebo naopak vyhodit novy vektor, pokud mu dominuje néktery ze starych.

Na rozdil od klasického Dijkstrova algoritmu nestaci skoc¢it kdyZ narazime na vrchol ¢, ale musime
dobéhnout az do konce, dokud existuje docasna cesta.

Véta 3.3. Algoritmus najde vSechny eficientnd cesty z vrcholu z do vSech ostatnich.

Diikaz. Myslenka dikazu je zaloZena na dvou pozorovanich:

1) Hodnota ¢ € T'(v) ur¢uje délku eficientni cesty od z do v kdykoli v pribéhu algoritmu. Nahlédneme
to sporem. Hodnota ¢ odpovida né&jaké cesté od z = vy,...,vp = v a zfejmé odpovidajici ¢astecné délky
jsou v pfislusnych mnozinach T'(vy),. .., T (vg). Pokud cesta vy, ..., v neni eficientni, pak ji dominuje jiné.
Vrcholy na této cesté jsme ale museli v pribéhu algoritmu zpracovat, oznacit jako trvalé a ¢ odstranit jako
dominované. Spor.

2) Najdeme vSechny cesty. Pro spor necht nenajdeme eficientni cestu z = vy, ..., vk, a necht délky do
v1,...,0;, kde ¢ < k, jsou oznaleny jako trvalé. Pak ale i hranu (v;,v;41) musime zpracovat, a protoZe je
nedominované, tak i ¢asem zaiadit do trvalych. Spor. ]

Algoritmus na rozdil od jednokriterialni verze uZ neni polynomiélni. Ani byt nemuZe, protoZe vime,
7e eficientnich cest muze byt exponencialné mnoho. Zajimavé je, Ze algoritmus neni polynomialni ani
vzhledem k n a poc¢tu eficientnich cest. Staci uvazovat piiklad BIl's tim, Ze t = z = vg. Pak je nejkratsi
cesta jedind, ale algoritmus najde v8echny eficientni cesty do v8ech vrchold, tedy i 2" cest do v,,.

Podobnym zpiisobem muzeme adaptovat na vicekriterialni pfipad Bellmantv—Forduv algoritmus, viz
Ehrgottl [2005]. Ten funguje i pro zaporné vahy, ale v grafu nesmi existovat zaporny cyklus; toto jsme
nicméné schopni detekovat.
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Najit n&jakou eficientni cestu je jednoduché pomoci vazeného souctu s kladnymi vahami. Jinak je fada
otazek slozita [Serafini, 1987|. Pro s = 2 uz je NP-tuplny rozhodovaci problém: ,Pro dané ky,ke € N,
existuje cesta délky nanejvys (ki, k2)?“ Problém je i # P-tuplny, tj. urcit pocet eficientnich cest je také
slozité.

Véta 3.4 (Serafini [1987]). Ndsledujici rozhodovaci problém pro pFipad dvou kritérii je NP-uplny: Pro
dané k1, ke € N, ezistuje cesta délky nanejvys (ki,k2)?

Diikaz. Problém je ziejmé ve tFidé NP a NP-tézkost ukazeme redukci z problému batohu
max ¢l z zapodm. a’z <b, z € {0,1}",

kde a,c > 0. Rozhodovaci verze problému batohu zni: Pro dané k € N, existuje x € {0,1}" takovy, Ze
'z >kaa’x <b? Jako v piikladu 1] zkonstruujeme graf s vrcholy z = vg, v1, ..., v, = t. Mezi vrcholy
v;_1,v; vedou dvé hrany s vahami (a;, K — ¢;) a (0, K), kde K je dost velka konstanta, napiiklad := e’ c.
Potom v grafu existuje cesta délky nanejvys (b, Kn — k) pravé tehdy, kdyZ je splnén problém batohu. O

3.2 Minimalni kostra s vice kritérii

Uvazujme neorientovany graf G = (V, E), kde V je mnozina n vrcholi a F mnozina m hran. Mame
vektorovou funkci vah w: F — R®. Velikost kostry grafu je dana sou¢tem vah na jejich hranich. Cilem je
najit kostry s nejmensi (nedominovanou) velikosti.

Podobné jako v predchozi sekci muze byt eficientnich feSeni exponenciélné mnoho.

Piiklad 3.5. Bud G = K, tplny graf a uvazujme dvoukriterialni funkci w(e;) = (2071,2™ — 2¢=1), kde
m = (g) je poCet hran. Kazda kostra se sklada z n — 1 hran a ma velikost (a,b), kde a +b = (n —1)2™ je
konstantni. Tudiz kazda kostra je eficientni. Navic z definice vahové funkce jsou velikosti riznych koster
navzajem rizné. Pocet koster je n™ 2, ¢&ili i tolik je eficientnich feSeni. O

Podobna je i otazka slozitosti. I pro dvé kriteria je NP-tézké rozhodnout, zda existuje kostra o velikosti
maximalné k; a ko v prvnim a druhém kritériu |[Camerini et all, [1983)].

K nalezeni v8ech eficientnich koster snadno adaptujeme zékladni metody na hledani minimélnich kos-
ter.

Vektorovy Jarniktv (Primiv) algoritmus. Symbol M bude zna&it mnoZinu postupné vznikajicich
(eficientnich) koster. Zakladni myslenka je pfidavat postupné nejmensi hrany tak, aby vznikal zvétSujici
se souvisly strom. Na zac¢atku volime vSechny nedominované hrany

M = arg min w(e)

Nyni provedeme n — 2 iteraci. V kazdé iteraci zvétsime velikost kazdé zarodecné kostry T' o jedna pridanim
nedominované hrany e = (i, 7), jejiz jeden konec je v T' a druhy mimo:

M ={TU{e}; T € M, w(e) € min{w(i,j); i€ V(T), ¢V (T)}},

kde V(T') zna¢i mnozinu vrcholi obsazenych v grafu 7.

Na konec z mnoziny M odstranime neeficientni kostry. To znamena, ze pro kazdé dva podgrafy T, T" €
M takové, ze V(T') = V(T"), porovname jejich vahy a pokud je jeden z nich dominovan tim druhym, tak
ho odstranime. Pokud V(T') # V(T"), tak tento postup nesmime pouzit, viz priklad 37

Véta 3.6. Algoritmus najde viechny eficientni kostry.

Diikaz. Dtkaz je podobny dikazu jednokriteridlni verze. Vysledné kostry budou eficientni, protoze ty
neeficientni jsme odstranili na konci algoritmu. Zbyvé ukazat, Ze najdeme vSechny eficientni kostry. Pred-
pokladejme pro spor, Ze eficientni kostru K nenajdeme. Uvazujme prvni iteraci algoritmu, kdy na jejim
konci zadny strom z mnoziny M neni ¢asti kostry K. Na zac¢atku této iterace takovy strom T existuje.
Protoze jsme ho nezvétsili o navazujici hranu e z kostry K, znamené to, Ze tato hrana je dominovana jinou
hranou €’. Pridanim €’ do kostry K a odebranim vhodné navazujici hrany e dostaneme jinou kostru, ktera
dominuje kostie T O
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es : (10)2%‘«1,1)

ey : (12,2)\ /62 : (20,10)

es : (1,10)

Obrazek 3.2: (Priklad B.7) Minimalni kostra se dvéma kritérii.

Priklad 3.7. Uvazme graf G ve tvaru kruznice s péti vrcholy a vahami dle obrazku Postupujme podle
algoritmu:

1. V prvnim kroku vybereme M := {{e;1}}.
2. V druhém kroku upravime M = {{e1,ea}, {e1,e5}}.

3. Ve tietim kroku upravime M = {{e1,e2,e3}, {e1,e5,e4}}. V mnoziné M ponechame oba podgrafy,
i kdyz vaha prvniho je (22,21) a druhého (23,23). Podgrafy totiz nesdili stejné vrcholy.

4. Ve ¢tvrtém kroku v mnoziné M budou v8echny kostry grafu kromé G \ {e;}. Odstranénim domi-
novanych koster zustanou dvé eficientni kostry G \ {e2} a G\ {e5}.

Celkem tedy existuji v grafu G dvé eficientni kostry G \ {e2} a G\ {es}. O

3.3 Problém batohu s vice kritérii

Tento problém méa podobné vlastnosti jako predchozi. Uvedeme pro informatiky zajimavou aplikaci.

Piiklad 3.8 (Web access problem). Mé&me n informac¢nich zdrojii, cena za pouZiti i-tého z nich je ¢,
priCemz ¢as na zpracovani je t; a pravdépodobnost nalezeni informace p;. Chceme rozhodnout jakych
maximélné m zdroju zvolit, abychom minimalizovali cenu, ¢as a pravdépodobnost nenalezeni informace.
Pokud binarni proménna x; bude reprezentovat zda zvolime i-ty zdroj ¢i ne, pak tloha je 3-kriterialni
problém batohu:

min (ch, max; t;x;, [[;(1 —pixi)) za podm. elz <m, x € {0,1}". O
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Dalsi témata

4.1 Kuzelova dominance

Doposud jsme porovnéavali feSeni z hlediska dominance tak, Ze vektor y; € R® dominuje vektoru yo € R®
pokud y1 < y2 a y1 # yo. Pohled na tuto dominanci lze zobecnit.
Bud K C R® konvexni kuzel, tedy plati dvé podminky:

(1) prokazdé a >0ax € K je ax € K,
(2) pro kazdé x,y € K je x +y € K.
Dale se ¢asto predpoklada, ze kuZzel je bodovy (neobsahuje pfimku) a mé plnou dimenzi.
Definice 4.1. Vektor y; dominuje pri kuZeli IC vektoru ys pokud y; — yo € K a y1 # yo.
Casto se uvazuji polyedrické kuzele, které jsou popsany

K={y e R% Cy <0},

kde C' € R™** je dana matice. Potom vektor y; dominuje pii vektoru yo pokud C(y; — y2) S 0. Klasicka
dominance je tudiZ polyedricka kuzelovd dominance s matici C' = I.

KuzZelova dominance umoziuje vétsi flexibilitu na poli eficientnich feSeni. Pokud kuZzel zmensime,
mnoZzina nedominovanych feSeni se nezmensi a naopak. Viz obrazek .11

Pro kuzelovou dominanci jiz nestaci uvazovat kladné vazené soucty, ale skalarizace mé trochu jiny tvar.
K tomu je potieba zavést pojem polarniho kuzele.

Definice 4.2. Bud K C R® kuzel. Pak poldrni kuzel ke K je kuzel
K*={yeR" ylz<0VzeKk})
Cim vetst je kuzel, tim mens{ je polarni a naopak. Pro skalarizaci pak polarni kuzele vstoupi do hry
nésledujicim zptisobem.

Véta 4.3.

(1) Bud )\ € K*. Je-li Yesent skalarizace mingepr AT f(2) jednoznacné, pak je kuZelové nedominovanygm
resenim.

(2) Bud X € int K*. Pak 7eieni skalarizace mingep AT f(x) je kuZelové nedominovangm Fesenim.

Diikaz. Dokézeme jen prvni ¢ast. Pro spor predpokladejme, Ze jednoznacéné optimélni feSeni x* skalarizace
je dominovéano vektorem x € M. To znamend, ze 0 # f(z) — f(z*) € K. Z definice polarniho kuZzele pak
M (f(x) — f(z*) <0, neboli AT f(x) < AT f(2*), coz je spor s jednoznaénosti a optimalitou z*. O

Podotknéme, Z%e pro klasickou dominanci prvni ¢ast véty dava piesné znéni véty [L14] a druha &ast

presné vétu [
Nyni se pozastavme u polarnich kuzela pro polyedrické kuzele. Plati nasledujici charakterizace.

41



42 Kapitola 4. Dalsi témata

Y2 5 Y2,

Re (y") r

Y1 Y1

Obrézek 4.1: KuZelovd dominance pro ruzné kuZele. Bod y* je eficientni v klasickém pojeti (nalevo), ale
neeficientni pro kuzel K (napravo).

Véta 4.4. Je-li
K ={y eR% Cy <0},

pak
K* ={CTz € R% x> 0}.

Diikaz. ,2“ Bud y € K a necht z spliwje z = CTx, x > 0. Pak y' 2 = yT'CTx = (Cy)Tz < 0.
,C“ Bud z € K*, tj. plati
Cy<0 = ylz<o.

Podle Farkasova lemmatu ekvivalentné existuje x, které je feSenim soustavy CTa = z, z > 0. U

Je-1i specialné C regularni matice, pak polarni kuZel 1ze jednodusSe popsat v nerovnicovém tvaru.

Véta 4.5. Je-li
K ={y eR% Cy <0},

kde C je requldrni, pak
K*={zeR% CTz>0}.

Diikaz. Upravime

K*={z€eR% z=CTz, >0}
={zeR%z=C"Tz>0} O

Poznamka 4.6. Polarni kuzele hraji dileZitou roli i v klasickém jednokriteridlnim linearnim programo-
vani. Kdy je dany bod z* optimalnim feSenim tlohy mingecps ¢! 2? Je to pravé tehdy, kdyz vektor ¢ lezi
v polarnim kuzeli k te¢nému kuzeli mnoziny M v bodu z*. Jinymi slovy, kdyZ ¢ je nezapornou kombinaci
normél z aktivnich podminek.

Poznamka 4.7. Vime jiz, ze klasicka eficience se shoduje s kuzelovou pii pouziti kuzele R® . Zajimavy je
kuzZelovy pohled na vlastni eficienci [Henig, [1982]. Plati totiz, zhruba feceno, Ze feSeni je vlastni eficientni
pravé tehdy, kdyz je kuzelové eficientni pro néjaky konvexni uzavieny kuzel K spliujici int L O R2 \ {0}.
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4.2 Uzitkova funkce

Prestoze vicekriterialni uloha min,cps f(x) obsahuje s kritérii, teorie uzitkové funkce prepoklada, ze exis-
tuje jakasi globalni uzitkova funkce U: R® — R uzivatele, ktera agreguje vSechna kritéria dohromady. Pak
by stacilo vyfesit jednokriteridlni optimaliza¢ni ulohu (pro jednotnost uvazujeme tlohu jako minimalizaéni,
i kdyz by bylo logické spi§ uzitkovou funkei maximalizovat):

min U(f(x)) za podm. z € M. (4.1)

Problém vsak spociva v tom, Ze uzitkovou funkci nezndme a tézko se aproximuje. Skalarizace vazenymi
soucty lze z tohoto thlu nahliZet jako na uZitkovou funkci U(y) = ATy, viz téz piistup ze sekce 3.1l
Pokud uzitkové funkce splituje urc¢ité predpoklady, pak (A1l dava eficientni feSeni.

Véta 4.8. Bud U: R* — R rostouct v kazdé sloZce. Pak kazZdé optimdlni Tesent wlohy (.1)) je eficientnd.

Diikaz. Sporem necht optimum z* je dominovano vektorem z, tj. f(z) < f(z*). Protoze U je rostouci,
U(f(z)) < U(f(z*)), coZ je spor s optimalitou z*. O

Priklad 4.9. Na mnoziné y € [1,10]? mohou uZitkové funkce vypadat napiiklad jako:
o Uly) = 43u3,
o Uly) = log(y1) +log(y2),
o Uy = YN O

1l -y
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4.3 Intervalové vicekriteridlni programovani

Uvazujme tlohu linearniho vicekriteridlntho programovani
min Cz za podm. z € M, (4.2)

kde M = {z € R™; Az < b}. Déle predpokladejme, Ze matice C neni znama piesné, ale miize se pohybovat
v rozmezi danym intervalovou matici C = [C, C]. To znamena, 7e kazda slozka ¢i; mize nabyvat libovolou
hodnotu z ¢;; nezévisle na ostatnich slozkach.

Co se pak rozumi (eficientnim) feSenim takové intervalové tlohy? Prirozené rozlisujeme dva koncepty.

Definice 4.10. Vektor z* € M je potencidlné eficientni, pokud je eficientnim FeSenim tlohy (4.2 pro
alesponi jedno C' € C. Vektor x* € M je nutné eficientni, pokud je eficientnim feSenim tlohy (£.2]) pro
vSechna C € C.

Oznagme jako £p mnozinu vSech potenciilné eficientnich feSeni a jako &y mnozinu v8ech nutné efici-
entnich FeSeni. Déle ozna¢me jako £(C') mnozinu eficientnich feSeni ulohy (£.2)) pro dané C. Potom muzeme
psat

ep=|J £©), &= £©).
ceC ceC
V nésledujicich dvou sekcich se podrobnéji podivame na tyto dva koncepty FeSeni.

4.3.1 Potencialné eficientni reSeni

Véta 4.11 (Inuiguchi and Sakawa [1996]). Testovdni, zda dané teseni x* € M je potencidlné eficientnt,
je polynomaidlni problém.

Diikaz. Oznacme jako I = {i; A;x™ = b;} mnozinu aktivnich podminek a jako Ay, by restrikce matic A,b
na fadky indexované I. Vektor * je optimélnim feSenim linearniho programu minge s ¢! @ pokud existuje
pifpustné feseni dualniho systému —c = ATv, v > 0 a plati podminky optimality v’ (b— Ax) = 0. Z téchto
podminek dostaneme, Ze v; = 0 pro i € I, coz vede pouze na testovani pfipustnosti systému

—c= ATy, v>0.

Eficientni FeSeni ulohy (4.2]) jsou pravé optimalni feSeni skalarizaci vzniklych vaZenym souctem s kladnymi
vahami (véta [[24]). Tudiz z* je eficientni pro ([A2]) pokud je soustava

—CT)\:A?U, v>0, A>e
fesitelna. Protoze C' miize nabyvat jakoukoli hodnotu z C, tak CT\ miiZze nabyvat jakoukoli hodnotu
z [QT)\,UT)\]. Tedy x* je potencialné eficientni pokud je soustava
CTN< ATy <T N\, v>0, A>e
FeSitelna. O
Vé&ta 4.12 (Hladik [2017]). Rozhodovaci problém Ep # O je polynomidlni. Pokud Ep # 0, pak i nalezent
bodu x* € Ep je polynomidlni problém.

Diikaz. Predpokladejme, ze M # (), coz se ovéri snadno. Bud C' € C a nejprve budeme hledat vektor vah
X > e takovy, aby skalarizace mingcps AT Cz méla optimalni feSeni. K ekvivalentné znamena, 7e dualni
tloha ma piripustné feSeni, tedy soustava

Neo=A4Tv, v>0, A>e

proménnych v, A méa fefeni. Protoze matice C' se pohybuje v rozmezi C = [C, C], vektor ATC' tak mize
nabyt jakékoli hodnoty v intervalu [ATC, AT'C]. To nas vede na soustavu

Mo <—-ATv<ATC, v>0, \>e.

Pokud soustava nemaé, fedeni, tak £p = (). Naopak, je-li v, A feSeni, pak mingeys AT Cz ma optimalni FeSeni
a to navic nalezi do Ep. Toto tedy zaroven dava i navod jak bod x* € Ep efektivné najit. O
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Véta 4.13. Mnozinu Ep tvori sjednocent nékolika na sebe navazujicich stén.

Diikaz. Pro kazdé C' € C je mnoZina eficientnich feseni £(C) tlohy (4.2]) tvofena sjednocenim nékolika
na sebe navazujicich stén (véta [[28). Tudiz i Ep tvori sjednoceni nékolika stén. Souvislost Ep se ukaze
podobné jako ve véteé[[L28] Pro kazdé x1, 29 € Ep existuje A\, Ao > 0 a C1,Cy € C takové, Ze x; je optimem
minge s )\iTCix, i = 1,2. Postupnou zmé&nou normélového vektoru AY'Cy na vektor A2 Cy a za pouziti teorie
parametrického programovéani dostanu souvislost Ep. U

V klasickém vicekriteridlnim programovani mame dominanci representovanou relaci Cy < 0. Ma tato
relace analogii v intervalovém programovani? Ano, a je ji relace C.y + Caly| < 0, kde

1 —

je matice stfedt a polomért intervalové matice C. Je zajimavé, ze relace C.y+Caly| S 0 popisuje konvexni
polyedricky kuzel.

Lemma 4.14 (Rohn and Kreslova [1994|). Ndsledujici je ekvivalentni
(1) VC € C Jx € R": Cx < d,
(2) 3at,2? e R": Ca! — Ca? < d, 21,22 >0,
(3) Ix e R"VC € C : Cx < d,
(4) F3x € R : Cex + Calx| < d.
Dikaz. ,,(1)=(2)“ Je-li (2) nefesitelné, potom podle Farkasova lemmatu je feSitelny systém

CTy Z Oa —QTZ/ Z 0) dTy S _1, y 2 Oa

neboli
Cly>0=>C"y, d"y<-1, y>o.

Tim padem existuje C' € C' takova, zZe
CTy=0, d'y<-1, y>o.

Podle Farkasova lemmatu opét je soustava C'x < d nefeSitelné.
»(2)=(3)“ Definujme z* := 2! — 22. Pro libovolné C € C pak je

Ca*=Ca! —2?)=Cal —C2®> < Ca' — Ca®? < d.
»(3)=(1)* Zrejmé.

»(3)<(4)“ Plati proto, Ze nejvétsi hodnota vyrazu Cx pies vSechna mozna C' € C je Cox + Calz|. To
nahlédneme tak, Ze pro kazdé C € C je

Cr=Cex+ (C—-Coax<Ccx+|C—C-|z| <Cox+ Calx|.
Tato horni mez se pak nabyde pro matici C' € C' definovanou ¢;; = ¢;; pokud z; > 0 a ¢;; = ¢;; jinak. [

Véta 4.15. Ndsledujici je ekvivalentni pro bod x* € M :
(1) ¥VCeC3xeM:C(x—2*) 30, (4., 2" €Ep),
(2) Ire MVCeC:C(x—2*) 50,

(3) 3x e M : Co(x —x*) + Calz —z*| S 0.

Diikaz. Vyplyva modifikaci lemmatu E.141 O
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4.3.2 Nutné eficientni FeSeni

Nutné eficientni feSeni maji z fady pohledii komplementérni vlastnosti oproti potencialné eficientnim.
Mnozinu vSech nutné eficientnich feSeni je tvofena sjednocenim stén M (protoze se da vyjadfit jako
prunik eficientnich mnozin vSech realizaci ([4.2])), ale nemusi byt souvisla.

Pi#iklad 4.16. Bud M = {z € R?; ||z]; < 1} a

O 1 [—e€]
-1 [-g¢])’
kde e > 0 je malé. Pro realizaci C = (!} £) je mnoZzinou eficientnich FeSenf sjednoceni hran (—1,0)— (0, —1)

a (0,—1) — (1,0). Naopak pro realizaci C = (!} ZZ) je mnozinou eficientnich fegeni sjednoceni hran
(=1,0) — (0,1) a (0,1) — (1,0). Pi urcitych realizacich jako je napitklad C' = (1, §) je eficientni celé M.

Jiny pfipad nenastane, a proto prinikem téchto mmnozin dostaneme dva izolované body

Nasledujici tvrzeni charakterizuje, kdy je dané feSeni nutné eficientni.
Véta 4.17 (Bitran [1980]). Reseni o* € M je nutné eficientni pravé tehdy, kdy? je eficientni pro (F-3)
s C = C, — Ca diag(s) pro vSechna s € {£1}".
Diikaz. Jedna implikace je trividlni a druhou dokédZeme sporem. Necht * € M neni nutné eficientni. Pak
existuje C' € C a x € M, které mu dominuje, to jest C'(z —z*) < 0.

02 C(z—2")>Colx — %) — Calz — z*| = (C. — Ca diag(s))(x — x¥),

kde s := sgn(x — z*). To je ale spor s eficienci z* vici C = C. — Ca diag(s). O

Charakterizace vyzaduje 2" testi klasické eficience a je tedy exponencialni vzhledem k poc¢tu promén-
nych, nikoli k poctu kritérii. Obecné lze stézi ziskat rychlejsi test, protoze rozhodovani o nutné eficienci je
vypocetné slozité.
Véta 4.18 (Hladik [2012]). Testovdni zda x* € En je co-NP-tézké i pii jednom kritériu.
Diikaz. Uvazujme NP-tézky SET-PARTITIONING problém: Déna &isla aq,...,a, € Z a otazka zni, zda
existuji =1, ..., z, € {£1} takové, ze >, a;z; = 0. Ulohu miZeme ekvivalentné vyjadiit jako fesitelnost

intervalové soustavy
aTx:O, —e<z<e, chS—n

pro n&jaké ¢ € [—e, e]. Pravé posledni nerovnice vynuti podminku x € {+1}". Protoze koeficienty ay, ..., a,
jsou celociselné, tak existuje € > 0 polynomialni velikosti tak, Ze soustava je ekvivalentni co do TeSitelnosti
soustaveé

alz =0, —e<z<e, fo<—n+2e. (4.3)
Intuitivné: pokud |z| =~ e, tak aby byla splnéna rovnice a’z = 0, musi platit |z| = e.

Nyni ukazeme, Ze soustava (A3]) je ekvivalentni soustavé
alz =0, —ez<z<ez, cao+ (n—2)z < —e. (4.4)
Pokud ([3]) je Tesitelna, pak existuje feSeni spliwjici |z| = e, a tudiz z, z = 1 je feSenim (A4]). Naopak
predpokladejme, Ze z, z je FeSenim (@4). ProtoZe (z,2) # (0,0), musi z > 0. Substituci 2 := 1z ziska (@)
tvar

aTx:(), —e<ux<e, chg—n+26—s/z§—n+2a

Tim padem x je FeSenim (4.3)).
Nefesitelnost soustavy (£4) pro vSechna ¢ € [—e, €] je ekvivalentni nutné eficienci bodu z* = 0 pro
linearni program s podminkami

aTng, —alz <0, —ez<z<ez

a jednou tcelovou funkci ¢’z + (n — 2¢)z, kde ¢ € ¢ = [—e, €]. O
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KuZel dominujicich sméri nutné eficience je podobny jako pro potencialni eficienci, ale tvoii sice
polyedricky, ale obecné nekonvexni, kuzel.

Véta 4.19. Bod x* € M je nutné eficientni pravé tehdy, kdyZ neexistuje x € M takové, Ze
Ce(x —2*) — Calz — 2| S 0.

Diikaz. Plati o* ¢ En pravé tehdy, kdyz existuje C € C a x € M takové, ze C(z — z*) < 0. Nejmensi
hodnota vyrazu C'(z — x*) pfes viechny mozné C' € C je C.(x — z*) — Calx — z*|, a to ve vSech slozkach.
Tudiz dostavame podminku C.(x — z*) — Calz — 2¥| < 0. O
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Kapitola 5

Vicekriterialni rozhodovani

Ve vicekriteridlnim rozhodovani rovnéz porovnavame riuzna piipustna feSeni z hlediska vice kritérii, ale
modely, kterymi se zabyva, jiz nespadaji do klasického rdmce vicekriteridlni optimalizace.

5.1 DEA

Metoda DEA (data envelopment analysis) byla vyvinuta v 70-tych letech na vyhodnoceni vzdélavacich
programi americkych verejnych skol, a ukazala se i jako uziteény nastroj pro porovnavéani dalsich instituci
(8kol, nemocnic atp.), obchodnich Fetézci, bank atd. Témto porovnavanym objektim se v oboru fikd DMU
(decision making unit). Nazev DEA i DMU pochézi od |Charnes et al! [1978|, viz téZ knihy |Cooper et al.
[2007]; Zhu [2016].

Tradi¢né se vykonnost ¢ t¢innost méri podilem

vystup

vstup ’

kdy poméfujeme mnoZstvi vystupu (vyroba, ...) ku mnoZstvi vstupu (spotfeba, ...). Podil tedy déava
hodnotu v intervalu [0, 1], kdy 0 je nejhorsi (v8echno se spotiebuje a nic nevyrobi) a 1 nejlepsi (100%
ucinnost). V nékterych ekonometrickych modelech mtze mit smysl uvazovat tcinnost vétsi nez 1, ale
naptiklad fyzikalni ¢innost stroje jako pomér energie vydané/vykonané a energie dodané je vzdy mensi
nez 1.

Uvazujme situaci, kdy mame vice vstupi i vystupi. Napfiklad pii hodnoceni nemocnic lze jako vstup
uvazovat finanéni prijem, pocet doktori a sester, a jako vystup napfiklad pocet pacienti, vyléGenych
pacientu ¢i scientometricky tudaj védecké éinnosti Relativni vykonnost k-tého subjektu mutzeme méfit
opét podobnym podilem, kdy vezmeme vaZeny soucet vstupi ve jmenovateli a vazeny soucet vystupu
v Citateli. Matematicky

k )
21 V5T
kde uj,v; > 0 jsou véhy, :c’f, ..., xF m&F vstupy a ylf, ..., yk vystupy k-tého subjektu (DMU).
Urcit vahy muze byt obtizné. Metoda DEA je zaloZena na tom, Ze najde vahy, pii kterych ma k-
ty subjekt nejlepsi hodnotu relativni vykonnosti. Aby byla tloha dobfe definovana, pii stejnych vahéch
omezime vykonnosti ostatnich subjekta £ # k jednickou. Matematicka formulace problému pak je

WY _ Y
max M, za podm. 27125 <1, Vl#k, wu,v;>0.
Zj:l UjT; 2]‘21 VT

Protoze jsou vyrazy positivné homogenni v proménnych, mizeme jmenovatel aéelové funkce normovat a
celou optimaliza¢ni tlohu prepsat na lineadrni program

m n m n
k k 0 l
max g u;y; za podm. E vjzi =1, g ujy; < E vz, Yl # k, uj,v; >0,
i=1 j=1 j=1 j=1

YRozdéleni na vstupy a vystupy neni vzdy jednoznac¢né. V tomto piikladu mize pocet pacientii byt povazovan i jako
vstup.
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Obrézek 5.1: (Priklad B.J) DEA se dvéma eficientnimi subjekty A a C a jednim neeficientnim subjektem B.

Maticové zapsano ma linearni program tvar
max yTu zapodm. zTv=1, Yu— Xv <0, u,v>0, (5.1)

kde z = (zf,.... 28T, y = (yf,...,yk)T, X4y = xﬁ, Yy; = x¢. Optimélni hodnoty t&chto tloh nam daji
vykonnosti jednotlivych subjekti. Je-li optimalni hodnota alesponi 1, pak je dany subjekt eficientni, jinak
je neeficientni a optimélni hodnota méri miru neeficience.

Do modelu lze jesté pridavat dalsi omezujici podminky, napiiklad, Ze prvni vaha neni vic nez pétkrat
dulezit&jsi nez druhé vaha (v; < 5vg). Z modelu je také vidét, ze subjekt, ktery striktné dominuje v jednom
kritériu, je vzdy eficientni, bez ohledu na to jak Spatné si vede v ostatnich kritériich. Této situaci jde také
predchazet stanovenim vhodnych omezeni na véahy (minimalni resp. maximalni hodnota).

Priklad 5.1. Uvazujme tii stavebni spolecnosti A, B a C. Stavba objektu

spolecnosti A trva 10 dni a vyZzaduje 200 jednotek penéz,
spole¢nosti B trva 13 dni a vyzaduje 160 jednotek penéz,
spole¢nosti C trva 15 dni a vyzaduje 120 jednotek penéz.

Spolecnost A je ziejmé eficientni, protoZze je nejlepsi v prvnim kritériu. Staci uvazovat vazeny soucet
s dost velkou vahou pro prvni kritérium, napt. (100,1), a spolecnost A dosahuje nejnizsi hodnosty 1200,
v porovnani s hodnotami 1460 a 1620 pro ostatni spole¢nosti. Podobné spole¢nost C je eficientni, protoze
je nejlepsi v druhém kritériu. Vykonnost spoletnosti B uréime vyfeSsenim odpovidajici ulohy. Vystup je
zde jediny (vysledna stavba), zatimco vstupem je délka stavby a finan¢ni naklad. Uloha pak mé tvar

max uq
za podm. 13v1 + 160ve = 1, w1 < 10v1 + 200v9, uy < 15v1 4+ 12009, uq,v1,ve > 0.

Optimalni hodnota je =~ 0.978, ¢ili spole¢nost B neni zcela eficientni. Vysledné vykonnosti spolecnosti A,
B aCjsoul, 0978 a 1.

Interpretace muze byt i takova, Ze spole¢nosti B dominuje konvexni kombinace spolecnosti A a C.
Obréazek B znazorhuje graficky vykon jednotlivych spoleénosti, eficientni jsou ty vlevo dole, tj. jsou
optimem pii linedrnim kritériu s nezdpornymi vahami. Jsou to vlastné klasickd nedominované resent,
pokud mnozinu bodi rozsifime na jejich konvexni obal O

Priklad nabizi zajimavou geometrickou interpretaci eficientnich feSeni. Uvazujme duélni dlohu k tloze

G.1)
minz za podm. zz — XTw > 0, YTw > y, w > 0.

Piedpokladejme, Ze vystup je jednorozmérna veli¢ina jednotkové velikosti, tedy y = 1, Y = (1,...,1)T.
Uloha m4 tvar

minz zapodm. zz— XTw >0, efw>1, w>0,
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Obrazek 5.2: Geometrickd interpretace eficientnich subjekti v DEA. Nalevo neeficientni subjekt (polo-
pfimka protne polytop pfed bodem z) a napravo eficientni subjekt (polopfimka protne polytop za bo-
dem x).

ktery je ekvivalentni tvaru
minz za podm. zz— XTw >0, efw=1, w>0.

Uloha hled4 primik polopiimky, vychézejici z pocatku ve sméru z, s konvexni, obalem sloupcii matice
X7 coz jsou vstupy jednotlivych subjekti. Dany subjekt je pak eficientni, pokud je prinik za bodem z
nebo v ném. Subjekt je neeficientni v opaéném piipadé. Geometricky tato neeficience znamena, ze stejného
vystupu dosdhneme s mensimi vstupy pomoci konvexni kombinace ostatnich subjekti (jako bychom z nich
slozili virtualni novy subjekt, ktery bude ve vSech vstupech lepsi). Viz obrazek Pokud tedy v prostoru
R™ nakreslime body z* := (2%, ..., 25)T k= 1,...,n, tedy vstupy jednotlivych (ale viech) subjektii, pak
eficientni budou ty umisténé vlevo dole a na hranici jejich konvexniho obalu.

5.2 AHP

Metoda AHP (Analytic Hierarchy Process, T.L. Saaty, 1980) je metoda, ktera slouzi k vytvareni vah uréi-
tym objekttim v rozhodovaci tloze, které je komplikovan siti vztahti. Metoda spociva v rozdéleni problému
na nékolik drovni, na kazdé drovni urceni vah pomoci porovnavaci matice a nakonec agregace vah dohro-
mady. PopiSeme jednotlivé kroky. Vice podrobnosti a aplikaci viz [Saaty [2008]; [Saaty and Vargas [2012],
zobecnéni na modely ANP (Analytic Network Process) s komplikovangjsi zavislosti viz [Saaty and Vargas
[2013].

Porovnavaci matice

Uvazujme n objektt, kterym chceme pfifadit vahy. Uzivatel to nedokéze explicitné, ale umi porovnévat

objekty mezi sebou. Vytvoii tedy matici A € R™*", kde a;; urcuje, kolikréat je i-ty objekt dulezit&jsi nez
J-ty. Prirozené plati a;; = 1 a aj; = 1/a;;, ¢ili staci zadat (g) hodnot.

Konsistence. V idedlnim piipadé by méla platit vlastnost a;par; = a;j, tzv. konsistence, a matice méla

tvar
v v 1
oL v on
Un  Un Un
v1 vy 7T Un,

Vidime, Ze pak vahy tvoii prvky prvniho sloupecku (po znormovani). To plati pro kazdou konsistentni
matici, protoze a;; = aj1a1; = a;1/a;1, ¢ili skuteéné hodnota a;; je podilem odpovidajicich vah.
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Konsistentni matice ma hodnost 1, ¢li 0 je (n — 1)-nasobné vlastni ¢islo a n je zbyvajici maximalni
vlastni ¢islo a odpovidajici vlastni vektor je v.

Urcéeni vah. Prakticky matice A konsistentni neni. Predchozi ivaha nés vede k tomu ur¢it vahy jako
vlastni vektor v matice A, odpovidajici nejvétsimu vlastnimu &slu; navic normujeme e’v = 1. Protoze
A > 0, podle Perronovy véty je nejvétsi vlastni Cislo realné kladné a odpovidajici vlastni vektor také.
Navic zddnému jinému vlastnimu ¢islu neodpovida kladny vlastni vektor.

Vlastni vektor se ¢asto aproximuje. Necht s; znaci soucet prvki j-tého sloupce matice A, tedy s = ATe.
Nyni kazdy prvek matice vydélime hodnotou piislusného souc¢tu a vyslednou matici oznac¢ime A’, tedy
a;j = a;;/s;. Tato matice pak spliuje el A" = T, Aproximované véhy w pak uréime jako primérné
radkové soudty, tedy w = %A’e. Zejmé plati e’ w = 1, nebot

T 1

1 1
efw=—el'(Ae)=—(efA)e=—ele=1.
n n n

Odpovidajici vlastni ¢slo A pak odhadneme jako s”w, nebot
sTw=el Aw ~ el dw = \.

Motivace pro tuto aproximaci je, Ze pro konsistentni matici mé aproximovany vlastni vektor a apro-
ximované vlastni ¢islo stejnou hodnotu jako skuteény vlastni vektor a vlastni ¢islo. Dtkaz: Protoze
— n . — . {
8j = p_1Vk/v; = 1/vj, odvodime

n

n
1 ’ 1 v Uy
wi:_gaij:_g — - =y,
n- n—vj 1

j=1

J=1
n n iy
sTw = SiW; = - =n.
JWj ]
, —
Jj=1 Jj=1

Mira konsistence. Prakticky je malokdy matice A konsistentni. Abychom védeéli, jak moc blizko méa
matice A ke konsistenci, zavadime miru konsistence. Necht X je spoctené ¢i aproximované nejvétsi vlastni
¢islo matice A. Idealné by mélo byt A = n, obecné plati A > n (viz véty B.2H53)). Definujme tzv. index
konsistence jako

A—n

n—1

CIl =

Cim mensi je CI, tim bliZe je A k hodnoté n a tim bliZe jsme ke konsistenci. Pokud CI = 0, je matice zcela
konsistentni. Hodnotou n — 1 délime kvili normovani: protoZe soucet vlastnich ¢isel matice A je roven
souctu diagonaly, tedy n, tak CI = n;—ll * oA udava pramérnou hodnotu nedominantniho vlastniho
Cisla.

Index CI pak porovname s tzv. tabulovanym indexem RI (random consistency index). Ten byl urcen
z ndhodné generovanych dat a slouzi k tomu, abychom meéli hodnotu CI s ¢im srovnat. Pro ilustraci nékolik

jeho hodnot:

n \1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RI[0 0 058 09 112 124 132 141 145 149

Pokud CI/ RI < 0.1, pak bereme miru konsistence za pfijatelnou, jinak je matice piili nekonsistentni a
vypoctené vahy mohou byt velmi zkreslené.

Véta 5.2. Pro aprorimované nejuétsi vlastni ¢islo A matice A plati A > n.

Dikaz. Plati A = sTw = 3" | sjw; = %Z?]‘:l Siaij/sj = %Z?]‘:l bij, kde matici B definujeme jako
bij = siaij/sj. Protoze b;; =1 a bij + bji = bz‘j + 1/bij > 2, tak plati %szzl bij >n. O

Véta 5.3. Pro nejuétsi vlastni ¢islo A matice A plati X > n.
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Ditkaz. Bud v > 0 vlastni vektor pfislugny A a vytvoime diagonalni matici D s vektorem v na diagonéle.
Definujme matici B := D~'AD, ktera je podobna matici A a tedy ma stejna vlastni ¢isla. Vlastni vektor
matice B pfislusny A bude e, nebot soucet prvka v i-tém radku je A:

n n

n
Zbij - Z U_Zaij = v_izvjaij = v_i(Av)i = v_l-)\vi =\
j=1

J=1 J=1

Tudiz plati A = % > bi; a dale postupujeme jako ve vété B.2) ]

n
i,j=1

Odhady z vét nahote se nabyvaji jako rovnosti pravé pro konsistentni matice. Odhady jsou totiz t&sné
jen kdyZ matice B se sklada ze samych jednicek, coz implikuje konsistenci matice A.

Poznamka 5.4. Vahy lze z porovnavaci matice urcit i jinak. MtZzeme uvazovat prostor matic s urcitou
metrikou a k dané matici A najit co nejblizsi konsistentni matici. Jind moZznost je nafouknout matici A na
intervalovou matici minimalnim zptisobem tak, aby obsahovala konsistentni. Statisticky postup je uvazovat
v matici chyby s vhodnym rozdélenim a hledat nejvérohodné&jsi feseni. Tento zplisob Saaty zkousel, ale
pry nebyl vhodny a nedaval dobré vysledky. Zde je dobré poznamenat, Ze typicky uzivatel vybira hodnoty
matice A v rozmezi {1,2,...,9}.

Hierarchie

Nyni pfedpokladejme, ze méame nékolik drovni atribut. V prvni drovni z porovnévaci matice prifadime
atributum véhy wq, ..., w,. Dale, k-ty atribut se skladé z nj podatributti, kterym opét na zakladé prislusné
porovnévaci matice pfifadime vahy wg1, . .., Wky, . Nakonec vahy podatribut pfenormujeme wy; — wpwy;.
Nyni je soucet vah v8ech podatributii rovenjedné, nebot

no ng n nk n
E E WEWgj = E Wi E Wy = E W = 1.
k=1j=1 k=1 j=1 k=1

Priklad 5.5. Uvazujme problém vybéru auta. V prvni tirovni vybirame podle atributii: cena, kapacita,
bezpecnost. Porovnavaci matice vypadé:

1 1/3 5
A=|3 1 7
1/5 1/7 1

Nejvétsi vlastni ¢islo a jemu odpovidajici vlastni vektor jsou
A =3.0649, v = (0.2790,0.6491,0.0719)7 .

Aproximované vlastni ¢islo a vlastni vektor jsou

A =3.0067, w = (0.2828,0.6434, O.O738)T.

Pro né odpovidajici index konsistence je C'I = 0.0484, tudiz CI/IR = 0.083 < 0.1 a matice muZe byt
povazovana za primérené konsistentni.

Nyni uvazujme druhou troven, kdy cena se sklada z vlastni ceny auta a ze spotieby a necht je ovaZime
vektorem (0.7,0.3)7. Pak vysledné vahy jsou

(0.7wy, 0.3wy, wa, w3)T = (0.1980, 0.0848,0.6434,0.0738)7 .

Celkem jsme tedy od uzivatele potfebovali 4 porovnéni. Bez rozliseni dvou trovni a uvazovani celé ¢tvefice
naraz by porovnani bylo 6. U

Priklad 5.6. Jinym piikladem je vybér kandidata na pracovni pozici. Necht Adéla, Bob a Cyril jsou
kandidéati a vybér provadime podle kritérii: zkuSenost, vzdélani, osobnost a jazyky. Z porovnévaci matice
ur¢ime vahy kritérii. Komise pak pro kazdé kritérium porovné kandidaty pomoci matice a uréi prislusné
vahy. Vahy pak seCteme a dostaneme vysledné ohodnoceni kandidatu. U

Poznamka 5.7. Vyhoda AHP spociva v rozdéleni na jednodussi podproblémy. Tim se zmensi pocet
porovnani vyzadovany od uzivatele a také zmensi moznost obdrZeni nekonsistentni matice (vétsi matice je
spiSe nekonsistentni). Na druhou stranu, muze dochazet k tzv. rank reversal, kdy pridanim dodate¢ného
atributu se zcela obrati poradi vah.
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Kapitola 6
Zavér

Vicekriterialni programovani je stéle se rozvijejici obor. Mezi aktualni trendy vyzkumu patii [Miettinen et all,
2008]:

e specialni dlohy, jako je napiiklad vicekriteridlni semidefinitni ¢i dynamické programovani,

e large-scale tlohy, kdy velky rozmér znamena nejenom pocet proménnych a omezeni, ale miuze to byt
i pocet kritérii (design visutych mosti aj.),

e nové trendy v optimalizaci obecné — robustni optimalizace, nejistota v datech
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Kapitola 6. Zdveér




Znaceni

Mnoziny a ¢isla

N, Z, Q, R mnozina prirozenych, celych, racionalnich a realnych ¢&isel

R® (y*) kuzel dominujicich bodu s poc¢atkem v y*, R (y*) = {y € R%; y < y*}

RS zaporny ortant, R® =R* (0) = {y € R*%; y < 0}

R% kladny ortant, R% = {y € R®; y > 0}

U+V soucet mnozin, U +V ={u+v;u e Uwv eV}

conv (M) konvexni obal mnoziny M

int(M) topologicky vnitfek mnoziny M

K* polarni kuzel ke kuzeli K, viz definice

S mnozina kladnych vah, S = {\ € R%; A > 0}

S mnoZina nezapornych vah, S = {\ € R%; A > 0}
mnozina eficientnich FeSeni, strana [

&Y mnoZina vlastnich eficientnich FeSeni, strana

rt kladn4 ¢ast realného &isla, r* = max(r,0)

T zaporna Cast realného &isla, r~ = max(—r,0)

Matice a vektory

AT transpozice matice A

A > B nezipornost matice A — B, tj. a;; > b;;

A > B Kkladnost matice A — B, tj. a;; > b;;

0n, 0 nulova matice (vSechny slozky jsou rovny 0)

I,, I  jednotkova matice (diagonalni s jedni¢kami na diagonéle)

€; jednotkovy vektor, e; = (0,...,0,1,...,0)T
e vektor ze samych jednicek, e = (1,...,1)7
1
|z, p-norma vektoru x € R, ||z||, = (2?21 \x!f)ﬂ
l|lz||2 eukleidovska norma vektoru z € R", ||zl = /> 2?

|z]l~c  maximova norma vektoru x € R", ||z||cc = maxj—1 . n |x|;

o7
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Znadeni
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