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Co?

Préaveé c¢tete ucebni text k prednaskam Linearni algebra I a II pro prvni roc¢nik
studia informatiky na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy. Nicméné
vérim, ze muze dobfe poslouzit i na jinych skoléch.

Proc?

Tento text vznikl mj. i proto, ze zadna soucasna ucebnice nekopiruje presné sy-
labus prednéasky. Nejblize je [Timal, 2003|, pekna skripta jsou [Rohn, 2004], kniha
knihy, které stoji za doporuceni, jsou [Gareth, 2001], [Meyer, 2000], [Strang, [1988)].
Na strankich J. Matouska [Matousek, 2010] je mozno nalézt piiblizny podrobny
sylabus prednasky, stejné jako ,,Sestnact miniatur®, Sestnact aplikaci linearni al-
gebry.

Jak?

Text poskytuje pomérné uceleny vyklad na sebe navazujicich témat zakladni linearni
algebry. Nékolik slozitych diikazu z didaktickych divodi vynechavame — konkrétné
dukaz véty o velikosti kone¢nych téles, véty [[0.34 o Jordanové norméalni forme,
Perronovy véty [[0.48 a véty o SVD rozkladu.

Format textu je tradi¢ni se ¢lenénim do definic, vét, dikazt apod. Navz-
dory jinym modernim trendim mi piipada tento styl prehlednéjsi a srozumitel-
néjsi. Snazil jsem, nicméné, obohatit text vysvétlujicimi komentari a ilustrativnimi
obrazky. Na konci kazdé kapitoly je vzdy uvedeno nékolik problému na zamysleni
a casto poukazujici na pokrocilejsi souvislosti.

Jistym specifikem testu je néco, co nazyvam ,nahlédnuti pod poklicku® jinych
obort. Bez detailti, na které neni prostor a mnohdy ani matematické zazemi,
ukazujeme netrivialni aplikace a souvislosti s jinymi matematickymi obory. Toto
se tyka mj. aplikaci o diskrétni a rychlé Fourierové transformaci (ptiklad B.49),
samoopravnych kodech (priklad [£.35), Stewartové—Goughové platformeé v robotice
(sekce [.2), vyhledavaci od Google (ptiklad [[0.58)), urc¢ovani struktury bilkovin
(priklad [I1.20), kuzelosecek (sekce 12.2)) ¢i komprese dat (sekce [[3.3).

Nekteré partie a véty dale nerozvijime a v pripadé nutnosti je lze pii vykladu
vynechat. Jedna se napiiklad o sekci o jednozna¢nosti RREF (sekce BA4]), o do-
datcich k soustavam rovnic (sekceB.3]), o prostoru linedrnich zobrazeni (sekce [6.3)),
o afinnich prostorech (kapitolal[f), o teorii nezapornych matic (sekceI0.6]), o vypoctu
vlastnich ¢isel (sekce[I0.7) a o maticovych rozkladech (kapitola[l3]). Z vét je mozno



preskocit napiiklad Shermanovu—Morrisonovu formuli (vétaB.36]), Besselovu nerovnost
a Parsevalovu rovnost (véta8.23)), Gramovu matici (vétaR.34]), ortogonalni matici
a linearni zobrazeni (véty al8.50), nebo Courantovu-Fischerovu formuli (véta[l0.47).

Podékovani

Zéklad tohoto textu jsem zacal psat béhem zimniho semestru roku 2010. Dékuji
vsem, ktefl néjakym zplisobem pomohli k vylepseni textu. Jmenovité, za opravy
chyb dékuji mj. studenttim: Jan Tomések, Jakub Suchy, Martin Poldk, Tomés
Novella, Tomas Musil, Petr Babicka, Antonin Tomecek a Jifi Pavlovsky. Za pod-
nétné pripominky dekuji kolegtim Jaroslavu Horackovi, Jirimu éejnohovi a zejména
Jirfmu Matouskovi.

Chyby?

Pripadné pripominky a chyby zasilejte prosim na adresu hladik@kam.mff.cuni.cz.


mailto:hladik@kam.mff.cuni.cz

,Pokud jsem dohlédl dale nez jini, bylo to proto, Ze jsem stal na ramenech obru.*
[Isaac Newton, 1675]
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Kapitola 1
Uvod

Zde ptripomeneme nékteré zakladni pojmy a poznatky, které by ¢tenar meél znat,
anebo jsou mimo hlavni proud tohoto textu, ale néjak se ho dotykaji.

1.1 Pojmy a znaceni

Nejprve je nutné zavést nékteré standardni znaceni, které se v matematice pouziva.

Ciselné obory

Pripomenme zakladni ¢iselné obory:

e N ... mnozina pfirozenych cisel,
e 7, ...mnozina celych cisel,
e Q ... mnozina racionalnich ¢isel,

e R ... mnozina realnych ¢isel.
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Suma

Symbol sumy , > " reprezentuje soucet vSech instanci vyrazu za sumou pro viechny
piipustné hodnoty indexu (resp. indexi) pod sumou. Konkrétné:

n

Z a; je zkratka za a1+ ...+ ay,

i=1
Z a; je zkratka za aq + ag+ as + ar,
1<i<8 a liché
Z a;j je zkratka za ai1 + aip + a1 + ag.
ije{1,2}

Soucet pres prazdnou mnozinu definujeme jako 0.

Produkt
Analogicky symbol ,J[* se pouziva pro soucin, tedy napf.

n
Ha,’ je zkratka za aj-as-...-a,.
i=1

Kvantifikdtory

Symbol ,V* je zkratka pro souslovi ,pro vSechna®, a symbol ,, 3 znamené ,exis-
tuje”. Napf.

VieR:xz+1<¢"
se Cte
pro vSechna realna ¢isla x plati nerovnost x +1 < e”.
Podobné,
Vei,ye Rix<y,2€eQ:x <2<y
miuZzeme C¢ist

pro jakékoliv dvé rizna realna cisla existuje racionélni ¢islo lezici mezi nimi.
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Modulo

Modulo, zapisované vyrazem ,,a mod n*, udava zbytek pri déleni celého ¢isla a
prirozenym ¢islem n. Napriiklad,

17mod 7 = 3,
—17 mod 7 = 4.

Body a vektory

Pojem bod se v zédkladnim kurzu z linearni algebry moc nepouziva. Bod, jakozto
jako n-tice redlnych ¢isel (vy, ..., v,), se algebraicky chova stejné jako aritmeticky
vektor (definice 2.3)). Oba pojmy se interpretuji rizné az z geometrického hlediska,
kdy nenulovému vektoru odpovida uré¢ity smér (mimochodem, slovo ,,vektor®, ste-
jné jako ,vehikl“, pochézi z latinského vehere, tedy ,vézt®).

Z.obrazeni

Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B se znaci f: A — B. Pro kazdé a € A je
tedy f(a) definovano a nalezi do B. Nékteré dilezité typy zobrazeni, se kterymi
budeme pracovat, jsou nasledujici:

Zobrazeni f: A — B je prosté, pokud pro kazdé ai,ay € A, a1 # as, je
f(ay) # f(ag). Prosté zobrazeni tedy nezobrazi dva rizné prky z mnoziny
A na jeden prvek mnoziny B.

Zobrazeni f: A — B je ,na“, pokud pro kazdé b € B existuje a € A takové,
ze f(a) =b. Jinymi slovy, zobrazeni f pokryje celou mnozinu B.

Zobrazeni f: A — B je vzdjemné jednoznacné (bijekce), pokud je prosté a

94
,hat.

Je-li f: A — B vzédjemné jednoznacné, pak inverzni zobrazeni k f je zo-
brazeni f~1: B — A definované f~1(b) = a pokud f(a) = b. Vzdjemna
jednoznac¢nost zobrazeni f zajisti, Ze inverzni zobrazeni f~! je dobie defino-
vané v kazdém bodé mnoziny B a je také vzajemné jednoznacné (ovéite!).

Jsou-li f: A — B, g: B — C, pak sloZené zobrazen? f a g je zobrazeni
go f: A — C definované predpisem (g o f)(a) = g(f(a)). Slozenim vza-
jemné jednoznacnych zobrazeni dostaneme vzajemné jednoznacné zobrazeni
(ovérte!).
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1.2 Reprezentace cisel

V pocitaci se standardné reprezentuji ¢isla v tzv. tvaru s pohyblivou radovou
carkou
m x b,

kde b je dany zéaklad vyjadrujici, jakou ¢iselnou soustavu pouzivame; vétsinou je
b = 2. Hodnota mantisy m a exponentu ¢ pak urcuji konkrétni hodnotu reprezento-
vaného ¢isla. Navic vyjadreni normujeme tak, aby mantisa m splhovala podminku
1 < m < b. Protoze pro mantisu a exponent byva na pocitaci omezena velikost
zapisu, mizeme reprezentovat pouze koneé¢né mnoho realnych ¢isel. Ty ostatni
pak alesponi chceme vyjadrit nejbliz§im reprezentovatelnym ¢islem. Tim prirozené
dochézi ke ztraté informace.

Napiiklad, ¢islo 1/3 se v dekadickém zapisu pii presnosti na Ctyfi plané cifry
reprezentuje jako 3.333 x 107!, ¢ili odpovida ¢islu 0.3333. Takovéto zaokrouhlo-
vaci chyby se pak mohou déle akumulovat pti vyhodnocovani aritmetickych oper-
aci. Napriklad, soucet ¢isel 1/3 a 1/3 vede na soucet reprezentaci 0.3333 a 0.3333
s vysledkem 0.6666. Nicméné, nejblizsi reprezentovatelné ¢islo ke skutecnému souctu
1/34+1/3=2/3je 0.6667.

Vliv zaokrouhlovacich chyb a omezené reprezentace ¢isel proto musime vzit
v uvahu pfi navrhu algoritmi. Podrobnéji se touto problematikou zabyva obor
numerickd analyza, ale 1 my se numerického hlediska dotkneme napit. v sekci 3.5.1]
a sekei [[3.5

1.3 Komplexni ¢éisla

Komplexni cislo z zavadime jako vyraz a + bi, kde a,b € R a imaginarni jednotka
i spliiuje i2 = —1. Zde a je redlnd ¢dst komplexniho &fsla z a znaci se Re(z), a b je
imagindrni ¢dst komplexniho ¢isla z a znaci se Im(z). Diky vlastnosti imaginarni
jednotky definujeme zékladni operace s¢itani a nasobeni pro dvé komplexni ¢isla
z1 = a + bi, zo = ¢+ di takto:

21+ 29 = (a+¢) + (b+ d)i,
2129 = (ac — bd) + (cb + ad)i.

Podobné pro odecitani. Pro z5 # 0 pak vychézi podil
sz a+bi a+bi c—di ac+bd cb—ad,

v ct+di ctdi c—di A+ d? + 02—|—d22'
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Komplexni ¢isla maji také geometrickou interpretaci. Cislo a + bi si lze predstavit
jako bod (a,b) v roviné. Tato rovina se nazyva komplexni rovina (téz Gaussova
rovina).

Pro komplexni ¢islo z = a + bt pak zavadime nésledujici operace:

komplexné sdruzené ¢islo: zZ = a — bz,

absolutni hodnota: |z| = V2Z = Va2 + b2.

Absolutni hodnota ¢isla z = a + bi vlastné urcuje eukleidovskou vzdalenost bodu
(a,b) od pocatku. Poznamenejme, Ze obecné |z|? # 22

[m 5
bl z=a+W
]
0 a Re
]
—b|
Z=a—bi

Je jednoduchym cvicenim ukazat, ze komplexné sdruzené cisla spliuji vlast-
nosti:

Zl—f—Zgzz_l‘f—Z_l,

21 29 =212

1.4 Polynomy

Redlngjm polynomem stupné n je funkce p(x) = ap,x"+a, 12" 4. . .+ayx+ag, kde
ag, . ..,a, € Raa, # 0. Kromé redlnych polynomt mizeme uvazovat polynomy
s komplexnimi koeficienty, popt. nad jinymi ¢iselnymi obory (o tom az pozdéji).

Polynomy miizeme sé¢itat, od¢itat, nasobit a délit se zbytkem. Budte p(x) =
apx” + ...+ @ + ag, ¢(x) = bpa™ 4+ ...+ biz + by dva polynomy a necht bez
Ujmy na obecnosti n > m. Pak mame operace

e Scitant:

p(x) + Q(,I) = anxn + ...+ am+1xm+1 + (am + bm)xm + ...+ (a1 + bl)x + (ao + bO)
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e Nasoben:
p(x)q(x) = apbmz™™ + ...+ (arby + ag_1b1 + . . . + agbp)z” + ... + agbo,

kde aj pro k > n a by pro k > m definujeme jako 0.

e Déleni se zbytkem: Existuji jednozna¢né polynom r(x) stupné n —m a poly-
nom s(x) stupné mensiho nez m tak, ze p(z) = r(z)q(z) + s(z). Zde r(x)
predstavuje podil, a s(x) predstavuje zbytek. Naptiklad, délime-li polynom
p(x) = 23 polynomem ¢(z) = x? — x, dostaneme polynom r(z) =z + 1 a
zbytek s(x) = z, tedy

p(z) = (z +1)q(x) + .

Koreny

Koten polynomu p(x) je takova hodnota x* € R, ze p(x*) = 0. Napiiklad, p(x) =
2?2 — 1 ma kofeny 1 a —1. Polynom p(x) = 2% + 1 nema realny kofen, ale ma
dva komplexni, ¢ a —i. Gaussova zakladni véta algebry z roku 1799 1ika, Ze aspon
jeden koren, byt komplexni, vzdy existuje.

Véta 1.1 (Zakladni véta algebry). Kazdy polynom s komplexnimi koeficienty md
alespon jeden komplexni koren.

Diikaz. Dukazi existuje cela fada a zadny neni zcela elementarni. Myslenkove
snadno uchopitelny je dikaz autori Melane & Birkhof a zékladni idea je nésledu-
jici. Uvazujme obraz kruznice v komplexni roviné se stfedem v poc¢atku a polomérem
r pii zobrazeni x +— p(x). Je-li r hodné blizko nuly, je obrazem uzaviena krivka
kolem bodu ag. Naopak, je-li  dost velké, pak p(x) =~ a,z" a obrazem kiivka
probihajici priblizné kolem kruznice se stfedem v pocatku a polomérem a,r".
Postupnym spojitym zvétsovanim r od nuly nakonec musi nékde obraz protnout
pocatek, coz odpovida korenu. ]

Je-li 1 kofen polynomu p(z), pak p(z) je délitelny ¢lenem (x —x1) beze zbytku
a podil je polynom stupné n — 1. Ten mé podle zakladni véty algebry kotfen xo,
opét muzeme beze zbytku délit ¢lenem (z — x9) atd. az snizime stupen polynomu
na nulu. Kazdy polynom tudiz lze zapsat jako p(x) = a,(x — x1) ... (x — x,), kde
x1,...,T, jsou jeho korfeny. Dalsim disledkem je, Ze polynom stupné n ma prave
n korent, pokud zapocitavame i nasobnosti.
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Poznamka 1.2. Nyni vime, Ze kazdy polynom ma koten, ale zatim neni jasné,
jak ho urc¢it. Korfeny polynomu druhého stupné snadno najdeme podle znamého
vzorecku x19 = 2%“2(—@1 + /a? — 4asap). Pro kofeny polynomu tfetiho stupné
existuji také vzorce, tzv. Cardanovy, ale jiz mnohem komplikovanéjsi. Dilezitym
zjisténim bylo, kdyz roku 1824 prisel Abel na vefejnost s tim, Ze pro polynomy
stupnu vyssich nez 4 obecné zadny vzorecek na vypocet kofentd nemitize existo-
vat. Veskeré praktické metody jsou tedy pouze iteracni, kdy kofeny pouze aprox-
imujeme, ale v jistém itera¢nim procesu aproximaci vylepsujeme na libovolnou

presnost.

Interpolace

Polynomy maji Siroké pouziti a najdeme je v mnoha situacich. Jedno vyuziti je
pii interpolaci bodi. Mé&me v roviné n + 1 bodu (zg, o), (z1,y1), - - -, (Tn, Yn),
kde z; # x; pro i # j. Cilem je najit polynom p(x) prochazejici témito body.
Nasledujici véta dava explicitni vyjadieni hledaného polynomu, i kdyz ne pifimo
v zakladnim tvaru. Vice o jednoznacnosti a minimalité stupné prokladaného poly-
nomu v sekei 3.6,

(w3, y3)

(331,91)
(22, Yo)

0 (24, y4)\/ v

(w5, ys5)

Véta 1.3 (Lagrangeuv interpola¢ni polynom). Dangmi body prochdzi polynom
p(@) =g y;p;(x), kde pj(x) = [1iio, iz x]%x(x — ).

Diikaz. Staci dosadit jednotlivé body a ukazat rovnost p(xx) = yx, k =0,1,...,n.
Ta plati, protoze p;(xr) =1 pro j =k, a pj(x;) = 0 pro j # k. ]
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1.5 Optimalizace

Bud f: R" — R realné funkce, ktera pfifazuje kazdému bodu = = (zy,...,z,)
realné ¢islo f(x). Bud M C R™ mnozina bodu. Pak tdloha optimalizace je

min f(z) za podminky x € M. (1.1)

Chceme tedy najit minimélni hodnotu funkce f(x) na mnoziné M. Jinymi slovy,
hledame takovy bod x € M, ze f(z) < f(y) pro vSechna y € M.

Piiklad 1.4. Uvazujme funkci f(z1,x2) = x1 — x2 a mnozinu bodi M v roviné
zadanou omezenimi
r1+ 222 <4, 11 20, 22> 0.

Mnozina M predstavuje trojihelnik s vrcholy (0, 0), (4,0) a (0, 2). Minimalni hod-
nota funkce se nabyde v bodé (0, 2), coz je hledané optiméalni feseni optimalizacni

tlohy (IL.IJ). O



Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

2.1 Zakladni pojmy

Soustavy linearnich rovnic patii mezi zakladni (algebraické) tlohy a setkame se
s nimi skoro vSude — pokud néjaky problém nevede na soustavu rovnic primo, tak
se soustavy rovnic ¢asto objevi jako jeho podproblém.

Priklad 2.1 (|[Meyer, 2000]). Nejstarsi zaznamenana tloha na soustavy rovnic
z ¢inské knihy Chiu-chang Suan-shu (ca 200 pf.n.l.):

Tri snopy dobrého obili, dva snopy primérného a jeden podrad-
ného se proddvaji celkem za 39 dou. Dva snopy dobrého obili, tii
primeérného a jeden podradného se prodavaji za 34 dou. Jeden snop
dobrého obili, dva primerného a tri podradného se proddvaji za 26

dou. Jakd je cena za jeden snop dobrého / primérného / podiadného
obili?

Zapsano dnes$ni matematikou, dostavame soustavu rovnic

3z + 2y + 2z =39,
20 + 3y + 2z = 34,
x4+ 2y + 3z = 26,

kde x,y, z jsou neznamé pro ceny za jeden snop dobrého / prumérného / podiad-
ného obili. ]

Soustavy rovnic budeme zapisovat maticové, proto nejprve zavedeme pojem
matice.

17
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Definice 2.2 (Matice). Redlna matice typu m x n je obdélnikové schema

a1 a2 ... Qaip

A:

Ami1 Am2 ... Amn

Prvek na pozici (4, j) matice A zna¢ime: a;; nebo A;;. Mnozinu vsech realnych
matic typu m x n znac¢ime R™*"™; podobné pro komplexni, racionalni, atd. Je-li
m = n, potom matici nazyvame ctvercovou.

Definice 2.3 (Vektor). Realny n-rozmérny aritmeticky sloupcovy vektor je matice
typun x 1
Iy

a Tadkovy vektor je matice typu 1 x n

r=(T1,...,T,).

Standardné, pokud neni fec¢eno jinak, uvazujeme vektory sloupcové. Mnozina vsech
n-rozmérnych vektort se znac¢i R” (namisto R™*1).

Definice 2.4 (x notace).

i-ty radek matice A se znaci: A = (a1, ao, - - ., Gin)-

ay;

J-ty sloupec matice A se znaci: A,; = 2
Qnj

Definice 2.5 (Soustava linearnich rovnic). Mé&jme soustavu m linearnich rovnic
0 n neznamych

a1y + a12x9 4+ ...+ A1pnTn = bl,

911 + a922T9 + ...+ AonTy = bz,
(2.1)

Am1T1 + AmaXe + ...+ Qp Xy = bma

kde a;;, b; jsou dané koeficienty a x1, ..., z, jsou neznamé. Zavedeme nasledujici
Jo 9 )
pojmy: Resenim rozumime kazdy vektor x € R" vyhovujici vSem rovnicim. Matice
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soustavy je matice

a1 a2 ... Qaip
A — . .
Am1 Am2 ... Amn
a rozsirend matice soustavy je
ajip; a1 ... Qip bl
ag1 Q22 ... QA9p bg
(A]b) = . |
Uml Am2 .. OGmp bm

Svisla ¢ara v rozsitené matice soustavy symbolizuje rovnost mezi levou a pravou
stranou soustavy, Z formalniho hlediska sice nenf nutné ji zobrazovat, ale pomahé
mnemotechnicky chapat vyznam této matice.

Poznamenejme, Ze rozsifena matice soustavy plné popisuje soustavu rovnic;
radky odpovidaji rovnicim a sloupce nalevo proménnym.

Kupftikladu, soustava z prikladu 2.1] by se maticové zapsala jako

32 1|39
2 3 1|34
1 2 3|26

Poznamka 2.6 (Geometricky vyznam soustavy rovnic). Pro jednoduchost uvazu-
jme nejprve pripad m = n = 2, tedy dvé rovnice o dvou neznamych

ary + ajpxry = by,
911 + A99T9 — bz.

Za obecnych piedpokladii (a;; # 0 nebo ajz # 0) popisuje prvni rovnice pifmku
v roviné R?, a stejné tak druha rovnice popisuje néjakou piimku. Regeni soustavy
lezi tedy v priniku obou piimek.

T2 A a1171 + a2z = by

N

/
BN

a21x1 + azexrs = by
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Podobné pro n = 3, kazda rovnice s aspon jednim nenulovym koeficientem popisuje
rovinu v prostoru R? a feseni piedstavuje priinik téchto rovin. Obecné pro libovolné
n, rovnice urcuji tzv. nadroviny (srov. kapitola[f) a feSeni soustavy hledame v jejich
priniku.

Definice 2.7 (Elementarni radkové tpravy). Elementarni fadkové upravy matice
jsou
1. vynésobeni i-tého fadku redlnym ¢islem o # 0 (tj. vynéasobi se vSechny
prvky radku),
2. pric¢teni a-nasobku j-tého radku k i-tému, pticemz i # j a a € R,
3. vymeéna i-tého a j-tého radku.
Poznamka 2.8. Ve skutecnosti vyse zminéné tipravy nejsou zas tak elementarni.

U druhé radkové upravy vystacime jen s a = 1 a tieti tpravu lze simulovat pomoci
predchozich dvou. Schematicky

Véta 2.9. Elementdrni Tddkové operace zachovdvaji mnozinu Teseni soustavy.

Diikaz. Ponechavame za cviceni. ]

2.2 Gaussova eliminace

Nyni se presuneme k tomu, jak soustavy rovnic fesit. Ukazeme si dvé metody,
jejichz zakladem je transformace rozsifené matice soustavy pomoci elementarnich
uprav na jednodussi matici, ze které feseni snadno vycéteme. Ten jednodussi tvar
matice se nazyva odstupriovany tvar matice, v angli¢tiné ,, row echelon form* (REF).

Definice 2.10 (Odstupnovany tvar matice). Matice A € R™ " je v fadkové
odstupnovaném tvaru, pokud existuje r takové, ze plati

e iadky 1,...,r jsou nenulové (tj. kazdy obsahuje aspon jednu nenulovou hod-
notu),

o radky r+ 1,...,m jsou nulové,
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a navic oznac¢ime-li p; = min{j; a;; # 0}, tak plati
® pr<p2<--<DpDr

K odstupniovanému tvaru se vztahuji nékteré zasadni pojmy: Pozice (1, p1),

(2,p2), ..., (r,p;) se nazyvaji pivoty, sloupce p1, pe, ..., p, se nazyvaji bazické a
ostatni sloupce nebdzické (vyznam bude ziejmy pozdéji).
P12 p3s -+ Dr
)
Schematické znazornéni 3
odstupnovaného  tvaru. Piv- :
oty jsou pozice Cernych tecek. r
m

Definice 2.11. Hodnosti matice A rozumime pocet nenulovych radku po prevodu
do odstupnovaného tvaru a znacime rank(A).

Hodnost matice je tedy rovna po¢tu pivoti (tj. ¢islu r) po prevedeni do odstupiio-
vaného tvaru. I kdyz odstupnovany tvar neni jednoznac¢ny, pozice pivoti jednoz-
nacné jsou (ukdzeme si pozdéji ve vété B3])). Proto je pojem hodnostit] dobre
definovéan, i kdyz to v tuto chvili jesté neni zfejmé.

Kazdou matici 1ze prevést elementarnimi radkovymi tpravami do odstupno-
vaného tvaru. Napiiklad nasledujici algoritmus prevadi matici do odstupnovaného
tvaru; dukaz spravnosti se udéla matematickou indukci podle poc¢tu sloupci a
rozborem. Pochopitelné, existuji i rizné varianty.

Algoritmus 2.12 (REF(A)). Bud A € R™ ",
li=14:=1,
2: if ap; = 0 pro v8echna k > i a [ > j then konec,

3: 7 :=min{l; | > j, ar # 0 pro néjaké k > i}, / /preskocime nulové
podsloupecky

4: urci k takové, ze ap; # 0, k > i a vymeén radky A a Aps,
//nyni je na pozici pivota hodnota a;; # 0
5: pro vechna k > i poloz Ag. = Ay, — 22 A, //2. elementéarni uprava
ij

6: polozi:=i-+1, j:= 7+ 1, ajdina krok[2l.

DPojem hodnosti zavedl némecky matematik Ferdinand Georg Frobenius, ale podobny koncept uz byl pouzivan
dfive napf. anglickym matematikem Sylvestrem.
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Algoritmus skon¢i po nejvyse min(m, n) iteracich hlavniho cyklu. Celkem neurcité
jsme definovali index k v kroku Ml Teoreticky si muzeme zvolit libovolné, v praxi
se doporucuje kandidat ax; s maximalni absolutni hodnotou, tzv. parcidlni pivoti-
zace, protoze mé lepsi numerické vlastnosti pri feseni soustav rovnic na pocitacich.
V kroku [ zkracené popisujeme druhou elementarni upravu, kdy od k-tého radku
odecitame %—nésobek i-tého tadku.

Dikaz spravnosti algoritmu uvadét nebudeme, ale povsimneme si alespoil, Ze
v kroku [ vynulujeme vSechny prvky pod pivotem (i,7). Pro kazdé k > i je
hodnota a;; po Gpravé rovna j-tému prvku radku Ag. = Ap, — %Ai*, a ten mé

hodnotu ay; — —a’“jw- = 0.
kj .. g
ij

Priklad 2.13. Ukéazka prevodu matice na odstupnovany tvar, zakrouzkované hod-
noty ukazuji aktualni pivoty:

2 -1 5 2 -1 5 2 2 —1 5
@509N(?12—1\N/0@2—1N
0 1 2 2 0 1 2 2 01 2 2
o437 \243 7/ \o2 1 2
(2 2 -1 5\ (2215 22 -1 5
0@2_1 01 2 -1 01 2 -1
“loo o 3 loo o ®| |00 0 3
o 2 4 2/ \oo o 1 00 0

Ted uz mame vse pripraveno na Gaussovu eliminaci pro reSeni soustav rovnic.

Algoritmus 2.14 (Gaussova eliminac). Bud déna soustava rovnic (A | b).
Prevedme ji na odstupnovany tvar (A" | ¢'). Rozlisme tii situace:

(A) Posledni sloupec je bazicky (tj. rank(A) < rank(A | b), neboli rank(A") <
rank(A" | V'))

V tomto pripadé soustava nema feSeni: Oznacme r = rank(A | b), pak -ty
radek soustavy (v REF tvaru) ma tvar

0z1 + 0z + ...+ 0z, = b

Vzhledem k tomu, ze b/, # 0, nebot je to pivot, soustava nemuze mit feseni.

2)Carl Friedrich Gauss, z r. 1810.
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(B) Posledni sloupec je nebazicky (tj. rank (A) = rank(A | b), neboli rank(A’) =
rank(A’ | V')).

V tomto pripadé soustava méa aspon jedno TeSeni. Jestli ma jediné, nebo
nekone¢né mnoho rozlisime dole. Pouzivame znaceni r = rank (A | b).

(B1) Necht r = n. Potom existuje jediné feseni, které najdeme tzv. zpétnou

substituct: Postupné pro k =n,n —1,...,1 v tomto poradi dosad
/ n /
. by, — Zj:k—i—l ATy
L — 7 .
a
kk

Diikaz. Soustava v odstupiovaném tvaru mé rovnicovou podobu

/ / / /

/ / /
/ / /
Clkkxk + e + a/m:l?n = bk’

! g
Ay, Ty = b,

(popiipadé jesté néjaké rovnice typu 0zy + ...+ Ox, = 0, které lze
vynechat). Hodnotu neznamé x,, spo¢itame z posledni rovnice, tu dosadime
do predposledni a dopoc¢itame x,_1 atd. az nakonec spocitame hod-
notu x;. Mame tedy jediné teSeni, které je dobtfe definované, nebot
ay,. # 0. O

(B2) Necht r < n. Potom existuje nekone¢né mnoho feéen, které popiseme
parametricky. Jako bdazické promeénné oznacme ty, které odpovidaji baz-
ickym sloupctim, tj. x,,, ©p,, ...,%p,, a jako nebdzické promenné ty
zbyvajici. Potom nebazické proménné budou parametry, které mohou
nabyvat libovolnych realnych hodnot a pomoci nichz dopoc¢itdme baz-
ické proménné opét zpétnou substituci: Postupné prok =r,r—1,...,1
v tomto poradi dosad

/ n /
— bpk Zj:pwl Ay
= .

'Ip a/
kpy,

3)Toto plati, pokud pracujeme nad realnymi ¢isly. Nad koneénymi télesy (sekee [L3) se postupuje stejné, ale
pocet TeSeni bude konecny.
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Piiklad 2.15. Vyresme Gaussovou eliminaci nésledujici soustavu. Nejprve prevedeme
rozsifenou matici soustavy na odstupnovany tvar

22 -1 5|1 22 -1 5|1
45 0 93] rerp |01 2 -—-1]1
01 2 2(4] 7 oo 0o 313
24 3 7|7 00 0 010

Zpétna substituce probiha takto:

1. Ty = 1

2. x3 je volna (nebézickd) proménna

3. $2:1+$4—2$3:2—2$3

4. 1 = %(1 — b5x4 + 13 — 23}2) = —4+ 23}3
Vsechna TeSeni jsou tvaru (zapséno v fadku)

(=4 + 523,2 — 223,23,1), kde 23 € R.

Tato FeSeni muzeme vyjadrit ekvivalentné ve tvaru

(—4,2,0,1) + z3(3,-2,1,0), kde z3 € R,

jehoz vyznam vyplyne v nasledujici kapitole. Z tohoto vyjadieni rovnéz vyplyne,
7e mnozina feseni predstavuje piimku v R* se smérnici (g, —2,1,0) a prochazejici
bodem (—4,2,0,1). H

2.3 Gaussova—Jordanova eliminace

Druhy algoritmus, ktery si uvedeme, je Gaussova—Jordanova eliminace. Namisto
odstupnovaného tvaru pouziva jesté specifictéjsi redukovany odstupnovany tvar,
v angli¢tiné ,reduced row echelon form* (RREF).

Definice 2.16 (Redukovany odstupiiovany tvar matice). Matice A € R™ " je
v redukovaném radkové odstupnovaném tvaru, pokud je v REF tvaru a navic plati
® iy = A2py, = ... = Qpp, = 1,

o pro kazdé 1 =1,...,7 je a1y, = agp, = ... = aj—1,, = 0.
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Schematické znézornéni reduko-
vaného odstupnovaného tvaru.
Narozdil od REF jsou pivoty
navic znormovany na jednicku a
nad nimi jsou samé nuly.

m

Algoritmus, ktery pfevede libovolnou matici do RREF tvaru je podobny tomu

pro REF. Jedina zména je v kroku [ ktery nahradime dvéma novymi.

Algoritmus 2.17 (RREF(A)). Bud A € R™*",

li=17:=1,

2: if ap; = 0 pro vSechna k > i a [ > j then konec,

3: 7 :=min{l; | > j, ay # 0 pro né&jaké k > i}, / /preskocime nulové

podsloupecky

4: uréi ag; # 0, k > ¢ a vymeén fadky A;. a Ay, //nyni je na pozici pivota

hodnota a;; # 0

5: poloz A; = L+ A, //nyni je na pozici pivota hodnota a;; =1

CLl'j

6: pro viechna k # @ poloz A, == Ap. — ap;Ais, //2. elementéarni uprava

7: polozi:=1i+1,j:=7+1, ajdinakrok[2

Priklad 2.18. Ukazka prevodu matice na redukovany odstuphovany tvar, za-
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krouzkované hodnoty ukazuji aktualni pivoty:

@ 2 -15) [(@O1-0525 (D1 -05 25)
£ 5009 |25 0 9of (01 2 —1|_
0 1 2 2 01 2 2 01 2 2
2 437 \24 3 7] \24 3 7
1 1 —05 25 1 0 —25 35
N(0® 2 —1\N(0@ 2 —1\N
01 2 2 01 2 2
o0 2 4 2/ \o 2 4 2/
1 0 —25 35 10 —25 3.5
/o@ 2 _1\ (01 2 -1
“loo o 3] loo 0o ®|
\0 2 4 2 \00 0 1
(10 —25 35 10 —25 0
01 2 -1 01 2 0
“loo o “loo o 1
\0 0 0 @ 00 0 0 -

Gaussova—Jordanova eliminace pak funguje nasledujicim zptisobem.

Algoritmus 2.19 (Gaussova—Jordanova eliminac). Bud dana soustava rovnic
(A | b). Pfevedme ji na redukovany odstupnovany tvar (A’ | b'). Rozlisme tii
situace:

(A) Posledni sloupec je bazicky (tj. rank(A) < rank(A | b))
V tomto pripadé soustava nemé reseni, diikkaz analogicky.
(B1) Posledni sloupec je nebéazicky a r = n. Potom existuje jediné feSeni, a to
(X1, ..., xp) = (b, ..., 0)).

Diikaz. Soustava v RREF tvaru mé rovnicovou podobu

/
x]_ — b].?
/
l‘Q :bQ,
T, =10

YWilhelm Jordan, z r. 1887.
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(opét tam mohou byt jesté néjaké rovnice typu Ox; + ...+ Oz, = 0, které
nemusime uvazovat). Rovnice zde pfimo urcuji feseni. ]

(B2) Posledni sloupec je nebazicky a r < n. Potom existuje nekoneéné mnoho
fesSeni, které popiseme parametricky. Oznac¢me nebazické proménné z;, ¢ €
N, kde N = {1,...,n} \ {p1,...,pr}. Opét, nebazické proménné budou
parametry, které mohou nabyvat libovolnych reélnych hodnot a pomoci nich
dopocitame béazické proménné opét zpétnou substituci (zde lze i doprednou):

Postupné pro k =r,r —1,...,1 v tomto poradi dosad
— / )
Ty, = by, g Ay Tj-
jENa .7>pk

Poznamka 2.20 (Frobeniova véta). Pii odvozovani Gaussovy a Gaussovy—Jordanovy
eliminace jsme jako dusledek dostali dilezitou vétu linearni algebry nazyvanou
Frobeniova Véta, kterd charakterizuje Tesitelnost soustav rovnic pomoci hodnosti
matice a rozsifené matice soustavy:

Soustava (A | b) ma (aspon jedno) feseni prave tehdy, kdyz rank(A)
rank(A | b).

Pozdéji (poznamka [5.52), v kapitole vénované vektorovym prostorim k tomu
ziskame jesté jiny néahled.

Poznamka 2.21 (Gaussova versus Gaussova-Jordanova eliminace). Ctenaf se
muze ptat, pro¢ jsme uvadéli dvé pomérné podobné metody na feSeni soustav
rovnic. Gaussova eliminace méa vyhodu v tom, Ze je ca o 50% rychlejsi nez ta druha,
na druhou stranu Gaussovu—Jordanovu eliminaci (¢i spise RREF tvar) budeme
potfebovat pii invertovani matic (sekce B.3)).

2.4 Aplikace

Soustavy linearnich rovnic se v praktickych problémech objevuji velice ¢asto, ze-
jména jako podiloha vétsiho problému. Uvedeme jednu aplikaci, vedouci pfimo na
soustavu rovnic. Dalsi jsou zminéné napriklad v sekci 3.6l

Priklad 2.22. Uvazujme elektricky obvod jak je vyznaceny na obrazku

5V angli¢ting vétu nazyvaji Rouchého—Capelliho véta, v Rusku Kroneckerova—Capelliho véta a ve Spanélsku
Rouchého—Frobeniova véta. Muzete se setkat i s nazvem Rouché-Fonteného véta. Inu, jiny kraj, jiny mrav.
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A I B Is C
I,
102 202
102
D | E | F
10V 5V

Chceme-li urc¢it hodnoty elektrickych proudu Iy, Is, I3, vyuzijeme fyzikalnich
zakoni:
1. Ohmaiv zdkon: Napéti je rovno soucinu proudu a odporu: U = IR,

2. Kirchhoffiv zdikon o proudu: Soucet proudu vstupujicich do uzlu se rovné
souc¢tu proudil z uzlu vystupujicich.

3. Kirchhoffiv zdkon o napéti: Souc¢et napéti ve smycce je roven nule.

Konkrétné, Kirchhoffiiv zakon o proudu dava rovnici I1 + Iy — I3 = 0. Kirchhoffiv
zékon o napéti (spolu s Ohmovym zakonem) pro smycku DABE dava rovnici
1073 —1015 = 10, a pro smycku EBCF déava 101,+2015 = 5. (Smycku DABCFE jiz
uvazovat nemusime, nebot vyplyva z predchozich dvou.) Tim dostavame soustavu
rovnic

1 1 =110
10 —10 010
0 10 20| 5

Vyresenim mame [; = 0.7A, I, = —0.3A, I3 = 0.4A.
Problémy

2.1. Jaké maximalni absolutni hodnoty mohou nabyvat slozky Teseni soustavy
(A | b) pokud nenulové prvky matice A € R™" jsou omezeny ¢~ < |a;;| <
g pro néjaké dané ¢?
2.2. Urcete maximalni pocet aritmetickych operaci Gaussovy a Gaussovy—Jordanovy
eliminace (tj. kolikrat sc¢itame / od¢itame, a nasobime / délime reélna ¢isla)
pro soustavu n X n.



Kapitola 3
Matice

Matice jsme zavedli v minulé kapitole ke kompaktnimu zapisu soustav linearnich
rovnic a popisu metod na jejich feseni. Matice vSak maji mnohem 8irsi vyuziti a
proto se na né v této kapitole podivame podrobnéji.

3.1 Zakladni operace s maticemi

Definice 3.1 (Rovnost). Dvé matice se rovnaji, A = B, pokud maji stejné
rozméry m x na A;j = Bjjproi=1,...,m,j=1,...,n.

Definice 3.2 (Soucet). Bud A, B € R™*". Pak A + B je matice typu m X n
SpI’ka (A—l—B)ZJ :Alj—l-BZ],Z: 1,...,m,j: 1,...,7L.

Definice 3.3 (Nasobek). Bud a € R a A € R™*". Pak a4 je matice typu m x n
s prvky (ad);; = oA, i=1,....m,j=1,... n.

Priklad 3.4 (Soucet a nasobek matic).

1 2 5 6 6 8 1 2 5 10
(3 4)*(7 8>_(10 12>’ 5(3 4)‘(15 20)' -
Vyse zminéné operace umoznuji zavést prirozené i odéitani jako A — B =
A+ (-1)B.

Specialni matici je nulova matice, jejiz vSechny prvky jsou nuly. Znacime ji 0
¢i Opyxpn pro zdiuraznéni rozmeéru.

Véta 3.5 (Vlastnosti sou¢tu a nasobku matic). Plati ndsledugjici vlastnosti; o, 3
gsou cisla a A, B, C'" matice vhodnijch rozméri.

29
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(1) A+ B =B+ A ... (komutativita)

(2) (A+B)+C=A+ (B+C) ... (asociativita)

(3) A+0=A

(4) A+ (-=1)A=0

(5) a(BA) = (aB)A

(6) 1A= A

(7) a(A+ B) = aA+ aB ... (distributivita)

(8) (a+ B)A =aA+ BA ... (distributivita)
Diikaz. Dikaz vlastnosti je vesmés trivialni, ale je vhodny pro procviceni formél-
niho pristupu. Zakladni idea dikazi je redukce dané vlastnosti na odpovidajici
vlastnost realnych ¢isel. Dokdzeme vlastnost (1), zbytek nechavame ¢tenari.

(1) Nejprve ovéiime, ze A+ B i B+ A maji stejny typ. Pak ukdzeme (A+B);; =
Aij+ Bjj = Bjj + Aij = (B + A),;j, tedy odpovidajici si prvky jsou shodné. [

Nyni zavedeme nésobeni matic; to je definovano na prvni pohled trochu neob-
vykle, jeho vyznam vyplyne pozdéji v sekei [6.11

Definice 3.6 (Souc¢in). Bud A € R™? a B € RP*" . Pak AB je matice typu
m X n s prvky (AB);; = > 71 AiBy;.

Priklad 3.7 (Mnemotechnika nésobeni matic). Bud

A=101 01 B =
2222, bzl
1210

Mnemotechnicka pomiticka pro néasobeni matic AB, prvek na pozici (4, j) spocitame
jako skalarni soucin ¢-tého radku matice A a j-tého sloupce matice B:

11 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0
12 3 4\ | /10 15 12 14
0101 2 2 (3) 2
2 22 2 g 10 10 12 [
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Diilezitou matici je jednotkovd matice. Znaci se I ¢i I, a je to ¢tvercova matice
fadu n s prvky I;; = 1 pro ¢ = j a I;; = 0 jinak. Je to tedy matice s jednickami na
diagonéle a s nulami jinde, pficemz diagondlou se rozumi prvky na pozicich (1,1),
(2,2), ...

Souvisejici pojem jednotkovy vektor e; je pak i-ty sloupec jednotkové matice,

Véta 3.8 (Vlastnosti soucinu matic). Plati ndsledugici vlastnosti; a je ¢islo a
A, B, C matice vhodnijch rozmeri.

(1) (AB)C = A(BC) ... (asociativita)
(2) A(B+C)=AB+ AC ... (distributivita)
(3) (A+ B)C = AC + BC ... (distributivita)
(1) a(AB) = (¢A)B = A(aB)
(5) I,A= AL, = A, kde A € R™*"
Diikaz. Opét dokdzeme jen vlastnost (1), ostatni nechavame za cviceni.
(1) Bud A € R™? B € R a C' € R Pak AB ma typ m x r, BC

mé typ p X n a oba souciny (AB)C, A(BC) maji typ m x n. Nyni ukdzeme, Ze
odpovidajici si prvky jsou shodné. Na pozici (i, j) jest

((AB)C);; = i(AB)ikaj = i (Z Ai€B£k> Crj = i > " AyByChy,

k=1 k=1 ™ (=1 k=1 (=1
P P r p r

(A(BCO));; = Z Ay(BC)yj = Z AM( B&Qq) = Z Z Ait Bk Clj.-
-1 =1 k=1 (=1 k=1

Vidime, Ze oba vyrazy jsou shodné az na poradi séitanci. Ale protoze s¢itani
realnych ¢isel je komutativni, tak jsou hodnoty stejné. ]

Poznamka 3.9. Soucin matic obecné neni komutativni, pro mnoho matic je AB #
BA. Navic, miize se stat, ze sou¢in AB ma smysl, a pfitom nasobit matice v poradi
BA nelze. Najdéte takové priklady!

Definice 3.10 (Transpozice). Bud A € R™*". Pak transponovand matice ma typ
n x m, zna¢i se AT a je definovana (AT)M = aj;.
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Priklad 3.11. Transpozice vlastné znamena preklopeni dle hlavni diagonély, napt.
1

(1 23 T
A= <4 5 6) A= §

Diky transpozici mtuzeme sloupcové vektory x € R" zapisovat do tadku takto:
= (21,...,2,)7.

S O

Véta 3.12 (Vlastnosti transpozice). Plati ndasledujici vlastnosti; o je ¢islo a A, B
matice vhodnijch rozméri.

(1) (AT)T = A

(2) (A+ B)T = AT + BT
(3) (@A)T = aAT

(4) (AB)" = BT AT

Diikaz. Trivialni z definice. Pro ilustraci dokdZeme jen vlastnost (1).

(1) Bud A € R™". Pak AT ma rozmér n x m a (AT)T ma tedy rozmér
m x n, shodny s A. Porovnanim odpovidajicich si prvka ((A7)7);; = (A7) = Ay
konstatujeme rovnost, tudiz (AT)T = A. O

Definice 3.13 (Symetricka matice). Matice A € R™" je symetrickd, pokud A =
AT

Symetrickd matice je tedy vizualné symetricka dle hlavni diagonaly. Ptikla-
dem symetrickych matic jsou jednotkova matice I,, ¢tvercova nulova matice 0,
nebo (432). Soucet symetrickych matic stejného radu je zase symetrickd matice
(dokazte!), ale pro soucin uz to obecné neplati (najdéte protipiiklad!).

Existuje cela rfada specialnich typt matic. Mezi ty nejpouzivanéjsi patii naprt.:

o Diagondlni matice. Matice A € R™ " je diagonalni, pokud a;; = 0 pro
vSechna i # j. Tedy diagonalni matice ma na diagonéle libovolné prvky a
mimo ni jsou nuly.

Prikladem diagonalni matice je I,, nebo 0,,. Diagonalni matici s diagonalnimi
prvky vy, ..., v, zna¢ime diag(v).
e Horni trojuhelnikovd matice. Matice A € R™ ™ je horni trojihelnikova,

pokud a;; = 0 pro vSechna ¢ > j. Tedy horni trojihelnikovd matice ma pod
diagonalou nuly. Podobné se zavadi i dolni trojihelnikovd matice.
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Prikladem horni trojuhelnikové matice je jakakoli matice v REF tvaru, pro-
toze pivoty musi byt na nebo nad diagonalou. Obracené to oviem neplati,
horni trojuhelnikova matice neni automaticky v REF tvaru.

Vratme se na chvili k aritmetickym vektorim. Transpozice a soucin vektori
jakozto matic o jednom sloupci nam pomiuze zavést (Gtenaii mozné znamy) skalarni
soucin a normu vektoru. Bud x,y € R". Pak standardni skaldrni soucin x,y je

SUTy = z": TilYi
i=1

(formélné je to matice 1 x 1, ale ztotoznime ji s redlnym ¢islem). Vnéjsi soucin
x, Yy je matice

r1ys T1Y2 ... T1Yn
SEyTZ . . .

TplY1 TplYsz ... TplYp

Napiiklad el-e]T je matice s jedni¢kou na pozici (4, 7) a jinde s nulami. Standardni
eukleidovskou normu vektoru x € R" Ize pak zavést jako

|z = Vale = /S @

Obecnéjsi definice skalarniho sou¢inu a normy piijde pozdéji (kapitola []).

V nésledujici vété zminime jesté néjaké vlastnosti maticového nasobeni, které
obc¢as budeme vyuzivat. Prvni dvé vlastnosti fikaji, co je vysledkem nasobeni mat-
ice s jednotkovym vektorem, dalsi dvé ukazuji, jak snadno ziskat radek ¢i sloupec
soucinu matic a posledni dvé davaji jiny pohled na nasobeni matice s vektorem.
Véta 3.14. Bud A e R™*? B € RP*" x € RP qy € R™. Pak plati:

(]) Aej = A*j

(3) (AB).; = AB,;

(5) Az =30 xjAs

(6) y'A =370 i

Diikaz. Jednoduché z definice. Pro ilustraci si uvedeme jen nékteré tvrzeni:
(1) (Aej)i =>4y amlej)r = 2 psy @i 0+ aij - 1 = ay.
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(3) S vyuzitim prvni vlastnosti, (AB).; = (AB)e; = A(Bej) = AB,;.
(5) Levastrana: (Ax); = Y i) ajjx;, pravastrana: (3, ;A.); = >0 vj(As)i =

p L
=1 T [

Poznamka 3.15. Soustavu linearnich rovnic (2.1) miizeme maticové zapsat také
takto: Az = b, kde z = (xq,...,7,)T je vektor proménnych, b € R™ vektor
pravych stran a A € R"™*" matice soustavy.

Poznamka 3.16. Casto bude uZitecné se na matici divat jako na urc¢ité zobrazeni
(vice v kapitole ). Bud A € R™*" a uvazujme zobrazeni z R" do R™ definované
predpisem x — Ax. Resit soustavu rovnic Az = b pak z tohoto pohledu znamena
najit vektor z, ktery se zobrazi na vektor b.

Jesté zajimavejsi je divat se na slozeni dvou takovychto zobrazeni. Méjme dvé
zobrazeni x +— Az, y — By, kde A € RP*" B € R"™*P. Jak vypada slozené
zobrazeni? Vektor x se pri prvnim zobrazeni zobrazi na Axz a pii druhém na
B(Az) = (BA)x. Slozené zobrazeni jde tedy opét representovat maticové, a to
s matici BA. Sladani zobrazeni tudiz odpovida nasobeni matic! To neni nédhoda,

protoze maticové nasobeni bylo ptivodné vyvinuto praveé k témto tceltim.

Poznamka 3.17 (Blokové nasobeni matic). Obcas je vyhodné pouzit tzv. blokové
nasobeni matic, tj. matice rozdélime do nékolika bloku (podmatic) a pak se matice
nasobi jako by byly podmatice obycejna ¢isla. Napt. pokud matice A, B rozdélime
na 4 podmatice, pak

AB — A A2\ (Biu Bio _ A1 B+ A19Bo A1 Bia + A19Ba»
Ao Asa) \ Bar B Ao Bi1 + ApBo AnBia + A»Ba )

Zde je nutné si dat pozor, aby podmatice Ay, ..., Boy mély vhodné rozméry a
souciny v pravé casti rovnosti davaly smysl.

Poznamka 3.18 (Rychlé nasobeni matic). Jestlize nasobime dvé étvercové matice
fadu n, tak nas vypocet stoji radové n?® aritmetickych operaci. Na prvni pohled se
muze zdat, ze vypocet nelze vyrazné urychlit. Nicméné némecky matematik Volker
Strassen prisel r. 1969 s algoritmem, ktery potfebuje fadové pouze nl°&2 7 ~ n2807
operaci. Strasseniv algoritmus vyuziva pravé rozdéleni matic do bloki a chytrého
preusporadani. Vyvoj Sel dal, Coppersmithiv—Winogradiiv algoritmus z r. 1990
snizil vypocetni slozitost na fadové n?30. Poznamenejme ale, Ze tyto rychlé algo-
ritmy se uplatni pouze pro velké n, protoze skryté koeficienty u radovych odhadu
jsou pomérné vysoké. Jakd je nejmensi mozna asymptotickd slozitost je stéle
otevieny problém. Zajimavé také je, ze nasobeni matic mé stejnou asymptotickou

~nNn
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slozitost jako maticova inverze probirana v sekci 3.3 tedy oba problémy jsou na
sebe efektivné prevoditelné.

3.2 Regularni matice

T

provazet celou knihou.

Definice 3.19 (Regularni matice). Bud A € R™". Matice A je requldrni, pokud
soustava Ax = 0 mé jediné feseni x = 0. V opacném piipadé se nazyva singuldrni.

Soustava Ax = 0 s nulovou pravou stranou se nazyva homogenni. Evidentné,

//////

nesmi. Jiny ekvivalentni pohled na regularni matice je, ze Ax # 0 pro vSechna
x # 0. Typickym prikladem regulédrni matice je I,, a singularni matice 0,,.

Véta 3.20. Bud A € R™". Pak ndsledujici jsou ekvivalentni:
(1) A je reguldrni,
(2) RREF(A) =1,
(3) rank(A) = n.
Diikaz. Plyne z rozboru Gaussovy—Jordanovy eliminace. ]

Nyni ukdZeme, Ze nulova prava strana soustavy z definice regularni matice neni
tak podstatna.

Véta 3.21. Bud A € R™". Pak ndsledujici jsou ekvivalentni:
(1) A je reguldrni,
(2) pro néjaké b € R™ md soustava Ax = b jediné resent,
(3) pro kazdé b € R" md soustava Ax = b jediné Fesend.
Diikaz. Plyne z rozboru Gaussovy—Jordanovy eliminace a véty [3.20. ]

Podivejme se na zakladni vlastnosti regularnich matic. Soucet regularnich matic
nemusi byt regularni matice, vezméme napt. I 4+ (—I) = 0. Soucin matic ale reg-
ularitu zachovéava.

Véta 3.22. Budte A, B € R"™" requldrni matice. Pak AB je také requldrni.
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Dikaz. Bud z feSeni soustavy ABx = 0. Chceme ukazat, ze x musi byt nulovy
vektor. Ozna¢me y = Bx. Pak soustava lze prepsat na Ay = 0 a z regularity A
je y = 0, neboli Bx = 0. Z regularity B je x = 0. O

Véta 3.23. Je-li aspon jedna z matic A, B € R™" singuldrni, pak AB je také
singuldrni.

Diikaz. Uvazme dva pripady. Je-li B singularni, pak Bx = 0 pro né&jaké x # 0.
Z toho ale plyne (AB)x = A(Bz) = A0 = 0, tedy i AB je singularni.

Nyni predpokladejme, ze B je regularni, tedy A je singularni a existuje y # 0
takové, ze Ay = 0. Z regularity B dostavame, ze existuje z # 0 tak, ze Bx = y.
Celkem dostavame (AB)r = A(Bz) = Ay = 0, tedy AB je singularni. O

Vratme se k elementarnim radkovym tupravam. Ukazeme si, Ze jdou reprezento-
vat maticové, a ze tyto matice jsou regularni. To, Ze jdou reprezentovat maticove,
znamend, ze vysledek tupravy na matici A se da vyjadrit jako EA pro néjakou
matici . Jak najit tuto matici? Pomize nam uvédomime-li si, ze aplikaci dané
upravy na jednotkovou matici [, dostaneme EI = FE, tedy matici reprezentujici
danou upravy dostaneme tak, ze tuto tpravy provedeme na jednotkovou matici.
Ale pozor! To je pouze nutna podminka, jak by takova matice méla vypadat. To, ze
to skutecné funguje, se musi dokézat pro kazdou upravu zvlast (dikaz nechavame
na cviceni):

1. Vynasobeni i-tého fadku ¢islem ar # 0 lze reprezentovat vynéasobenim zleva

matici
/1 0O ... ... 0
0 . - :
Ei(a) =1+ (o — 1egel : o :
: o0
\0 ... ... 0 1

2. Pricteni a-nésobku j-tého radku k i-tému, pricemz ¢ # 7, lze reprezentovat
vynasobenim zleva matici

Eijla) =1+ ozeie? = 1

1 Q .0
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3. Vyména i-tého a j-tého radku jde reprezentovat vynasobenim zleva matici

1 0 1

Eij=1+ (ej —ei)(ei — ey)T =
J 1 0
U

Snadno se ukaze, ze matice elementarnich operaci jsou regularni. Ziskali jsme
je totiz aplikaci elementarni tpravy na jednotkovou matici, tudiz inverzni ipravou
prevedeme matici zpét na jednotkovou.

Maticové jdou reprezentovat nejenom elementarni radkové Gpravy, ale také cela
transformace prevodu matice na odstupnovany tvar.

Véta 3.24. Bud A € R™*". Pak RREF(A) = QA pro néjakou requldrni matici
Q € R™m,

Diikaz. RREF(A) ziskame aplikaci kone¢né mnoha elementéarnich fadkovych taprav.
Necht jdou reprezentovat maticemi Ey, Fs, ..., Ex. Pak RREF(A) = Ey.... FhoE1A =
QA, kde QQ = Ey.... EyE;. Protoze matice Eq, Es, ..., E) jsou regularni, i jejich
soucin () je regularni. H

Véta 3.25. Kazdd reguldrni matice A € R" " se dd vyjadrit jako soucin konecné
mnoha elementdrnich matic.

Diikaz. Pokud k elementéarnimi upravami dokazu dovést matici A na jednotkovou
I,,, pak jistymi k elementarnimi apravami mohu prevést naopak I, na A. Je to tim,
ze kazda elementarni iprava ma svoji inverzni, ktera vykonava opacnou upravu.
Tudiz existuji matice F1, . .., E} elementarnich aprav tak, ze A = Ey. ... EsEq 1, =
Ey...EsEy. ]

3.3 Inverzni matice

Motivace pro inverzni matice: Matice umime scitat, odecitat, nasobit, tak nesly
by i délit? Ukazeme si, Ze néco jako déleni lze zavést, ale jen pro regularni matice.

Definice 3.26. Bud A € R™". Pak A~! je inverzni matici k A, pokud splituje
AATL = A"TA =1,
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Napriklad, matice inverzni k I, je opét I,,. Inverzni matice k nulové 0,, evidentné
neexistuje. Které matice tedy maji inverzi? UkéZeme, Ze pouze a jen ty regularni.

Véta 3.27 (O existenci inverzni matice). Bud A € R"*". Je-li A reguldrni, pak
k ni existuje inverzni matice, a je urcend jednoznacné. Naopak, existuje-li k A
inverzni, pak A musi bijt requldrnd.

Diikaz. , Existence. Z predpokladu regularity matice A plyne, Ze soustava Ax

e; mé (jediné) reSeni pro kazdé j = 1,...,n, oznatme je z;, j = 1,...,n.
Vytvoime matici A~1 tak, aby jeji sloupce byly vektory z1,. .., x,, to jest, A=t =
(x1|23|. .. |7,). UkdZeme, Ze tato matice je hledand inverze. Rovnost AA™! = I

ukazeme po sloupcich. Bud j € {1,...,n}, pak
(AATY) = A(AT),y = Axj = ¢j = L.
Druhou rovnost dokédzeme trochu trikem. Uvazme vyraz
AATA—D)=AATA—A=TA—-A=0.

Matice A(A71A—1T) je tedy nulova a jeji j-ty sloupec je nulovy vektor: A(A™1A —
I).; = 0. Z regularity matice A dostavame, ze (A~'A —I),; = 0. ProtoZe to plati
pro kazdé j € {1,...,n},je A7LA — T =0, neboli A~1A=1.

,Jednoznacnost.“ Necht pro néjakou matici B plati AB = BA = 1. Pak

B=BI=BAAY) = (BAA ' =TA = A7,

tedy B uz musi byt automaticky rovno nasi zkonstruované matici A=!.
,Naopak.* Necht pro A existuje inverzni matice. Bud x feSeni soustavy Az =
0. Pak 2 = Ix = (A71A)xz = A7 (Az) = A710 = 0. Tedy A je regularni. O

Uvédomme si, ze prvni ¢ast dikazu nam dava i navod, jak inverzni matici
spo¢itat pomoci n soustav linearnich rovnic. Pozdéji (véta B.30) si ukazeme lepsi
metodu.

Pomoci inverznich matic snadno dokazeme nésledujici vétu, kterou bychom
primo z definice bez vybudovaného aparatu dokazovali jen tézko.

Véta 3.28. Je-li A requldrni, pak AT je reguldrni.

Diikaz. Je-li A regularni, pak existuje inverzni matice a plati AA™! = A~1A =1,
Po transponovani viech stran rovnosti dostaneme (AA™Y)T = (A71A)T = [T,
neboli (A HTAT = AT(A™Y)T = [,. Vidime, Ze matice AT m4 inverzni (rovnou
(A™HT) a je tudiz regularni. O
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7 diikazu vyplynul pékny vztah (A7)t = (A™HT, kterazto matice se nékdy
znaéiva zkracens AT,

Nyni ukdZzeme, Zze dvé rovnosti AA™! = I,, A7'A = I, z definice inverzni
matice jsou zbytecny ptrepych a k jejimu urceni staci jen jedna z nich.

Véta 3.29 (Jedna rovnost staci). Budte A, B € R"*".
(1) Je-li BA =1, pak A je requldrni a B = A~L.
(2) Je-li AB = I, pak A je requldrni a B = A~L.

Diikaz.

(1) ,Regularita.” Pokud z fesi soustavu Ax = 0, pak x = [z = (BA)x =
B(Ax) = B0 =0, tedy A je regularni.
JInverze.“ Nyni vime, Ze A je regularni a tudiZ mé inverzi A~!. Proto
B=BI=B(AA) = (BAA'=1A1= 471

(2) ,Regularita.” Transponujme obé strany rovnosti AB = I a mame BT AT =
I. Podle prvni ¢asti véty, kterou jsme jiz dokazali, je AT regularni a dle
véty B.28 je i (AT)T = A regularni.
sInverze.“ Analogicky vyuzijeme dokazané regularity A k odvozeni B =
IB=(A1'A)B=A"YAB)= A1 =A"1. I

Véta 3.30 (Vypocet inverzni matice). Bud A € R™". Necht matice (A|1,) typu
n X 2n md RREF tvar (I,,| B). Pak B = A™Y. Netvori-li pruni ¢ist RREF tvaru
jednotkovou matici, pak A je singuldrni.

Diikaz. Je-li RREF(A|I,) = (I,|B), potom dle véty B.24] existuje regularni
matice @) takova, ze (I, | B) = Q(A]| I,), neboli po roztrzeni na dvé ¢asti I, = QA
a B = QI,. Prvni rovnost itkda Q = A=l adruha B=Q = A~L.

Netvorti-li prvni ¢ast RREF tvaru jednotkovou matici, pak RREF(A) # I, a
tudiz A neni regulérni. ]

Priklad 3.31. Bud A = (
0
1
0
1
0

11 3[100 11 3|1 00 11 3 |1
(Al) =102 1101 0|~ |02 -1|0 10]~[01—-05[0 050
35 7(001 02 —2|-301 02 —2|-3 0

10 35 ~0.5 0 100[-95 —4 35
~101 05 05 0| ~[010[15 1 —05|=(]4")

00 —1|-3 -1 1 001/ 3 1 -1
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—95 —4 3.5
Tedy méme At = 1.5 1 —-05]. ]
3 1 -1

Shrime zakladni vlastnosti inverznich matic. Poznamenejme, Ze pro inverzi
souc¢tu dvou matic neni zndm zadny jednoduchy vzorecek.

Véta 3.32 (Vlastnostl inverzni matice). Budte A, B € R™" reguldrni. Pak:

(1) (A=)~
(2) (A" ( )
(3) (@A)~ = 1A 1pr0cu7é0
(4) (AB)"'=B7A""
Diikaz.
(1) Z rovnosti A7tA = I mame, Ze inverzni matice k A~! je prave A.
(2) Bylo ukazéano v dikazu véty B.28
(3) Plyne z (ad)(1A™1) = 24471 = I.
(4) Plyne z (AB)(B™1A™Y) = A(BBH)A ' = ATA = AA =T O

Pomoci inverznich matic mizeme elegantné vyjadrit TfeSeni soustavy rovnic
s regularni matici. V praxi se ovSem tento vypocet nepouziva, nebot je ¢asové
drazsi nez Gaussova eliminace.

Véta 3.33 (Soustava rovnic a inverzni matice). Bud A € R"™" reguldrni. Pak
Fesent soustavy Ax = b je ddno vzorcem v = A~'b.

Dikaz. Protoze A je regularni, ma soustava jediné feseni z. Plati x = Iz =

(A1A)x = A1 (Ax) = A~ 1h. O

Priklad 3.34. Jak se zméni mnozina feSeni soustavy Ax = b, kdyz obé strany
vynasobime matici (), tj. prejdeme k soustavé QAx = Qb? A jak se zméni, kdyz
Q@ je regularni? n

Poznamka 3.35. Uvazujme opét zobrazeni x — Ax z mnoziny R” do mnoziny
R", kde A € R™" (viz poznamka B.I6]). Je-li matice A regularni, pak pro kazdé
y € R” existuje x € R" takové, ze Ax = y. Jinymi slovy, kazdy vektor z R”
ma svij jediny vzor, ktery se na néj zobrazi. Existuje tedy inverzni zobrazeni a
zjevné mé predpis y — A~ly. Vidime tedy, Ze inverzni zobrazeni jde také vyjadiit
maticové, a to s inverzni matici.
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Ptestoze jsme zminili, Ze pro inverzi sou¢tu matic neni znam zadny jednoduchy
vzorecek, pro urc¢itou t¥idu matic miizeme inverzi souc¢tu matic vyjadrit explicitné.
Tim specialnim piipadem je tzv. rank-one update, tedy situace, kdy jedna mat-
ice mé& hodnost 1. Tato formule tedy umoznuje rychle prepocitat inverzni matici,
pokud piivodni matici ,malo* zménime, napt. zmény jsou jen v jednom fadku ¢i
jednom sloupci (pak b resp. ¢ je jednotkovy vektor).

Véta 3.36 (Shermanova—Morrisonova formul). Bud' A € R™" requldrni a b, c €
R". Pokud c"A='b = —1, tak A+ bc! je singuldrni, jinak

1

.— TV
1+cTA 1 ¢

(A+bc)y =41~
Diikaz. V piipadé cT A~1b = —1 mame (A + bc!)A™ = AA™ID + bl A7 =
b(1+ cTA71b) = 0. Protoze b # 0 a vzhledem k regularité A je A~'b # 0, musi
matice (A + bel) byt singularni.
Pokud ¢" A='b # —1, dostavame:

1
T -1 —1;. T -1
(A””(A Tiraant A )
1 1
_ T 4—1 T 4—1 T 4—1 T 4—1
= horbe AT e A T T aggtle AT e 4
1 A1

— 1+ (1- JoeT AT = £, 40+ bT AT = 1)

1+cTAh 1+cTA 1

3.4 Jednoznacnost RREF

V této sekci ukdzeme, ze RREF tvar matice je jednoznacny. Sekci je mozno pfi
vykladu preskocit, na zde uvedené vysledky jiz déle nenavazujeme.

Abychom dokazali jednoznacnost RREF tvaru, zformulujeme nejprve pomocné
tvrzeni.

Lemma 3.37. Budte A, B € R™ "™ matice v RREF tvaru, a necht plati A = QB
pro nejakou requldrni matici Q. Potom A = B.

Diikaz. Matematickou indukei podle n, tj. poc¢tu sloupci.

DNazyvana podle americkych statistikii se jmény Jack Sherman a Winifred J. Morrison, ktefi ji odvodili
v letech 1949-50. Nezavisle na nich byla objevena fadou jinych osobnosti, napf. obecnéjsi tvar odvodil Max
Woodbury v r. 1950.
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Je-li n = 1, pak nastane jedna z moznosti: bud B = 0 nebo B = e;. V prvnim
pripadé je A = QB = Q0 = 0= B. V druhém piipadé je QB # 0 diky regularité
matice @), tedy A = e;.

Indukéni krok n <— n — 1. Rozdélme matice A, B na podmatice m x (n—1) a
posledni sloupec takto: A = (A’ | a), B = (B'|b). Ziejmé A’, B jsou také v RREF
tvaru. Rovnost A = QB lze rozepsat jako A = QB a a = Qb. Prvni z nich diky
indukénimu predpokladu dava A" = B/, takze zbyva dokazat a = b.

Oznacme r pocet pivotit matice A" a necht jsou ve sloupcich pq,...,p.. Pak
pro kazdé i = 1,...,r jee; = AL, = QB,, = Qe; = Q.. Tedy prvnich r
sloupct matice () je tvofeno jednotkovymi sloupci. Nyni uvazme dvé moznosti:
bud je posledni sloupec b matice B bézicky nebo ne. Jestlize neni, pak b, =
o=bp=0atedy b=73 1" bje; =37, bje; =37 1 b;Q =311 b;Qy =
@b = a. Naopak, je-li posledni sloupec B béazicky, pak b = e,,;. Tvrdime, 7Ze
v tomto pfipadeé je také a = e, 1. Jinak, pokud a je nebazicky, pouzijeme predchozi
Gvahy symetricky na vztah B = Q1A a dostaneme, Ze b je také nebazicky, coz je
spor. []

Véta 3.38 (Jednoznacnost RREF). RREF tvar matice je jednoznacné urcen.

Diikaz. Bud A € R™*™ a necht ma dva rizné RREF tvary A; a As. Podle véty 3.24]
existuji regularni matice (01, Q) takové, ze Q1A = Ay, QoA = A,y. Pfenasobenim
prvni rovnice zleva Q7' a druhé Q5! pak méme A = Q;'A; = Q;' Ay, a tedy
A; = Q,Q5 ' Ay. Protoze Q,Q5 " je regularni, podle lemmatu B:37 dostavame A; =
As, coz je spor. ]

Poznamka 3.39. Predchozi véta je dilezita mj. z toho divodu, Ze ospravedlnuje
definici hodnosti matice jako pocet pivoti RREF tvaru matice (viz definice 2.TT]).
Nyni je tedy pojem hodnosti dobfe definovan. Korektnost definice hodnosti vy-
plyne rovnéz z teorie maticovych prostori (véta [5.49).

Véta tika také to, ze ackoli REF tvar jednoznacny neni, tak pozice pivotu a
tvar samotny (az na numerické hodnoty) jednozna¢ny jest.

3.5 Jesté k soustavam rovnic

3.5.1 Numericka stabilita pri reSeni soustav

Na zavér kapitol vénovanych soustavam rovnic a maticim zminime, jak je to s nu-
merickym FeSenim soustav linearnich rovnic (srov. sekce [[2). Prestoze Gaussova
eliminace predstavuje teoreticky kvalitni nastroj na feseni soustav, pfi numerickém
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feSeni na pocitacich dochézi k zaokrouhlovacim chybam a vypocteny vysledek se
muze diametralné lisit od spravného feseni. Tato nestabilita se nazyva spatnd pod-
minénost. PTestoze to je spis vlastnost dané soustavy nez Gaussovy eliminace, jiné
metody se dokézi s pripadnou nestabilitou vyporadat trochu lépe.

Piiklad 3.40. Uvazujme dvé soustavy, které se lis{ v jediném koeficientu podle
toho, zda jsme zaokrouhlili ¢islo % nahoru ¢i dolt (na tii desetinna mista).

0.835z; + 0.667x9 = 0.168 0.835z1 + 0.667x9 = 0.168
0.333z; + 0.26629 = 0.067 0.333z; + 0.266x9 = 0.066

Zatimco prvni soustava méa feseni (z1, x2) = (1, —1), ta druh& mé feseni (z1, x2) =
(—666, 834).

Geometricka predstava je prisecik dvou 2
témét identickych prfmek, takze mald \
zména v datech znamena potencionalné N
velkou zménu v priseciku. -11
[]
Priklad 3.41. Jinym, typickym piikladem Spatné podminénych matic jsou tzv.
1
Hilbertovy matice. Hilbertova matice H,, fadu n je definovana (H,);; = FEE
i+ j—
1,7 =1,...,n. Napr.
1 1 1
1
Hy= 1|35 3 3
1 11
3 4 5
Uvazujme soustavu H,x = b, kdeb = Hy,eae = (1,...,1)T. Regeni soustavy je

evidentné x = e, a protoze H, je regularni, je to jediné reseni. Jak se se soustavou
vyporada pocita¢? Vypocty v Matlabu (R2008b), double precision 52 bita, coz
odpovidé piresnosti ~ 1070, v roce 2009 ukazaly nésledujici slozky numericky
spoc¢itaného Teseni:

n  reSeni
10 x; € [0.9995, 1.0003]

12 a; € [0.8246, 1.1500]
14 ; € [—45.4628, 53.3428]
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Tedy jiz pfi n =~ 14 maji numerické chyby enormni vliv na pfesnost reseni. ]

Piiklad 3.42 (Parcialni pivotizace). Nyni ukidzeme, Ze parcialni pivotizace ¢asto
vede k presnéjsimu Teseni, i kdyz ani ta samoziejmé neni vselék. Resime soustavu
v aritmetice s presnosti na 3 ¢islice:

10732 — a9 = 1,

2.%1 + Ty = 0.

Bez pivotizace:

1073 —111 _ (1 —1000 1000\ (1 —1000| 1000
2 110 2 1 0 0 2000 | —2000

(1 —1000|1000) (1 0] 0
0 1 | -1 0 1]-1)"
107% —1]1 2 1]0\  (10]]}
2 10 107% —1]1 0 1]-1)°
1000 2000

L. e . T
Pro porovnani, skutecné fesenf je (5557, —3001) - ]

Parcialni pivotizace:

3.5.2 LU rozklad

LU rozklad je rozklad ¢tvercové matice A € R"™™" na sou¢in A = LU, kde L je
dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale a U horni trojuhelnikova
matice.

LU rozklad tizce souvisi s odstupnovanym tvarem matice. V zasadé, U je
odstupnovany tvar matice A a matici L muzeme ziskat z elementarnich tuprav.
Pokud z elementarnich tprav pouzivame pouze pric¢teni nasobku radku k néjakému
pod nim (tedy bez prohazovani fadki), tak matice Ej;(«) takovychto tprav jsou
doln{ trojuhelnikové a jejich inverze Ejj(a)™! = E;(—a) taky. Tudiz nam daji
dohromady hledanou matici L. Zakladni algoritmus tedy miize byt:

Preved A na odstupnovany tvar U: tedy Ej...E1A = U, z ¢ehoz A =
E;Y . ETU.
|

L
Uvédomime-li si jak se invertuje matice elementarni tpravy, 1ze L konstruovat
velice efektivné a dokonce obé matice L a U miizeme udrzovat v jedné matici.
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Priklad 3.43. Upravme matici A tak, Zze namisto nul pod diagonalou budeme
zapisovat koeficienty —a z elementarnich tprav s matici Ejj(a), pro zduraznéni
jsou zakrouzkovany:

, 1 s 5 1 3 5 1 3 > 1 3
A:(4 1 7>N @—1 1|~ @—11 ~ @—1 1.
—6 —2 —12 6 -2 12 @ 1 -3 @@—2

2 1 3 1 0 0\ /2 1 3
A:<4 1 7):(2 1 0) (0 -1 1>:LU. ]
-6 -2 —12 -3 -1.1/ \0 0 -2

Algoritmus se da adaptovat i na piipad, kdyz pii elementarnich upravach
musime nékde prohodit fadky. Pak dostaneme LU rozklad matice vniklé z A pro-
hozenim néjakych rfadki. Obecné totiz LU rozklad neexistuje pro kazdou matici
(napt. pro A = (9})), ale po vhodném prohézeni fadkii uz ano.

LU rozklad ma siroké uplatnéni. Napiiklad pro invertovani matic: A~! =
UL~ pro pocitani determinantu det(A) = det(L)det(U) (viz kapitola [)
nebo pro feSeni soustav rovnic. V zasadé umoznuje matici A predzpracovat tak,
aby dalsi vypocty na ni byly pak jednodussi.

Piiklad 3.44. Pouziti LU rozkladu pro feseni soustavy Ax = b (tedy LUz = b):

1. Najdi LU rozklad matice A, tj. A = LU,

2. vyftes soustavu Ly = b doprednou substituci,

Tedy

3. vytes soustavu Uz = y zpétnou substituci.

Napiiklad pro soustavu s matici z piikladu B.43]

2 1 3| —1
(A|b): 4 1 715
-6 —2 —12| -2
Krok 2.
1 0 0]-1
(L|b):(2 10 5) — y=(-1,7,2)T.
3 -1 1|-2
Krok 3.
2 1 3|-1
(Uly)=<0 -1 1 7) —>x=(5,—8,—1)T.
0 0 —2| 2

Resenim soustavy Az = b je tedy vektor 2 = (5,—8,—1)T. O
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Podivejme se nyni na to, co se stane, kdyz pri Gaussové eliminaci musime
nékde prohodit dva fadky. Necht matice A je upravena na tvar Ey... E1A pomoci
¢ elementarnich uprav pricteni nasobku radku k néjakému pod nim, a necht nyni
potfebuje prohodit radky 4, j, coz je reprezentovano elementarni matici Ejj, 1 < 7.
Dale, necht pfedposledni tprava s matici E; je tvaru E, ,(«). Uvédomme si, Ze
z charakteru Gaussovy eliminace je g < i.

Jsou-li indexové mnoziny {4, j } a {p, ¢} disjunktni, pak E;; E, () = E,, o(«) E;.
V opacném piipadé je p € {i,j}. Pro p = i dostaneme E;;E, (o) = E; ,(a) E;;
a pro p = j analogicky E;;E,,(a) = E;,(a)E;;. Tudiz mizeme souhrnné psat
EiE, = EJE;;, kde E; je matice elementarni tpravy piic¢teni nasobku radku
k néjakému pod nim. Podobné miizeme pokracovat dal, a nakonec prepiSeme
EjE,...E1A = E,.. . E\E;j;A, kde Ej, ..., E] jsou matice elementarni tpravy
pricteni nasobku radku k fadku pod nim.

Tento postup lze aplikovat pokazdé, kdyz musime vyménit dva tadky. Takze
po upraveni na odstupiiovany tvar U mame E; ... E\E;; ... E;; A = U, kde
E, ..., Ef jsou matice elementarni upravy pric¢teni nasobku fadku k radku pod
nim a Ej,j,, .. ., . jsou matice ipravy prohozeni dvou fadkt. Po tpravé dostaneme
PA = LU, kde L = (E},...E})™" je hledand dolni dolnf{ trojihelnikova matice
s jednickami na diagonéle a P = Fj ; --- Ej; j; je takzvana permutacni matice,
nebot zptusobuje permutaci fadkd matice A (srov. problém [A.2).

Disledek 3.45. Kazdd matice A € R"™" jde rozlozit na tvar PA = LU, kde P €
R™ ™ je permutacni matice, L € R™™ je dolni trojuhelnikovd matice s jednickamsi
na diagondle a U € R™™ horni trojuhelnikovd matice.

3.5.3 Iterativni metody

Kromé piimych metod typu Gaussovy eliminace na feSeni soustav linearnich rovnic
existuji 1 iterativni metody, které od pocatecniho vektoru postupné konverguji
k TfeSeni soustavy. Vyhoda iterativnich metod je mensi citlivost k zaokrouhlovacim
chybam, a mensi ¢asové a pamétové naroky pro velké a ridké soustavy (ridké
soustavy maji jen maly zlomek hodnot nenulovych, vétsina jsou nuly).

Jedna ze zakladnich iterativnich metod je Gaussova—Seidelova metoda, ukazeme
si ji na konkrétnim prikladu.
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Piiklad 3.46. Uvazujme soustavu

6r +2y —2z=4 x:%(4—2y+z)
r+5y+z2=3 y=1(3—z—2)
20 +y 442 =27 z=1(27T— 22 —y)

Zvolme pocateéni hodnoty (@ = y© = 2(0 = 1. Itera¢ni krok je pak:

<

&
~
~.
=

4 — 2y(2_1) -+ Z(i_l)),
3 — gj(z) — Z(i_l))’
27 — 220 — y()),

—~
.
~—

[\
—~
.
~—

<
== Ol O
/~ Yoy /

Priabéh prvnich Sesti iteract:

iterace | y(i) 20

0 1 1 1

1 0.5 0.3 6.425

2 1.6375 —1.0125 6.184375
3 2.034896 —1.043854 5.993516
4 2.013537 —1.001411 5.993584
5! 1.999401 —0.998597 5.999949
6 1.999624 —0.999895 6.000212

Vidime, Ze jiz po nékolika iteracich mame aproximaci skute¢ného fegenf (2, —1,6)7.
O]

3.6 Aplikace

Piiklad 3.47 (Leontiefiiv model ekonomiky). Leontiefie) vstupné-vystupni model
ekonomiky popisuje vztahy mezi riznymi odvétvimi ekonomiky:.

Uvazujme ekonomiku s n sektory (napt. zemédélstvi, pramysl, dopravu, atp.).
Sektor ¢ vyrabi jednu komoditu o mnozstvi x;. Predpokladejme, Ze vyroba jed-
notky j-té komodity potrebuje a;; jednotek ¢-té komodity. Ozna¢me d; vysledny
pozadavek na vyrobu sektoru 7. Nyni nads model vypada

x,':ailxl—l—...—l—amxn—l—di, 2:1,,TL

2)Wassily Leontief (1906-1999) byl rusko-americky ekonom. Jeho model ekonomiky pochazi z 30. let 20. stoleti,
a byl za néj roku 1973 ocenén Nobelovou cenou za ekonomii.
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V maticové formé
r = Ax +d.

Problém tedy vede na feSeni soustavy linedrnich rovnic, kde z = (x1,...,2,)7 je
vektor neznamych a A € R", d € R" jsou dany. ReSeni ma explicitni vyjadreni
v = (I, — A)7d a za mirnych predpokladii na matici A se da (s pokrocilymi
znalostmi maticové teorie) ukéazat, ze FeSeni je nezédporné, coz odpovida nasemu
oCekavani.

Leontief model aplikoval na ekonomiku USA ve 40. letech 20. stoleti. Ekonomiku
rozdélil na 500 sektori, coz v tehdejsi dobé to byla prilis velka soustava na vytesSent,
a tak zredukoval model na 42 sektort. Z praktickych divodu ukédzeme zjednoduseny
model se tfemi sektory zemédélstvi, zpracovatelsky primysl a sluzby. Realna data,
z roku 1947 jsou

0.4102 0.0301 0.0257 39.24
r=Axr+d= |0.0624 0.3783 0.1050 | = + | 60.02 |,
0.1236 0.1588 0.1919 130.65

kde hodnoty slozek x a d jsou v mld. $. Vysledné fegeni je z = (82.4, 138.85,201.57)7,
tedy celkova produkce v zemédélstvi musi byt 82.4mld.$, ve zpracovatelském
primyslu 138.85mld. § a ve sluzbach 201.57 mld. $. O

Piiklad 3.48 (Interpolace polynomem). Vratme se nyni k problému interpolace
bodi polynomem. Lagrangeova véta nam sice davéa explicitni vyjadieni poly-
nomu, ale polynom neni v zakladnim tvaru. Navic nevime, jestli takovyto polynom
ma nejmensi mozny stupen a jestli je jednoznacny.

Méjme body (xo,y0), (z1,%1), - - -, (Tn, Yn), kde x; # z; pro i # j a hledejme
interpola¢ni polynom ve tvaru p(z) = a,z" + ...+ a;x + ag. Dosadime-li dané
body, dostavame soustavu rovnic

anTy + ...+ a1zy + ap = Yo,
anry + ...+ a1z + ap = y1,

anx, + ...+ a1z, + ag = Yn.

Rovnic je n+1 a proménnych také, jsou to koeficienty a,, .. ., ag. Mame tedy sous-
tavu rovnic se ¢tvercovou matici, nazyvanou Vandermondov. Proto jsme také

3)Francouzsky matematik Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) byl i jednim ze zakladateli matem-
atické teorie uzli.
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hledali polynom p(x) stupné n; polynom mensiho stupné by nemusel existovat
(vice rovnic nez proménnych) a naopak polynom vyssiho stupné by nemusel byt
jednoznacny (vice proménnych nez rovnic). Jak ukédzeme dole, nase ¢tvercova mat-
ice je regularni a proto polynom stupné n vzdy existuje a je uréeny jednoznacné.
Polynom pak ziskdme pomoci véty [1.3 nebo vyresenim soustavy rovnic.

Regularita matice soustavy se ukaze nasledujicimi elementdrnimi tpravami.
Nejprve od kazdého sloupce kromé posledniho odec¢teme x,,-nésobek sloupce tésné
napravo a pak pro ¢ = 1,...,n vydélime i-ty tadek cislem z; 1 — z,. AZ na
posledni fadek a sloupec dostaneme Vandermondovu matici mensiho radu, kterou
upravujeme rekursivné dale.

2 n—1
xy ... g o 1 (xo — xn)x]) 1 (xog — xp)xo T — )y 1
0
xp .. oxp mp 1 N (x1 — xp)x] (x1 —xp)r1 21— 1)y 1
2 -1
x x; X, 1 (T — xp)x) (T — xp)xy Ty —xy 1
n—1 1
/xo ..ooxy 1 e |
n—1 1
1 1 T1—Tn 0
~ : . AT e Y
n—1 1 : . .
xn_]_ o« .. xn_]_ 1 Th1—Tn 0 . . 0 1
\0 ... 0 0 1

]

Priklad 3.49 (Diskrétni a rychla Fourierova transformace). Z ptredchoziho prik-
ladu méame v zasadé dvé mozné reprezentace polynomu p(z), prvni je zékladni
tvar p(z) = a,2™ + ...+ a1z + ap a druhd je seznamem funkénich hodnot v n + 1
riznych bodech. Mezi témito reprezentacemi mizeme snadno prechézet. Z prvni
na druhou staci zvolit libovolnych n + 1 bodi a spocitat funkéni hodnoty, a druhy
smér jsme rozebirali nahote.

Kterd reprezentace je vyhodnéjsi? Kazda na néco jiného. Dejme tomu, zZe
chceme umét efektivné scitat a nasobit polynomy. V prvni reprezentaci je scitani
jednoduché, stoji nas to radové n aritmetickych operaci, ale vynasobit polynomy
da trochu zabrat, to uz stoji fadové n? aritmetickych operaci. V druhé reprezentaci
stoji s¢itani i nasobeni fadové n, pokud zndme funkéni hodnoty polynomi ve ste-
jnych bodech. Toto by nas mohlo inspirovat k tomu nasobit polynomy v zéklad-
nim tvaru tak, ze spoc¢itame funkéni hodnoty ve vhodnych bodech, vynasobime a
prevedeme zpét. A skutecéné, pokud se zvoli vhodné body, 1ze transformaci mezi
reprezentacemi implementovat tak, Ze stoji fadové n log(n) aritmetickych operaci,
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a tolik radové stoji i vysledné nésobeni polynomu. Témto transformacim se fika
Fourierova transformace, viz [Tama, 2003, kap. 15].

Umeét rychle nasobit polynomy je velmi diilezité. Napriklad i obycejné nasobeni
realnych cisel v desetinném rozvoji si lze predstavit jako nasobeni polynomt. [

Piiklad 3.50 (Komprese obrazku). Ukazeme jednoduchou kompresi obrazku po-
moci tzv. Haarovy transformace (jinou kompresi zminime v piikladu I319]). Pred-
pokladejme, ze matice M € R"*™ reprezentuje obrazek, ve kterém pixel na pozici
(¢,7) mé barvu s ¢islem a;;. Rozdélime matici M najednotlivé podmatice A ve-
likosti 8 x 8, které budeme postupné komprimovat (pro jednoduchost predpok-
ladame, ze ¢isla m,n jsou délitelna osmi).

Zékladni myslenka komprese spociva v takové transformaci matice A, aby-
chom dostali v matici co nejvice nul — protoze pak staci ukladat pouze nenulova
¢isla. Kompresi rozdélime do tii krokt. Nejprve sdruzime prvky matice do dvojic
aij,aij+1, ¢ € {1,...,8}, j € {1,3,5,7}. Jejich prameér %(aij + a; j+1) ulozime
do matice 8 x 4 a zprava doplnime tuto matici o jejich odchylky %(aij — Qi jt1)-
Vyslednou matici z matice A dostaneme alternativné tak, ze matici A vynasobime
zprava matici

1 1
(00050 0 0
2 2
0%000%00
05300 0 —3 0 0
Hg_ooéoooéo
0020 0 0 —3 O
000%000%
\000i 0 0 0 -1

V druhém kroku aplikujeme analogicky postup na matici AHg, ale tentokrat jen
na prvni ¢tyfi sloupce. Vysledek tedy dostaneme vynésobenim matice AHg zprava

matici
Hy 044
044 Iy )

Ve tretim kroku pak stejny postup pouzijeme pouze na prvni dva sloupce vysledné
matice, coz vyjadiime vynasobenim zprava matici

Hy 026
Os2 Is )~

V souhrnu muzeme vSechny tii kroky vyjadrit jako jediné maticové nasobeni AH,
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kde
1 1 1 1
@ 5 0 3 0 0 0\
D
P 0 0 : 0 0
H=H Hy 04’4 Hy 02,6 _|s § 71 0 0 -3 0 0
*\Oss Ly 062 1o % —% o X 0 0 3 o0
1 1 1 1
T
§ 0 -3 0 0 0 3
\\ -t 0o —f o 0 0 -}

Tuto serii tprav budeme aplikovat i na fadky, tudiz vysledna matice A’ po trans-
formaci se da vyjadiit jako A’ = HT AH. Protoze matice H je regularni, mohu se
vratit k ptvodni matici A apravou A = H-TA'HL.

Protoze casto v obrazku maji sousedni pixely stejnou ¢i podobnou barvu,
takovymto primérovanim hodnot prislusné matice mtuzeme dostat po transfor-
maci hodné nul nebo nule blizkych ¢isel.

Vyse zminénd komprese je bezeztratova. Vyssi ucinnosti komprese mizeme
doséahnout pokud v matici A’ vynulujeme v8echny hodnoty, které jsou v absolutni
hodnoté mensi nez pevna hranice € > 0. Tento pristup uz vede ke ztraté urcité
informace. Pomér nenulovych ¢isel v matici A’ pred a po vynulovani malych hodnot
se pak nazyva kompresni pomer.

Nasledujici obrazky ilustruji kompresi pro riznou volbu kompresniho poméru
k. Ve skutec¢nosti matici H jesté pred pouzitim upravime tak, ze kazdy sloupecek
vydélime jeho eukleidovskou normou — vysledna matice je tzv. ortogonalni (viz
sekce B.6) a mé lepsi vlastnosti.

original (k = 1)
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Kapitola 3. Matice

Problémy

3.1

3.2.

3.3.

3.4.

Bud A € R™" b € R". Navrhnéte co nejefektivnéjsi zpusob vypoctu
AFb v zavislosti na k, n, méfime-li efektivitu poétem aritmetickych operact
s ¢isly (pro jednoduchost pocitejte jen souciny cisel).

Dokazte, 7e soustava Az = b ma Feseni pravé tehdy kdyz ATy = 0, b7y =1
nema reseni.

Na TeSeni soustavy rovnic Ax = b s regularni matici se miuzeme divat jako
na funkei (A | b) — o = A7, kterd vstupnim hodnotém, reprezentovanym
prvky matice A a vektoru b, pritadi feSeni soustavy. Znate-li derivace,
spocitejte derivaci této funkce podle a;;.

(Souboj o regularitu) René a Simona hraji hru s matici fadu n > 2. René
prifadi néjakému policku libovolné reélné ¢islo, pak Simona pfiradi jinému
policku ¢islo atd. dokud se nezaplni cela matice. René vyhraje, pokud je
vysledna matice regularni, a Simona vyhraje, pokud je singularni. Ma nékdo
vitéznou strategii? A jaka bude situace, kdyz za¢ne Simona?



Kapitola 4

Grupy a télesa

Tato kapitola je vénovana zakladnim algebraickym strukturam jako jsou grupy a
télesa. Jsou to abstraktni pojmy zobecnujici dobie znamé obory realnych (racionél-
nich, komplexnich aj.) ¢isel s operacemi s¢itani a nasobeni.

4.1 Grupy

Pojem grupy zavedl francouzsky matematik Evariste Galois (1811-1832) pii bu-
dovani teorie Tesitelnosti hledani kofent polynomi. Pro kofeny polynomi stupné
alespon 5 neexistuje obecné zadny vzorecek, ale Galoisova teorie dava navod, jak to
otestovat pro konkrétni polynom, tj. jestli kofeny daného polynomu jdou vyjadrit
pomoci zékladnich aritmetickych operaci a odmocnin. Prikladem situace kdy to
nelze je polynom z° — 2z — 1.

Grupy maji vSak mnohem Sirsi pouziti. Diky jejich obecnosti a abstraktnosti
je muzeme najit v riznych oborech: fyzika (Lieovy grupy), architektura (Friezovy
grupy), geometrie a molekuléarni chemie (symetrické grupy) aj.

Definice 4.1 (Grupa). Bud o: G* — G binarn{ operace na mnoziné G. Pak grupa
je dvojice (G, o) splhujici:

(1) Ya,b,c € G:ao(boc)=(aob)oc (asociativita),
(2) de€e GVaeG:eoa=ao0e=a (existence neutralniho prvku),
B) Vae GIdbeG:ao0b=boa=c¢e (existence inverzniho prvku).

Abelova (komutativni) grupa je takova grupa, ktera navic splihuje:

(4) Ya,be Gaob=boa (komutativita).

23
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Vyse zminéné podminky se také obcas nazyvaji axiomy. Poznamenejme, Ze
implicitné je v definici grupy schované podminka uzavienosti: Va,b € G : aob € G.

Pokud je operaci o s¢itani, vétsinou se znac¢i neutralni prvek 0 a inverzni —a, pokud

jde o nasobeni, neutralni prvek se oznacuje 1 a inverzni a='.

Priklad 4.2. Priklady grup:

Dobfe znamé (Z,+), (Q, +), (R, +), (C, +).
Grupy matic (R™*" +).

Mnozina Z,, = {0,1,...,n — 1} a s¢itani modulo n, znaceni (Z,, +).
e /Znamé obory s nasobenim, napt. (Q \ {0},-), (R\ {0},-).
e Mnozina redlnych polynomt proménné x se séitanim.

Vyse zminéné grupy jsou Abelovy. Dvé dulezité neabelovské grupy jsou

e Zobrazeni na mnoziné s operaci skladani, napr. rotace v R" podle pocatku
nebo pozdéji probirané permutace (sekce [L.2),

e Regularni matice s ndsobenim (tzv. maticova grupa).
Priklady negrup:

e (N,+), (Z,—), (R\ {0},:), ... O
Véta 4.3 (Zakladni vlastnosti v grupé). Pro pruky grupy (G, o) plati ndsledugici
vlastnosts.

(1) aoc=boc implikujea="> (tzv. krdcent),

(2) neutrdlni prvek e je urcéen jednoznacne,

(3) pro kazdé a € G je jeho inverzni prvek urcen jednoznacné,

(4) rovnice a o x = b md prdvée jedno Tesent pro kazdé a,b € G,

(5) (a™h) ™ =a,

(6) (aob)t=b"loa™l
Diikaz. Ukazeme jen nékolik vlastnosti.

(1)

aoc=Vboc /oct zprava
ao(coct)=bo(coc™?)
aoe=boe

a=>o
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(2) Existuji-li dva rizné neutralni prvky eg, es, pak ey = e 0 es = ey, coz je
spor.

(3) Existuji-li k @ € G dva ruzné inverzni prvky aj, as, pak aoca; = e =aoas
a z vlastnosti kraceni dostavame a; = as, coz je spor.

(4) Vyndsobme rovnost a o z = b zleva prvkem a~! a dostaneme jediného
kandidata x = a~! o b. Dosazenim ovéiime, Ze rovnost splituje. O]

Tak jako mnoziny doprovazi pojem podmnozina, tak nelze mluvit o grupach a
nezminit podgrupy.

Definice 4.4 (Podgrupa). Podgrupa grupy (G, o) je grupa (H, <) takova, ze H C
G a pro vSechna a,b € H plati a o b = a ¢ b. Znaceni: (H,¢) < (G, o).

Jinymi slovy, se stejné definovanou operaci spliiuje H vlastnosti uzavienost a
existence neutralniho a inverzniho prvku. To jest, pro kazdé a,b € H jeaob € H,
dalee € H, aprokazdé a € H jea ™ € H.

Priklad 4.5.
e Kazda grupa (G, o) ma dvé trivialni podgrupy: sama sebe (G, 0) a ({e}, o).
e N,4) £ (Z,+) < (Q+) <R, +) < (C,+). -

4.2 Permutace

Dilezitym prikladem grup je takzvana symetrickd grupa permutaci, proto si povime
néco vice o permutacich. Pfipomenme, ze vzajemneé jednoznacné zobrazeni f: X —
Y je zobrazeni, které je prosté (zadné dva rizné prvky se nezobrazi na jeden) a
,na“ (pokryje celou mnozinu Y').

Definice 4.6 (Permutace). Permutace na konetné mnoziné X je vzajemné jed-
noznacné zobrazeni p: X — X.

Vétsinou budeme uvazovat X = {1,...,n}. Mnozina vSech permutaci na
mnoziné {1,...,n} se pak znaé¢i S,,.
Zadani permutace je mozné napiiklad:

e Tabulkou, kde nahote jsou vzory a dole jejich obrazy

(123456
P=\2 13564
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e Grafem vyznacujicim kam se ktery prvek zobrazi

6 5
“ e

¢ Q

2 3

e Rozlozenim na cykly
p=(1,2)(3)(4,5,6) resp. redukované p = (1,2)(4, 5, 6),

kde v zavorce uvadime seznam prvki v jednom cyklu. Tedy (aq,...,ax)
znamena, ze aj se zobrazi na as, as se zobrazi na ag, atd. az aj_1 se zobrazi
na ay. Z definice je patrné, ze kazdou permutaci lze rozlozit na disjunktni
cyKkly.

Prikladem jednoduché, ale dulezité, permutace je transpozice = (i, j), tj. per-
mutace s jednim cyklem délky 2 prohazujici dva prvky. Jednodu$si uz je jenom
identita ¢d zobrazujici kazdy prvek na sebe.

Inverzni permutace a skladani permutaci je definovano stejné jako pro jina
zobrazeni:

Definice 4.7 (Inverzni permutace). Bud p € S,,. Inverzni permutace k p je per-
mutace p~! definovana p~1(i) = j, pokud p(j) = 1.

Piiklad 4.8. (i,7)"t = (i,7), (i,5, k)"t = (k, j,1), ... O

Definice 4.9 (Skladani permutaci). Budte p,q € S,,. SloZend permutace p o q je
permutace definovana (p o q)(i) = p(q(7)).

Priklad 4.10. idop =poid=p,pop l=plop=id, ... ]

Skladani permutaci je asociativni (jako kazdé zobrazeni), ale komutativni obecné
neni. Napt. pro p = (1,2), ¢ = (1,3,2) mame po g = (1,3), ale gop = (2, 3).
Vyznamné charakteristika permutace je tzv. znaménko.

Definice 4.11 (Znaménko permutace). Necht se permutace p € S, sklada z k
cyklit. Pak znaménko permutace je ¢islo sgn(p) = (—1)" ",

Piiklad 4.12. sgn(id) =1, sgn((¢,5)) = —1, ... O
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Znaménko je vzdy 1 nebo —1. Podle toho se téz rozdéluji permutace na sudé
(ty, co maji znaménko 1) a na liché (ty se znaménkem —1).

Véta 4.13 (O znaménku sloZeni permutace a transpozice). Bud p € S, a bud
t = (i,7) transpozice. Pak sgn(p) = —sgn(top) = —sgn(pot).

Diikaz. Dokazeme sgn(p) = —sgn(t o p), druha rovnost je analogicka. Permutace
p se sklada z nékolika cykli. Rozlisme dva pripady:
Necht 4,7 jsou ¢asti stejného cyklu, ozna¢me jej (i, uq, ..., Ur, J, U1, .., Vs).
Pak
(1,7) 0 (4, U1, ..oy Upy Jy 01,y Us) = (G, U1,y up)(J, V14 - -+, V),
tedy pocet cykli se zvysi o jedna.
Necht , j nélezi do dvou ruznych cykla, napt. (i, uq, ..., u,)(j, v1,. .., vs). Pak
(1,7) o (4, u1, ... ) (J, 01,y 0s) = (4,01, -« oy Upy Jy VT, -+ -, Vs),

tedy pocet cykli se snizi o jedna.
V kazdém pripadé se pocet cykli zméni o jedna a tudiz i vysledné znaménko.
[]

Véta 4.14. KazZdou permutaci lze rozlozit na sloZent transpozic.

Diikaz. Rozlozime na transpozice postupné vsechny cykly permutace. Libovolny
cyklus (uq, ..., u,) se rozlozi

(ug, ... uy) = (ug, uz) o (ug, ug) o (ug,ug) ©...0 (Up_1,u). ]

Poznamenejme, Ze rozklad na transpozice neni jednoznac¢ny, dokonce ani pocet
transpozic ne. Pouze jejich parita ziistane stejna.
Vyse zminéné vlastnosti maji fadu péknych dusledki.

Disledek 4.15. Plati sgn(p) = (=1)", kde r je pocet transpozic pri rozkladu p
na transpozice.

Diikaz. Je to disledek véty 413l Vyjdeme z identity, kteréd je suda. Kazda trans-
pozice méni znaménko, tedy vysledné znaménko bude (—1)". O

Disledek 4.16. Bud p,q € S,,. Pak sgn(p o q) = sgn(p) sgn(q).

Diikaz. Necht p se da rozlozit na ry transpozic a ¢ na ro transpozic. Tedy p o ¢
lze slozit z ry + 7o transpozic. Pak sgn(p o q) = (—1)""2 = (=1)" (1) =
sgn(p) sgn(q). O
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Diisledek 4.17. Bud'p € S,,. Pak sgn(p) = sgn(p~1).

Diikaz. Plati 1 = sgn(id) = sgn(pop™1) = sgn(p) sgn(p?), tedy p, p~! musf mit
stejné znaménko. n

Poznamka 4.18. Kromé poc¢tu cykli a poc¢tu transpozic jde znaménko permu-
tace p zavést také napt. pomoci poc¢tu inverzi. Inverzi zde rozumime usporadanou
dvojici (1, j) takovou, ze i < 7 a p(i) > p(j). Oznacime-li pocet inverzi permutace
p jako I(p), pak plati sgn(p) = (—1)7).

Poznamka 4.19. Vratme se zpét ke grupam. Mnozina permutaci S,, s operaci
skladani o tvori nekomutativni grupu (S, o), tzv. symetrickou grupu. Ta hraje
dulezitou roli v algebfe, protoze se da ukazat, ze kazda grupa je isomorfni néjaké
symetrické grupé ¢i jeji podgrupé (tzv. Cayleyova reprezentace, dokonce plati i
zobecnéni na nekonecéné grupy). Podobnou roli hraji maticové grupy, protoze kazda
konec¢na grupa je isomorfni néjaké maticové podgrupé (linearni reprezentace) s tim,
ze téleso, nad kterym s maticemi pracujeme, si mizeme dopiedu zvolit.

Kdyz uz mluvime o podgrupéch (.S, o), péknym piikladem je podgrupa sudych
permutaci.

Loydova patnactka

Symetrické grupy a znaménko permutace se vyuziji také pfi analyze hlavolamu
jako je Loydova patnéactka nebo Rubikova kostka. Rubikova kostka vyzaduje trochu
hlubsi rozbor, proto nahlédneme pod poklicku pouze Loydova patnactky:.
Loydova patnéactka je hra, ktera sestava z pole
4 x 4 a kachliky ocislovanymi 1 az 15. Jedno pole
je prazdné a presouvanim sousednich kachlikii na
511678 prazdné pole ménime rozlozeni kachlikii. Cilem je
o 1011 12 dospét pomoci téchto presunt k vzestupnému us-
poradani kachliku tak, jak je uvedeno na obrazku.
Otazka zni, které pocatecni konfigurace jsou
feSitelné a které ne. Jestlize ocislujeme 1 az 16 jed-
Obrazek 4.1: Loydova notliva policka, pak konfigurace kachliki odpovida né-
patnactka. Cilovy stav. jaké permutaci p € Sig a presun kachliku odpovida
|zdroj: Wikipedial slozeni p s transpozici. Oznacime-li (r, s) pozici préazd-
ného pole, pak hodnota h = (—1)""*sgn(p) zistava
po celou hru stejné, protoze kazdy posun kachliku zméni o jednicku bud r nebo

Lo (2 (3. e

13|14 | 15
|
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s, ale zaroven posun kachliku odpovida slozeni p s odpovidajici transpozici, ¢ili i
sgn(p) zméni znaménko.

Cilova konfigurace ma hodnotu h = 1, tedy pocatec¢ni konfigurace s h = —1
fesitelné byt nemohou. Detailnéjsi analyza [Vyborny a Zahradnik, 2002| ukaze, ze
vSechny pocatecni konfigurace s h = 1 uz resitelné jsou.

4.3 Télesa

Algebraicka télesa zobecnuji tiidu tradi¢nich obori jako je tfeba mnozina realnych
¢isel na abstraktni mnozinu se dvéma operacemi a fadou vlastnosti. To naAm umozni
pracovat s maticemi (s¢itat, nasobit, invertovat, Fesit soustavy rovnic, ...) nad
jinymi obory nez jen nad R.

Definice 4.20 (Téleso). Téleso je mnozina T spolu se dvéma komutativnimi
binarnimi operacemi + a - splhujici

(1) (T,+) je Abelova grupa, neutralni prvek znacime 0 a inverzni k a pak —a,

(2) (T\{0},) je Abelova grupa, neutralni prvek zna¢ime 1 a inverzni k a pak
-1
a )

(3) Va,b,c € T: a(b+ ¢) = ab+ ac (distributivita).

Téleso se obcas zavadi bez komutativity nésobeni a télesu s komutativnim
nasobenim se pak rikd komutativni téleso nebo pole, ale pro nase tucely budeme
komutativitu automaticky predpokladat. Podobné jako podgrupy mizeme zavést
i pojem podtéleso jako podmnozinu télesa, které se stejné definovanymi operacemi
tvori téleso.

Priklad 4.21. Prikladem nekonec¢nych téles je napt. Q, R nebo C. Mnozina celych
Cisel Z ale téleso netvori, protoze chybi inverzni prvky pro nésobeni, (napt. kdyz
invertujeme hezkou celo¢iselnou matici, tak ¢asto vychézeji zlomky a tim padem
se dostavame mimo obor Z). Téleso netvoii ani ¢isla reprezentovana na pocitaci
v aritmetice s pohyblivou desetinnou c¢arkou — jednak nejsou operace scitani a
nasobeni uzaviené (pokud by vysledkem bylo hodné velké ¢i hodné malé ¢islo), a
jednak nejsou ani asociativni (diky zaokrouhlovani). Kone¢na télesa prozkouméame
pozdéji. ]

Piiklad 4.22 (Kvaterniony). Oblibenym piikladem téles jsou kvaterniony. Jedna
se o zobecnéni komplexnich ¢isel pridanim dalsich dvou imaginarnich jednotek
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J a k, jejichz druh&d mocnina je —1. Zatimco séitani se definuje prirozené, né-
sobeni je trochu komplikovanéjsi a neplati uz pro néj komutativita. Kvaterniony
pak tudiz tvori nekomutativni téleso. Pomoci kvaternionu se dobie popisuji rotace
ve tiirozmérném prostoru a nasly vyuziti i ve fyzikalni kvantové teorii. ]

Radu péknych vlastnosti zdédi téleso z vlastnosti piislusnych grup (T, +) a
(T\{0}, ). Napt. distributivita zprava (b+c)a = ba+ca plyne z levé distributivity
a komutativity nasobeni. Nékteré specifické vlastnosti uvadime v nésledujici véte.

Véta 4.23 (Zéakladni vlastnosti v télese). Pro proky télesa plati ndasledujici vlast-
nosti.

(1) 0a =0,
(2) ab = 0 implikuje, Ze a = 0 nebo b =0,
(3) —a = (—1)a.
Diikaz.
(1) Odvodime

0a = (0+0)a = 0a+ 0a / + (—0a)
(—0a) +0a = (0+ 0)a = (—0a) + O0a + Oa

0=0+0a

0 = Oa

(2) Jeli a = 0, pak véta plati. Je-li a # 0, pak existuje a1 a pronasobenim
zleva, dostaneme a~tab = a0, neboli 1b = 0.

(3) Mame 0 = 0a = (1—1)a = la+(—1)a = a+(—1)a, tedy —a = (—1)a. O

Druhé vlastnost (a jeji dikaz) predchozi véty mj. fikaji, ze pii rozhodovani, zda
néjaka struktura tvori téleso, nemusime ovérovat uzavienost nasobeni na mnoziné
T\ {0} (zadné dva nenulové prvky se nevynésobi na nulu), tato vlastnost vyplyva
z ostatnich. Staci tedy jen uzavienost na T, coz byva snéze vidét.

Podivejme se ted na kone¢na télesa. Zavedme mnozinu Z, = {0,1,...,n—1}
a operace + a - modulo n. Snadno nahlédneme, Ze Zs a Zsg jsou télesy, ale Z,4 uz
neni, nebot prvek 2 nema inverzi 2-1. Tento vysledek miiZeme zobecnit.

Lemma 4.24. Bud p prvocislo a bud 0 # a € Z,. Pak {0,1,...,p — 1} =
{0a, 1a,...,(p— 1)a}.
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Diikaz. Sporem predpokladejme, ze ak = al pro néjaké k,l € Z,, k # [. Pak
dostavame a(k — 1) = 0, tudiz bud a nebo k — [ je délitelné p. To znamena bud
a = 0 nebo k — [ = 0. Ani jedna moznost ale nastat nemiize, coz je spor. ]

Véta 4.25. 7, je téleso prdavé tehdy, kdyzZ n je prvocisio.

Diikaz. Je-li n slozené, pak n = pq, kde 1 < p,q < n. Kdyby Z, bylo téleso, pak
pg = 0 implikuje podle véty bud p = 0 nebo ¢ = 0, ale ani jedno neplati.
Je-li n prvocislo, pak se snadno ovérf vSechny axiomy z definice télesa. Jediny
pracndjsi mize byt existence inverze a~! pro libovolné a # 0. To ale nahlédneme
snadno z lemmatu 424l Protoze {0,1,...,n — 1} = {0a, la,...,(n — 1)a}, musi
byt v mnoziné napravo prvek 1 a tudiz existuje b € Z,, \ {0} takové, ze ab=1. 0O

Poznamka 4.26. Soustavy rovnic a operace s maticemi jsme zavadéli nad téle-
sem realnych ¢isel. Nicméné nic nam nebrani rozsitit tyto pojmy a pracovat nad
jakymkoli jinym télesem. Jediné vlastnosti realnych ¢isel, ktery jsme pouzivali,
jsou presné ty, které se vyskytuji v definici télesa. Proto plati postupy a véty
z predchozich kapitol i kdyz pracujeme nad libovolnym télesem.

Priklad 4.27 (T¢leso Zs). Operace nad Zs:

+10 1 2 3 4 01 2 3 4
00 1 2 3 4 0(0 0 0 0 O
111 2 3 40 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 41 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Inverzni prvky:
x |01 2 34 x |0 12 3 4
—z]0 4 3 21 33_1‘—1324
Vypocet inverzni matice nad Zs
123100 123100 1 02(0 30
(All3)) =12 0401 0]~(013{310]~{013310]~
334|001 0 20/201 004|1 31
10 2(0 30 10012 4 2
~[013/310]~{010]103]|=(]A"
001|424 001(4 2 4 O
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Poznamka 4.28 (Jak najit inverzi). Pfirozenéa otazka pii pocitani nad télesem
Z, zni, jak najit inverzni prvek k = € Z, \ {0}. Pro malé hodnoty p mohu zkusit
postupné 1,2, ..., p— 1 dokud nenarazim na inverzni prvek k z. Pokud p je hodné
velké prvocislo, tento postup uz neni efektivni a postupuje se tzv. rozsirenym
Fukleidovym algoritmem, ktery najde a,b € 7Z takova, ze ax + bp = 1, z ¢ehoz
vidime, Ze hledanou inverzi 2! je prvek a (resp. jeho zbytek po déleni p).

Nyni vime, Ze existuji télesa o velikostech odpovidajicim prvocislim. Existuji
vsak télesa jinych velikosti?

Véta 4.29 (O velikosti konecnych téles). Ezistuji koneénd télesa prdvé o wve-
likostech p™, kde p je prvocislo an > 1.

Diikaz vynechame, ale ukédzeme zéakladni myslenku, jak sestrojit téleso o ve-
likosti p™. Takové téleso se znaci GF(p”) a jeho prvky jsou polynomy stupné
nanejvys n — 1 s koeficienty v télese Z,. S¢itani je definovano analogicky jako
pro realné polynomy. Néasobi se modulo ireducibilni polynom stupné n, kde ire-
ducibilni znamena nerozlozitelny na souc¢in dvou polynomu stupné aspon jedna,
(takovy polynom vzdy existuje).

Dalsi zajimava vlastnost je, ze kazdé konecné téleso velikosti p™ je isomorfni
s GF(p"), to znamen4, Ze takova télesa jsou v zdsadé stejna az na jiné oznaceni
prvkii.

Piiklad 4.30 (Téleso GF(8)). Mnozina mé za prvky polynomy stupiiii nanejvys
dva s koeficienty v Zo

GF(8)={0,1,z, o+ 1,2% 2 + 1, 2> + x, 2> + = + 1}.
S¢itani je definované
(a2x2 + a1x + CL()) + (52332 + bix + bo) = (CLQ + 52)332 + (CL1 + bl)CE + (ao + bo),

napt. (z+ 1)+ (22 + ) = 22 + 1. UvaZme ireducibiln{ polynom, napf. 2 + x + 1.
Pak nasobime modulo tento polynom, napt. 2> -2 = —o — 1 = x + 1, nebo
22 (22 4+1) = —x =1, O

Definice 4.31 (Charakteristika télesa). Charakteristika télesa T je nejmensi n
takové, ze 1 + 1+ ...+ 1 = 0. Pokud takové n neexistuje pak ji definujeme jako 0.

n

DGF = Galois field, tedy Galoisovo téleso.
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Véta 4.32. Charakteristika télesa je bud nula nebo prvocisio.

Diikaz. Protoze 0 # 1, tak charakteristika nemtze byt 1. Pokud by byla charakter-
istika slozené ¢islon = pg, pak 0 =1+1+... +1=(1+... +1)(1+... +1),

s O \G

n=pq P q
tedy soucet p nebo ¢ jednicek da nulu, coz je spor s minimalitou n. ]

Priklad 4.33. Jestlize charakteristika télesa T neni 2, tak muzeme zavést néco
jako prumér. Ozna¢me symbolem 2 hodnotu 1 + 1 a pak pro libovolné a,b € T
ma C¢islo p = %(a + b) ma vlastnost a —p = p — b, je tedy stejné ,,vzdalené” od a
jako od b. (Viz dikaz véty [[3] ¢ priklad T2.71.)

Tedy napt. zatimco v Zy prumér 0 a 1 nelze zadefinovat, tak v télese Z5 je
prumeér 0 a 1 ¢islo 3. ]

Dalsi uziteény vysledek je Mald Fermatova vét, pouziva se napf. pro pravdépodob-
nostnf test prvociselnosti velkych &sel. Casto se uvadi ve znént, ze a?~* = 1 mod p,
tedy, Ze ¢isla a?~! a 1 maji stejny zbytek pii déleni ¢islem p. V jazyce kone¢nych
téles vétu formulujeme takto:

Véta 4.34 (Mala Fermatova véta). Bud p prvocislo a bud 0 # a € Z,. Pak
a’~t =1 v télese Ly,

Diikaz. Podle lemmatu @24 je {0,1,...,p—1} ={0a, la,...,(p—1)a}. Protoze
0 = Oa, tak dostavame {1,...,p—1} = {la,...,(p—1)a}. Tudiz 1-2-3-.. -(p—1) =
(la)-(2a)-(3a)-...-(p—1)a. Zkracenim obou stran ¢isly 1,2, ..., p — 1 ziskame
pozadovanou rovnost 1 =a- - - a. []

4.4 Aplikace

Konecna télesa se pouzivaji napi. v kodovani a Sifrovani. Na zavér této kapitoly
ukazeme praktické vyuziti téles pravé v kodovani, viz [Timal, 2003, kap. 11]. Jinou
ukazkou pouziti je tzv. ,Secret sharing®, viz [Ttmal, 2003, kap. 4].

Piiklad 4.35 (Samoopravné kody — Hammingav kod (7,4, 3)). Uvazujme prob-
lém prenosu dat, kterd jsou tvorena posloupnosti nul a jednicek. Zatimco tlohou

2)Mala Fermatova véta byla formulovana francouzskym pravnikem a amatérskym matematikem Pierre de
Fermatem r. 1640. Pro srovnani, Velkd Fermatova véta z r. 1637 pak rika, Zze neexistuji pfirozena ¢isla z,y, z
spliiujici rovnici 2" + y™ = 2™ pro n > 2. Tato véta zistavala dlouho jako otevieny problém bez dikazu az ji
r. 1993 dokazal britsky matematik Andrew Wiles.
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sifrovani je transformovat data tak, aby je nikdo nepovolany nepiecetl, tlohou ko-
dovani je zlepsit jejich prenosové vlastnosti. Tim myslime zejména umét detekovat
a opravit chyby, které pti pfenosu prirozené vznikaji.

Kodovani vesmés funguje tak, ze odesilatel rozdéli binarni posloupnost na tseky
o délce k. Kazdy tsek pak urcitou metodou pretransformuje na tsek délky &/, ktery
pak odesle. Ptijemce dat pak transformuje kazdy tsek na pivodni hodnoty. Podle
zvolené metody je pak schopen detekovat nebo i rovnou opravit urcéity pocet chyb,
které v tseku vznikly.

Jednoduchy priklad. Pokud kédujeme tak, ze zdvojime kazdy bit, tedy napft.
usek v = 010 zakodujeme na v' = 001100, tak jsme schopni detekovat maximalné
jednu chybu v kazdém tseku. Nicméné, neumime data opravit. Pokud budeme
kodovat tak, Ze kazdy bit ztrojime, tedy napi. usek v = 010 zakodujeme na v’ =
000111000, tak uz jsme schopni nejen detekovat, ale i opravit jednu chybu. Pokud
piijemce dostane tsek 000111010, vi, zZe puvodni tsek byl 000111000, anebo doslo
aspon ke dvéma prenosovym chybam. Tento zptisob kodovéani je znacné neefektivni,
ukazeme si Sikovnéjsi zpuisob.

Hammingiv kod (7, 4, 3) spociva v rozdéleni prenosovych dat na tiseky o ¢tytech
bitech, které zakodujeme na sedm bitt. Tento kod umi detekovat a opravit jednu
prenosovou chybu. Kédovani a dekdédovani jde elegantné reprezentovat maticovym
nasobenim. Usek &ty bitit si pfedstavime jako aritmeticky vektor a nad télesem Zs.
Kodovani probiha vynasobenim vektoru a takzvanou generujici matici H € Z;X‘l,

1 1 0 1
0
1 fR—
0
0 0
Piijemce obdrzi tsek reprezentovany vektorem b. Bity ptvodnich dat jsou na
pozicich bs, bs, bg, b7, ostatni bity by, bo, by jsou kontrolni. K detekci a opravé chyb
pouziva prijemce detekéni matici D € Zg”. Pokud Db = 0, nedoslo k zadné
chybé v prenosu (nebo nastaly vice nez dvé chyby). V opa¢ném piipadé nastala
prenosova chyba a chybny bit je na pozici Db, bereme-li tento vektor jako binarni
zapis prirozeného ¢isla.

napt.: Ha = = 0.

[eNeoNoNaol S o
O == O
H OO
OO KO-
== O O = =

o

. 0001111 0 ..
napt.: Db = (0 11001 1) = <0> ... v poradku.
1010101 0

= o
o
o
—

0 01111
napt.: Db = (0 1 1)

10101

1
= <(1)> ... chyba na pozici 110, = 6.

(=]
=
COHOO KK OHFEHOOKKRK
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Jak to, Ze chybny bit najdeme tak snadno? Protoze vektor Db = (1,1,0)T je
obsazen v matici D v Sestém sloupecku, staci zménit Sesty bit vektoru b a uz bude
platit rovnost Db = 0. VSimnéme si, ze matice D obsahuje ve sloupcich vsechny
nenulové vektory, tedy vsechny mozné vysledky souc¢inu Db jsou pokryty. Navic
sloupce matice D vyjadiuji v bindrnim zapisu ¢isla 1 az 7, proto uréime index
pokazeného bitu pomoci dvojkového vyjadreni vektoru Db.

To, jak se obecné sestavuji matice H, D, je vSak na pokrocilou prednasku

s~ N~ w

]

Problémy
4.1. Bud G koneénéa grupa a H jeji podgrupa. Dokazte, ze velikost GG je délitelna

velikosti H. Pri dikazu mozna vyuzijete nasledujici mezikroky:
(a) ozna¢me aH = {ah; h € H},
(b) pro kazdé a,b € G plati bud aH = bH, anebo aH NbH = ),
(c) pro kazdé a € G plati, ze velikost aH je stejna jako velikost H.
4.2. Pro permutaci p € S, definujme matici P € R" tak, Zze F;; = 1 pokud
p(i) = 7 a nula jinak. Ukazte, Ze tato definice je ekvivalentni definici per-

mutacni matice ze sekce [3.5.20 Dale zjistéte, jak vypada permutac¢ni matice
inverzni permutace a permutac¢ni matice slozeni dvou permutaci.

4.3. Dokazte vlastnost z poznamky .18
4.4. Spocitejte prumérny pocet cykli v n-prvkové permutaci.

4.5. Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné zvolend permutace p € S,, méa cyklus
obsahujici prvek 1 dlouhy presné k.
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Kapitola 5

Vektorové prostory

Vektorové prostory zobecnuji dobfe znamy prostor aritmetickych vektora R". Ste-
jné jako u grup a téles je zadefinujeme pomoci abstraktnich axioma.

Prvni myslenky na zavedeni vektori pochéazi od Gottfrieda Wilhelma Leibnize
(1646-1716). Solidni teorii vsak vybudoval az némecky ucitel, lingvista a filosof
Hermann Grassmann (1809-1877) poté, co jej roku 1845 o tomto problému (a
o cené za rozvinuti Leibnizovych myg$lenek) informoval August Ferdinand Mobius
(1790-1868). Pojmy, se kterymi se seznamime, jako napt. podprostor ¢i linearni
zavislost, stejné jako axiomatizaci pomoci komutativity, asociativity a distributiv-
ity, zavedl pravé Grassmann. Vybudovana teorie vSak byla tézka na pochopeni a ve
své dobé se nesetkala moc s pochopenim. S vyjimkou Williama Rowana Hamiltona
(1805-1865), ktery téz prispél to budovani teorie vektorovych prostorii a povazoval
Grassmanna za génia, upadl Grassmann trochu v pozapomeéni, nez ho ,,znovuob-
jevil* italsky matematik Giuseppe Peano (1858-1932). Soucasna verze definice
vektorovych prostort pochazi od némeckého matematika Hermanna Weyla (1885-
1955).

Poznamenejme, Ze v nékterych odvétvich se vektorové prostory oznacuji take
jako linedrni prostory.

5.1 Zakladni pojmy

Definice 5.1 (Vektorovy prostor). Bud T téleso s neutralnimi prvky 0 pro s¢itani
a 1 pro nasobeni. Vektorovym prostorem nad télesem T rozumime mnozinu V
s operacemi séitani vektori +: V2 — V. a nasobeni vektoru skaldrem -: Tx V —
V spliujici pro kazdé a, 6 € T a u,v € V:

(1) (V,+) je Abelova grupa, neutralni prvek znac¢ime o a inverzni k v pak —uv,

67
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(2) a(fv) = (af)v (asociativita),

3) v =,

(4) (a+ B)v=av+ Pv (distributivita),
5) a(u+v) =au+ av (distributivita).

Vektory budeme znacit latinkou a skalary feckymi pismeny. Vektory piseme
bez Sipek, tedy v a ne 7.

Priklad 5.2. Priklady vektorovych prostori:

Aritmeticky prostor R"™ nad R, ¢i obecnéji T" nad T, kde T je libovolné
téleso; n-tice prvki z télesa T scitame a nésobime skalarem podobné jako
u R".

Prostor R” nad Q, opét s analogicky definovanymi operacemi.
Prostor matic R™*" nad R, ¢i obecnéji T"*" nad T.
Prostor vsech realnych polynomii proménné x, znac¢ime P.

Prostor vSech realnych polynomt proménné z stupné nanejvys n, znac¢ime
P". Operace jsou definovany znamym zptisobem.

— Scitant:

(anx"+an_1x"_1+. . .+a1:z:+a0)+(bnx"+bn_1:z:"_l+. bz +by)
= (an 4 b,)2" + (ap_1 +bp_1)z" 4.+ (a1 + b))z + (ag + by)

— Nésobeni skaldarem o € R:

a(apz" + ap_12" 4+ .+ a2+ ag)

= (aa,)x" + (aap_1)2" ' 4 ...+ (aay)z + (aag)

— Nulovy vektor: 0
— Opacny vektor:

— (apr" 4 ap_12" P+ 4 arx + ag)

= (—a,)x" + (—an_l)xn_l + ...+ (—a)z + (—ap)
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e Prostor vSech realnych funkci f: R — R, znacime F. Funkce f,g: R —
R s¢itame tak, ze secteme piislusné funkéni hodnoty, tedy (f + g)(z) =
f(x) 4+ g(x). Podobné funkci f: R — R nésobime skalarem o € R tak, ze
vynasobime vSechny funkéni hodnoty, tj. (af)(z) = af(z).

=
=
5
=

Soucet vektort. Vynésobeni vektoru skalarem.

e Prostor vsech spojitych funkei f: R — R, znac¢ime C. Prostor vSech spojitych
funkei f: [a,b] — R na intervalu [a,b] pak znacime Ciy. Operace jsou
definovany analogicky jako pro F.

Véta 5.3 (Zakladni vlastnosti vektori). V prostoru V nad T plati:
(1) Yo eV : 0v =o,
(2) YVa € T: ao = o,
(3) Yv € VVa €T: av=o implikuje, Ze a« =0 nebo v = o,
(4) Yo eV :(=1)v=—v.

Diikaz. Analogicky jako u vlastnosti v télese. ]

5.2 Podprostory

Definice 5.4 (Podprostor). Bud V' vektorovy prostor nad T. Pak U C V je
podprostorem V', pokud tvori vektorovy prostor nad T se stejné definovanymi
operacemi. Znaceni: U € V.

Jinymi slovy, U musi obsahovat nulovy vektor a spliiovat uzavienost na obé
operace. To jest, pro kazdé u,v € U platiu +v € U, a pro kazdé a« € T a u € U
plati au € U.
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Priklad 5.5. Priklady vektorovych podprostorti:
e Dva trivialni podprostory prostoru V' jsou: V' a {o}.
e Libovolna piimka v roviné prochazejici poc¢atkem je podprostorem R? nad
R, jina ne.
o PPePelCecelF.
e Mnozina symetrickych matic v R"*".

e Q" nad @ je podprostorem prostoru R" nad @, ale neni podprostorem pros-
toru R” nad R.

e Jsou-li U,V podprostory W, a plati-li U C V', pak U € V.

e Pro vlastnost ,,byti podprostorem* plati transitivita, ¢ili U € V € W imp-
likuje U € W. O]

Nyni ukdzeme, ze prunik libovolného systému (i nekone¢ného nespocetného)
podprostort je zase podprostor. Pro sjednoceni tato vlastnost obecné neplati (na-
jdéte protipiiklad).

Véta 5.6 (Prunik podprostort). Bud V' wvektorovy prostor nad T, a méjme V;,
i € I, libovolny systém podprostori V. Pak (,c; Vi je opét podprostor V.

Diikaz. Staci oveérit tfi vlastnosti: Protoze o € V; pro kazdé ¢ € I, musi byt i
v jejich priniku. Uzavienost na scitani: Bud w,v € (,c; Vi, tj. pro kazdé ¢ € I
jeu,v € Vi, tedy i u+v € V;. Proto u+ v € (,c; Vi. Analogicky uzavienost na
nasobky: Bud a € Tav € (),.; Vi, tj. pro kazdé i € I jev € V, tedy i aw € V.
Proto av € ;¢ Vi. O

Tato vlastnost nas opraviuje k nésledujici definici.

Definice 5.7 (Linearni obal). Bud V' vektorovy prostor nad T, a W C V. Pak
linedrni obal W, znaceny span(W), je prunik vSech podprostort V' obsahujicich
W, to jest span(W) = Nyqpcper U-

Z jiného pohledu, linearni obal mnoziny W je tedy nejmensi (co do inkluze)
prostor obsahujici W. Jesté k terminologii: Rikéxme, ze W generuje prostor span(W),
a prvky mnoziny W jsou generdtory prostoru span(W). Prostor je konecné gen-
erovanyj, jestlize je generovany néjakou konecnou mnozinou.

Priklad 5.8. Priklady linearnich obali:
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e span{(1,0)T} je pifmka v roving, konkrétné osa z;. Je to tedy kone¢né gen-
erovany podprostor R2.

e span{(1,0)7,(2,0)T} je totéz.
e span{(1,1)T, (1,2)T} je cela rovina R2
e span{} = {o}. O

Proc¢ jsme oznacili obal jako linearni? Odpovéd se nazyva vyjadreni linearniho
obalu pomoci linearnich kombinaci.

Definice 5.9 (Linearni kombinace). Bud V' vektorovy prostor nad T a vy, ..., v, €
V. Pak linedrni kombinact vektora vy, . .., v, rozumime vyraz typu » . ; q;v; =
av] + ...+ ay,, kde aq, ..., ap € T.

Poznamka 5.10. Vyjadieni typu vy, ..., v, jsme doposud pouzivali vyhradné pro
jednotlivé slozky aritmetického vektoru v = (vy, ..., v,). Nicméné, nyni ho budeme
pouzivat spise pro n néjakych vektort. Vyznam by vsak mél byt vzdy jasny z kon-
textu.

Pomoci linearnich kombinaci (vzdy uvazujeme pouze konecné!) muzeme vy-
generovat cely linearni obal koneéné mnoziny vektor.

Véta 5.11. Bud V' wvektorovij prostor nad T, a méjme vy,...,v, € V. Pak

span{vy, ..., v} = {D 1 avi; aa, ..., € T (5.1)

Diikaz. Inkluze ,O“. Linearni obal spanf{vy,...,v,} je podprostor V obsahujici
vektory vy, ..., v,, tedy musi byt uzavieny na nasobky a soucty. Tudiz obsahuje i
nasobky a;v;, i =1,...,n, a také jejich soucet > 7" | a;u;.

Inkluze ,,C*. Staci ukazat, Ze mnozina linearnich kombinaci

M = {Z?:l QU5 Ay ..., Oy € T}

je vektorovy podprostor V' obsahujici vektory vy, ..., v,, a proto je jednou z mnozin,
jejichz prinikem span{vy,...,v,} vzniklo. Pro kazdé i je vektor v; v mnoziné
M obsazen, staci vzit linearni kombinaci s o = 1 a a; = 0, 7 # . Nulovy

vektor rovnéz obsahuje, vezméme linearni kombinaci s nulovymi koeficienty. Uza-
vienost na soucty: vezméme libovolné dva vektory u = Y"1 | Biv;, v’ = > 0 Bl
zmnoziny M. Pak u+u' =Y 1 Bivi+ Y iy Bivi = > i 1(Bi+ B)v;, coz je prvek
mnoziny. Podobné pro nasobky, bud a € T, pak au = > | Biv; = > 1 (ab;)v;,
coz opét nalezi do mnoziny M. ]



72 Kapitola 5. Vektorové prostory

Prekvapivé miizeme pomoci (konecnych) linedrnich kombinaci vygenerovat linearni
obal i nekone¢né mnoziny vektort.

Véta 5.12. Bud V' wvektorovy prostor nad T a bud M C V. Pak span(M) je
tvoren vsemsi linedarnimi kombinacemi vsech konecné mnoha vektoru z M.

Diikaz. Analogicky dikazu véty B.11] nechavame na cviceni. ]

Piiklad 5.13 (Trochu jiny pohled na soustavu rovnic Az = b). Vyraz Az je
vlastné linedrni kombinace sloupcti matice A, takze resit soustavu Az = b znamend
hledat linearni kombinaci sloupct, ktera se rovna b. ReSeni tedy existuje prave
tehdy, kdyz b nalezi do podprostoru generovaného sloupci matice A. ]

5.3 Linearni nezavislost

Konec¢né generovany prostor typicky muze byt generovan riznymi mnozinami vek-
torti. Motivaci pro tuto podkapitolu je snaha najit mnozinu generatori, ktera bude
minimalni co do poc¢tu i co do inkluze. To pak povede i k pojmim jako baze,
soufadnice a dimenze.

Definice 5.14 (Linearni nezavislost). Bud V' vektorovy prostor nad T a mé&jme
vektory vy,...,v, € V. Pak vektory vi,...,v, se nazyvaji linedrné nezduvisleé,
pokud rovnost " ; a;v; = o0 nastane pouze pro ay = --- = a,, = 0. V opaéném
piipadé jsou vektory linedrné zavislé.

Tedy vektory vy, ...,v, jsou linearné zavislé, pokud existuji aq,...,a, € T,
ne vechna nulova a takova, ze Y1 | ayv; = o.

Pojem lineérni nezavislosti zobecnime i na nekone¢né mnoziny vektor, nicméné
s nekonecny byvéa trochu potiz (napt. co by se myslelo nekone¢nou linearni kom-
binaci?), proto se to definuje takto:

Definice 5.15 (Linearni nezéavislost nekoneéné mnoziny). Bud V' vektorovy pros-
tor nad T a bud M C V nekonecné mnozina vektora. Pak M je linedrné nezdvisld,
pokud kazda kone¢na podmnozina M je linearné nezavisla. V opac¢ném pripadé je
M linedrné zdvisld.
Piiklad 5.16. Pifklady linearné (ne)zavislych vektorti v R?:

e (1,0)T je linedrné nezavisly,

e (1,0)T, (2,0)T jsou linearns zavislé,
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e (1,1)7, (1,2)7 jsou linearns nezavislé,

e (0,0) je linearné zavisly,

e prazdnd mnozina je linedrné nezavisla. ]
Piiklad 5.17. Jak zjistit zda dané aritmetické vektory, napt. (1,3,2)7, (2,5, 3)T,

(2,3,1)T jsou linearnd zavislé ¢i nezéavislé? Podle definice hledejme, kdy linearni
kombinace vektori dé nulovy vektor:

a(1,3,2)" + 3(2,5,3)" +~(2,3,1)" = (0,0,0)".

Toto vyjadiime ekvivalentné jako soustavu rovnic s neznamymi «, (3, v, kdy prvni
rovnice odpovida rovnosti vektort v prvni slozce, a podobné pro dalsi dve:

la+ 2842y =0,
3a+ 56+ 3y =0,
20+ 38+ 1y =0.

Soustavu vyreSime upravenim matice soustavy na odstupiovany tvar

12 20 1 0 —410

353/0]~101 3|0

2310 00 0]0
Soustava mé nekonecné mnoho fesSeni a urcité najdeme néjaké nenulové, napr.
a=4, f=-3,v=1. Toznamend, ze dané vektory jsou linearné zavislé. (Jesté
jiné postupy uvedeme pozdéji v sekei [5.61) O

Priklad 5.18. Definice linearni nezavislosti trochu pfipomina definici regularity
(definice B.19). Neni to néhoda, sloupce regularni matice (a potazmo i fadky)
predstavuji dalsi priklad linedrné nezavislych vektor. ]

Véta 5.19. Bud'V wvektorovy prostor nad T, a méjme vy, . ..,v, € V. Pak vektory
V1, -« ., Uy JSou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz ezistuje k € {1,...,n} takové, Ze

v = Z#k a;v; pro néjaké aq, . .., an € T, to jest vy € span{vy, ..., Vg 1, Vki1, .-+, Un}t-

Diikaz. Implikace ,,=. Jsou-li vektory wvy,...,v, linedrné zavislé, pak existuje
jejich netrividlni linearni kombinace rovna nule, tj. > ; B;v; = o pro i, ..., By €
T a B # 0 pro néjaké k € {1,...,n}. Vyjadiime k-ty ¢len Srvp = — Zi#k Biv;, a
po zkréaceni dostavame pozadovany predpis vy =Y . (=B 16:)v.

Implikace ,<*. Je-liv, = Z#k a;v;, pak Uk:—z#k a;v; = 0, coZ je pozadované
netrivialni kombinace rovna nule, nebot koeficient u vy je 1 # 0. ]
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Diisledkem je jesté jina charakterizace lineadrni zavislosti.

Dusledek 5.20. Bud V' wvektorovy prostor nad T, a méjme vy, ...,v, € V. Pak
vektory vy, . .., v, jsou linedrné zdvislé pravé tehdy, kdyz existuje k € {1,...,n}
takové, Ze

span{vy, ..., v,} = span{vy, ..., Vk_1,Vks1, .-, Vp}- (5.2)

Diikaz. Implikace ,,=*. Jsou-li vektory vy, . . ., v, linearné zavislé, pak podle véty 5.19

existuje k € {1,...,n} takove, Ze vy = > . ajv; pro néjaké ag,...,a, € T.
Inkluze 2 v (52]) je splnéna trivialné, zaméfime se na tu opacnou. Libovolny
vektor u € span{vy, ..., v,} se da vyjadrit
n
u = Z Bivi = Bror + Z Bivi = B ( Z Oéﬂh’) + Z Bivi = Z(@k%’ + Bi)vi.
i=1 ik ik itk itk
Tedy w € span{vy, ..., V-1, Vks1, - - -, Up} @ mame dokézanou inkluzi ,C* v (5.2))

Implikace ,,<=*“. Pokud plati rovnost (5.2)), tak

v € span{vy, ..., v,} = span{vy, ..., Vk_1, Vki1,---,Un}
a podle véty B.19 jsou vektory vy, ..., v, linearné zavislé. ]

Véta mj. Tiké i to, ze vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz odebranim
né&jakého (ale ne libovolného) z nich se jejich linearni obal nezmensi. Tudiz mezi
nimi je néjaky nadbyte¢ny. U linedrné nezavislého systému je tomu naopak: Ode-
branim libovolného z nich se jejich linearni obal ostie zmensi, neni mezi nimi tedy
zadny nadbytecny.

5.4 Baze

Definice 5.21 (Baze). Bud V vektorovy prostor nad T. Pak bdzi rozumime
jakykoli linearné nezavisly systém generatoru V.

V definici pod pojmem systém rozumime usporadanou mnozinu, ¢asem uvidime,
pro¢ je usporadani dulezité (pro soufadnice atp.).

Priklad 5.22. Priklady bézi:
e V R? méame bazi napt. e; = (1,0)7, es = (0,1)T. Jina baze je (7,5)7, (2,3)T.
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e V R" mame napt. bazi ey, ..., e,, Iika se ji kanonickd a znaci se kan.

e V P" je bazi napi. 1,z,22, ..., 2" Je to nejjednodussi, nikoliv viak jedina
mozné. Uzitetna je i Bernsteinova béze skladajici se z vektori (?)xl(l —
x)"", pouZiva se pro riizné aproximace, nap¥. ve vypocetni geometrii pro
aproximaci kiivek prochézejicich nebo kontrolovanych danymi body (tzv.
Bézierovy kiivky, pouzivaji se tfeba v typografickych fontech). ]

e V P je bazi napf. nekoneény ale spocetny systém polynomi 1, z, 22, . ..
e V prostoru Cj,p také musi existovat baze, ale neni jednoduché zadnou ex-
plicitné vyjadrit.

Veéta 5.23. Necht vy,...,v, je bize prostoru V. Pak pro kaZdy vektor uw € V
existugi jednoznacné urcené koeficienty aq, ..., an € T takové, Ze u = > ; a;v;.

Diikaz. Vektory vy, ..., v, tvoli bazi V, tedy kazdé u € V se da vyjadrit jako u =

> o 1 av; pro vhodné skalary ag,...,a, € T. Jednoznacnost ukézeme sporem.
Necht existuje i jiné vyjadreni u = >, Biv;. Potom Y I v, — > 0y Bivg =
u—u = o, neboli Y1 (a; — B;)v; = 0. Protoze vy,. .., v, jsou linedrné nezavislé,
musi «; = f; pro kazdé ¢ = 1,...,n. To je spor s tim, ze vyjadreni jsou riizna. [

Diky zminéné jednoznacnosti mizeme zavést pojem soufadnice.

Definice 5.24 (Soufadnice). Necht B = {vy,...,v,} je baze prostoru V' a necht
vektor uw € V ma vyjadieni v = > ; a;v;. Pak soufadnicemi vektoru u € V

vzhledem k bazi B rozumime koeficienty aq, ..., «a, a vektor souradnic znac¢ime

[ulg = (a1,..., )T

vvvvvv

reprezentovat tézko uchopitelné vektory a (koneéné generované) prostory pomoci
soutadnic, tedy aritmetickych vektori. Kazdy vektor méa urcité souradnice a naopak
kazda n-tice skalart dava souradnici néjakého vektoru. Existuje tedy vzajemné
jednoznacény vztah mezi vektory a souradnicemi, ktery pozdéji (sekce 6.2)) vyuzi-
jeme k tomu, abychom fadu, napt. pocetnich, problémi z prostoru V prevedli do
aritmetického prostoru, kde se pracuje snadnéji.

Priklad 5.25. Soufadnice vektoru vzhledem k béazi v prostoru R2.
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(-2,3)" 74 (=2,3)"Y
€9 <_37 1)T (17 1)T
eg  x T
Soufadnice  vektoru (-2, 3)T Souradnice vektoru (—2,3)7 vzhle-
vzhledem ke kanonické bazi: dem k bazi B = {(-3,17),(1,1)T}: 0
[(=2,3) an = (=2,3)". (=230 = (3. D"
Piiklad 5.26. Pro kazdé v € R" je [v]yan = v. O

Priklad 5.27. Uvazujme bazi B = {1,x,x?} prostoru P?. Pak [3z?> — 5|p =
(—5,0,3)7. O

Priklad 5.28.

o Je-li vy,...,v, € V systém generatoru V', pak kazdy vektor u € V lze
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori vy, . . . , v, alespon jednim zptisobem.

e Jsou-livy,...,v, € V linearné nezavislé, pak kazdy vektor u € V' lze vyjadrit
jako linedrni kombinaci vektort vy, ..., v, nejvyse jednim zptisobem.

o Je-li vy,...,v, € V baze V, pak kazdy vektor u € V lze vyjadrit jako
linearni kombinaci vektori vy, ..., v, pravé jednim zplisobem. ]

Véta 5.29 (O existenci baze). KaZdy vektorovyj prostor md bdzi.

Dﬁkaz Diikaz provedeme pouze pro koneéné generovany prostor V Pro ty ostatni
lemma).

Bud wvy,...,v, systém generatori V. Jsou-li linearné nezavislé, tak uz tvori
bazi. Jinak podle dusledku £.20] existuje index k tak, ze

span{vy, ..., v,} = span{vy, ..., Vk_1,Vks1, .-, Un}-

Tedy odstranénim v, bude systém vektort stale generovat V. Je-li nyni systém
vektort linearné nezavisly, tvori bazi. Jinak postup opakujeme dokud nenajdeme
bazi. Postup je kone¢ny, protoze mame konecnou mnozinu generatori, tudiz bazi
najit musime. ]
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Nyni sméfujeme k tomu, ze pro dany kone¢né generovany prostor jsou vSechny
jeho baze stejné velké, coz povede k zavedeni pojmu dimenze.

Véta 5.30 (Steinitzova véta o V}’fmén). Bud'V vektorovyj prostor, bud x1, . . ., T,

linedarné nezavisly systém ve V', a necht yi,...,y, je systém generdtori V. Pak
plati

(1) m <n,

(2) existuji navzdjem rizné indexy ki, . . ., kn—m tak, Ze 21, ... Ty Yrys - - s Yk,

tvori systém generdtori V.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei podle m. Je-li m = 0, pak tvrzeni
plati trivialné. Prejdéme k indukénimu kroku. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
m — 1 a ukdzeme, Ze plati i pro m.

Uvazujme vektory x1, ..., x,,,_1. Ty jsou linearné nezavislé, a podle indukéniho
predpokladu je m — 1 < n a existuji navzajem ruzné indexy f1,..., 0 mi1
takové, ze x1, ..., Tym—1,Ye,s - - Ye, .y, generuji V. Kdyby m—1 = n, pak vektory
T, ..., Tm_1jsou generatory prostoru V, a dostavame x,, € V = span{xy,..., Tpn_1},
coz je spor s linearni nezavislosti z1, ..., x,,. Tudiz jsme dokazali prvni tvrzeni
m < n.

Pro dikaz druhé ¢asti uvazujme linearni kombinaci z,,, = ZZ _1 OzlxmLZ" m By,
coz si muzeme dovolit diky tomu, ze vektory v sumé generuji V. Kdyby 51 = ... =
Bn—ms1 = 0, pak dostavame spor s linearni nezavislosti x4, ..., z,,. Proto existuje
k takové, ze B, # 0. Idea zbytku dikazu je vymeénit y,, za x,,. Z rovnosti vyjadiime

n—m+1
Yo, = Bk (xm Z Qg — Z Bjy€j> .

i=1 J=1,j#k

Chceme dokazat, ze x1, ..., Ty, Yoy - s Yty s Ytlprrs - - - > Yt _mys generuji V. Vezméme
libovolny vektor x € V. Pro vhodné koeficienty «;, d; ho mizeme vyjadrfit jako

n—m+1 n—m+1 n—m+1
L= 271x1+ Z 5jy€ —Z'YZQTZ—f— Z 5jy€ + = (Qjm Zazxz_ Z Bjy€j>

J 1, j#k J=1,j#k

— mz_:l (% gicvl> xm + Z ( @)yg L]
1=1

J=157k

DV angli¢ting replacement theorem, autorem je matematik Ernst Steinitz (1871-1928) z diive némeckého, dnes
polského Slezska.



78 Kapitola 5. Vektorové prostory

Disledek 5.31. Vsechny bdze konecné generovaného vektorového prostoru V- jsou
stejne velké.

Dikaz. Budte x1,..., 2, a y1,...,y, dvé baze prostoru V. Specialné, x1,...,x,,
jsou linearné nezavislé a y1,...,y, jsou generatory V, tedy m < n. Analogicky
naopak, ¥, ..., Yy, jsou linedrné nezavislé a xq,...,x,, generuji V, tedy n < m.
Dohromady dostavame m = n. ]

Tvrzeni se da zobecnit na nekonecéné generované prostory s tim, ze vSechny
baze maji stejnou mohutnost.

5.5 Dimenze

Kazdy kone¢né generovany prostor ma bazi (véta[5.29) a vSechny baze jsou stejné
velké (dusledek B.3T]), coz ospravedliuje zavedeni dimenze prostoru jako velikosti
(libovolné) baze.

Definice 5.32 (Dimenze). Dimenze koneéné generovaného vektorového prostoru
V' je velikost néjaké jeho baze a dimenze nekoneéné generovaného prostoru je oo.
Znacime ji dim V.
Priklad 5.33. Priklady dimenzi:
e dimR"” =n, dimR™ " = mn, dim {0} =0, dim P" =n + 1,
e reilné prostory P, F, a prostor R nad QQ nejsou konecné generované, maji
dimenzi oo (viz Problém [B.1). O

Véta 5.34 (Vztah poctu prvkia systému k dimenzi). Bud' V' konecné generovany
vektorovy prostor. Pak plati

(1) Necht 1, ...,z jsou linedrné nezdvislé. Pak m < dimV. Pokud m =
dim V', potom x1,...,x,, je bdze.
(2) Necht yi,...,y, jsou generdtory V. Pak n > dimV. Pokud n = dimV/,
potom Y1, ...,y je bdze.
Diikaz. Oznacme d = dim V' a necht zq,..., z4 je baze V.

(1) Protoze x1,...,z, jsou linearné nezavislé, podle Steinitzovy véty je
m < d. Pokud m = d, pak podle stejné véty lze systém zq, ..., z,, doplnit o d —
m = 0 vektort na systém generatorii prostoru V. Tedy jsou to nutné i generatory
a tim 1 baze.
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(2) Protoze 1, . .., y, jsou generatory V', podle Steinitzovy véty 530 je n > d.
Necht n = d. Jsou-li y,...,y, linedrné nezavislé, pak tvori bazi. Pokud jsou
linearné zavislé, pak lze jeden vynechat a ziskat systém generatori o velikosti
n — 1 (dusledek B20). Podle Steinitzovy véty by pak ale platilo d < n — 1, coz
vede ke sporu. H

Na bazi sa da tedy nahlizet jako na maximalni linearné nezavisly systém, nebo
taky jako na minimalni systém generatorii (co do inkluze i co do poctu).

Véta 5.35 (Rozsiteni linearné nezavislého systému na bézi). Kazdy linedrné nezdvisly

systém konecne generovaného vektorového prostoru V' lze rozsivit na bazi V.

Diikaz. Necht xq,...,x,, jsou linedrné nezavislé a z1, ..., z; je baze prostoru V.

Podle Steinitzovy véty b.30lexistuji indexy ki, . . ., kg—, takové, ze xy, ..., T, 2k, - -

jsou generatory V. Jejich pocet je d, tedy podle véty B.34] je to baze V. ]

Véta 5.36 (Dimenze podprostoru). Kazdy podprostor W konecné generovaného
vektorového prostoru V- je konecné generovany a plati dim W < dim V. Navic,
pokud dAim W =dim V', tak W = V.

Diikaz. Definujme mnozinu M = {m > 0; W obsahuje linearné nezavisly systém
o velikosti m}. Mnozina M je neprazdna, protoze obsahuje 0, a shora omezena,
protoze pro kazdy linearné nezavisly systém z1, ..., z,, ve W (a tim i ve V') podle
véty B34 plati m < dim V. Tedy dim V' je horni mez na M, a proto M musi
obsahovat maximum. Oznac¢me jej m* a necht mu odpovida linearné nezavisly
systém x1, ..., T,+«. UkdZeme, Ze tento systém tvori bazi, a k tomu staci ovérit, ze
generuje podprostor W. Kdyby tomu tak nebylo, pak by existoval vektor x € W
takovy ze x & span{zi,...,z,}. Pak by vektory x,xq,...,xy+ byly linearné
nezavislé, coz je ve sporu s maximalitou m*. Tudiz W je kone¢né generovany a
dimW =m* <dimV.

Pokud dimW = dimV, tak systém x1,...,x,,~ musi podle véty B34 tvorit
bazi V', a proto W = V. n

Priklad 5.37. Najdéme vSechny podprostory prostoru R?:

e dimenze 2: to je pouze R? (z véty 5.30),

e dimenze 1: ty jsou generovany jednim vektorem, tedy jsou to vSechny primky
prochazejici pocatkem,

e dimenze 0: to je pouze {o}. O

.,defm
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Vime, Ze sjednoceni podprostort obecné podprostor netvori. Nicméné miizeme
sestrojit linearni obal sjednoceni, tomu se tika spojeni podprostorti a ma nasledujici
ekvivalentni predpis.

Definice 5.38 (Spojeni podprostorti). Budte U, V' podprostory vektorového pros-
toru W. Pak spojeni podprostori U,V je definovano jako U + V = {u + v; u €
UwveV}.

Véta 5.39 (Spojeni podprostort). Budte U,V podprostory vektorového prostoru
W. Pak

U+V =span(UUV).

Diikaz. Inkluze ,C“: je trivialni, nebot prostor span(UUV') je uzavieny na soucty.

Inkluze ,,O: Staci ukazat, ze U 4+ V obsahuje prostory U,V a ze je podpros-
torem W. Prvni ¢ast je zfejmé, pro druhou uvazujme x1,xo € U + V. Vektory se
daji vyjadrit jako x1 =uy + v, w1 €U, v1 €V, axg =us + 09, us € U, 13 € V.
Potom x1 + 29 = uy + v1 + us + v9 = (ug + ug) + (v1 + v9) € U 4+ V', coz dokazuje
uzavienost na sc¢itani. Pro uzavienost na nasobky uvazujme r =u+v € U + V,
u € U,v eV askalar a. Pak az = a(u +v) = (au) + (av) € U + V. O

Piiklad 5.40.
e R? = span{e;} + span{es},
e R3 = span{e;} + span{es} + span{es},
e R3 = span{e;, e} + span{es},
e R? = span{(1,2)”} + span{(3,4)7},
e ale i R? = span{(1,2)"} + span{(3,4)"} + span{(5,6)"}. O

Véta 5.41 (Dimenze spojeni a priniku). Budte U,V podprostory konecné gen-
erovaného vektorového prostoru W. Pak plati

dim(U +V)+dim(UNV)=dimU + dim V. (5.3)

Diikaz. UNV je podprostor prostoru W, tedy ma konecnou béazi z1, ..., z,. Podle
véty ji mizeme rozsitit na bazi U tvaru zi,..., 2y, 21,...,Zy. Podobné ji
mizZeme rozsifit na béazi V' tvaru zi,..., 2, y1,...,Yn. Staci, kdyZ ukdZeme, Ze
vektory z1,...,2p, T1,...,Tm, Y1, ..., Yn dohromady tvoif bazi U + V', a rovnost
(53) uz bude platit. Nejprve ukazeme, Ze to jsou generatory, a pak, Ze jsou linearné
nezavislé.



5.6. Maticové prostory 81

,Generujicnost.” Bud z € U+ V, pak z = u+ v, kde u € U,v € V. Vektor
u lze vyjadiit u =Y ¢ iz + Z;nzl Bx; a podobné v = >0 vizi + >0 Skyk.
Potom z = u+v = Y7 (o +vi)zi + D01 By + Y4y Ok, tedy z je linearni
kombinaci nasich vektort.

,Linearni nezavislost.“ Bud D 7 aiz; + Y50, Bjaj + > 1 ) Yy = 0, cheeme
ukazat, ze viechny koeficienty musi byt nulové. Oznacme z == > 7_, oz,'zi—l—zgnzl Bjr; =
— > oy VkYk- ZTejmé z € U NV, tedy lze vyjadrit z = Y P | §;z;. Tim dostavame
z=3"F 10;zi = — Y o1 VkYk, neboli >0 8z + > Ykyr = o. Jedina linearni
kombinace linearné nezavislych vektori, ktera da nulovy vektor, je trivialni, proto
0; = 0 pro vsechna ¢ a 7 = 0 pro vSechna k. Dosazenim do pivodni rovnosti
dostaneme > 7, a;z;+ Z;n:l Bjx; = o, a tudiz z linearni nezévislosti mame o; = 0
pro vSechna ¢ a 3; = 0 pro vSechna j. n

Poznamka 5.42 (Direktni soucet podprostort). Je-li U NV = {o}, pak spojeni
podprostori W = U + V se nazyva direktni soucet podprostora U,V a znaci
se W =U®YV . Podminka U NV = {0} zpusobi, Ze kazdy vektor w € W
lze zapsat jedinym zpiisobem ve tvaru w = u + v, kde u € U a v € V. Nyni
jsou napt. R? = span{e;} @ span{es}, R? = span{(1,2)T} @ span{(3,4)T} nebo
R? = span{e; } @span{e; } ®span{es} direktnimi soucty, ale R? = span{(1,2)T}®
span{(3,4)T} @ span{(5,6)’} nen.

5.6 Maticové prostory

Nyni se vratime zpatky k tématu, které jsme zdéanlivé opustili, k teorii matic a
skloubime ji s vektorovymi prostory. Oba obory se vzajemné obohati: Vektorové
prostorovy pohled nam umozni jednoduse odvodit dalsi vlastnosti matic, a naopak,
postupy z maticové teorie nam poskytnou néstroje na testovani linearni nezavis-
losti, uré¢ovani dimenze atp.

Definice 5.43 (Maticové prostory). Bud A € T™*". Pak definujeme

(1) sloupcovy prostor S(A) = span{A.y, ..., A},

(2) radkovy prostor R(A) = S(AT),

(3) jadro Ker(A) = {x € T"; Az = o}.

Sloupcovy prostor je tedy prostor generovany sloupci matice A, a je to pod-
prostor T™. Podobné, fadkovy prostor je prostor generovany radky matice A, a

je to podprostor T". Jadro pak je tvoreno vSemi FeSenimi soustavy Az = o a
ponechavame na rozmysleni, ze je také jedna o podprostor T".
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Priklad 5.44. Uvazme matici

111
A= (0 1 o) |
Pak jeji sloupcovy prostor S(A) = R?, jeji fadkovy prostor S(A) = span{(1,1,1)T,(0,1,0)T
a jejf jadro Ker(A) = span{(1,0, —1)T}. O

Diky véteé [h.11 miizeme maticové prostory ekvivalentné charakterizovat pomoci
lineadrnich kombinaci, coz vede na nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.45. Bud A € T™*". Pak
(1) S(A) = {Az; x € T"},
(2) R(A) = {ATy; y € T™}.

Diikaz. Nechavame za cviceni. ]

Maticové mizeme reprezentovat libovolny podprostor V' prostoru T". Staci
vzit néjaké jeho generatory wvy,..., v, a sestavit matici A € T"*", jejiz Tadky
tvori pravé vektory vy, ..., v,. Pak V = R(A). Podobné V miizeme vyjadiit jako
sloupcovy prostor vhodné matice z T"*". Pokud tedy dokazeme dobfe manipulovat
s maticovymi prostory, umozni nam to zachazet i s podprostory T". Jak ukazeme
pozdéji v sekei 6.2, muzeme takto pracovat s libovolnymi konecné generovanymi
prostory.

Poznamka 5.46. Uvazujme zobrazeni x — Ax s matici A € T™*". Jadro matice
A je tedy tvoreno vSemi vektory z T", které se zobrazi na nulovy vektor. Sloup-
covy prostor matice A pak zase predstavuje mnozinu vSech obrazu, neboli obraz
prostoru T" pfi tomto zobrazeni.

Podivejme se, jak se méni maticové prostory, kdyz matici nadsobime zleva né-
jakou jinou matici (to vlastné déla Gaussova eliminace).

Véta 5.47 (Prostory a nasobeni matici zleva). Bud A € T™*", Q € TP*™. Pak
(1) R(QA) € R(A),
(2) Pokud As, = ;4 Ay pro néjaké k € {1,...,n} a néjakd a; € T,
J# k. pak (QA) = 32 1, 0 (QA);.

Dikaz.
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(1) Staci ukazat R(QA) C R(A). Bud z € R(QA), pak existuje y € T?
takové, ze v = (QA)Ty = ATQTy = AT(QTy) € R(A).

(2) (QA) = QA = Q(Z#k ajAyg) = Zj;ék QA = Ej;ék O‘J'(QA)*E

Véta 1ika, ze tadkové prostory jsou porovnatelné piimo — po pronésobeni libo-
volnou matici zleva dostaneme podprostor. Sloupcové prostory z principu porovna-
vat nelze, protoZe jsou to podprostory ruznych prostori (T a T?). Nicméné, mezi
sloupci se zachovava jakasi linearné zavislostni vazba: Je-li i-ty sloupec matice
A zavisly na ostatnich, potom -ty sloupec matice QA je zavisly na ostatnich se
stejnou linearni kombinaci (pozor, linearni nezavislost se nemusi zachovavat).

Jestlize nasobime zleva regularni matici, coz je typicky pripad, tak muzeme
odvodit silnéjsi tvrzeni.

Véta 5.48 (Prostory a nasobeni regularni matici zleva). Bud @ € T™ ™ reguldrni
a Ae T " Pak

(1) R(QA) = R(A),
(2) Rovnost s, = )iy ajAsj plati prave tehdy, kdyZ (QA)., = D5, aj(QA)4,
kde ke {l,....n} aa; €T, j#k.
Diikaz.

(1) Podle véty 54T je R(QA) C R(A). Aplikujeme-li vétuB.47na matici (QA)
nasobenou zleva Q71, dostaneme R(Q1QA) C R(QA), tedy R(A) C
R(QA). Dohromady mame R(QA) = R(A).

(2) Implikaci zleva doprava dostaneme z véty [0.47. Obracenou implikaci dostaneme

z véty 547 aplikované na matici (QA) nasobenou zleva Q1. ]

Diisledkem predchozi véty je, ze pokud sloupce matice B jsou lineadrné nezéavislé,
tak zistanou i po vynasobeni regularni matici.

storech.
Véta 5.49 (Maticové prostory a RREF). Bud A € T™" a A" jeji RREF tvar
s pivoty na pozicich (1,p1), ..., (r,p;). Pak

(1) nenulové Fadky AR, tedy vektory AL ... AR tvori bazi R(A),

(2) sloupce Asp,, ..., Asp, tvoii bazi S(A),

(3) dimR(A) = dimS(A) = rank(A) = r.
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Diikaz. Vime z véty B.24], ze A® = QA pro néjakou regularni matici Q.

(1) Podle véty 548 je R(A) = R(QA) = R(AT). Nenulové ifadky AT jsou
linearnd nezavislé, tedy tvoif bazi R(AF) i R(A).

(2) Nejprve ukazeme, zZe sloupce Aﬁyl, e AﬁgT tvoif bazi S(AT). Tyto vektory
jsou jisté linearné nezavislé (jsou to jednotkové vektory). Generuji S(A%),
nebot libovolny nebéazicky sloupec se da vyjadrit jako linearni kombinace

téch bazickych:

m T r

R _ R, _ R, _ R AR
A*j = a;ze; = a;ze; = E aijA*pi.
i=1 i=1 i=1
Nyni pouzijeme vétu [£.48] kterd zaruci, ze i Ay, ..., Ay, jsou linedrné

nezéavislé a generuji ostatni sloupce, tedy tvoii bazi S(A).

(3) dimR(A) je velikost baze R(A), tedy r, a podobné dim S(A) je velikost
béze S(A), také r. Navic r = rank(A). O

Tteti vlastnost véty b.49  dava dilezity a netrivialni disledek pro hodnost mat-
ice a jejl transpozice, nebot

rank(A) = dimR(A) = dim S(A) = dim R(A”) = rank(A”).
Dostavame tedy nasledujici vétu.
Véta 5.50. Pro kaZdou matici A € T™ " plati rank(A) = rank(AT).

Tuto vétu jsme nezminovali v kapitole [3 protoze k jejimu dokazani potiebu-
jeme netrividlni poznatky z vektorovych prostori. A naopak, fadu charakteristik
vektorovych prostort jako je urc¢ovani dimenze, hledani baze atp. mizeme testo-
vat pomoci zndmych postupu teorie matic. Spojuji se tady dvé teorie a spolecné
produkuji zajimavé vysledky.

Véta rovnéz nabizi ekvivalentni charakterizaci hodnosti matice jako di-
menzi fadkového nebo sloupcového prostoru. Tim potvrzuje korektnost definice
hodnosti z definice 2.11], alternativné k vété o jednoznac¢nosti RREF tvaru
matice.

Véta dale dava névod, jak zjistit urcité charakteristiky prostori pomoci
RREF tvaru matice. Sta¢i dat aritmetické vektory do matice, prevést do RREF
tvaru a z néj pak vycist danou informaci. Jestlize vektory nejsou z aritmetického
prostoru T", pak je potfeba na to jit oklikou, pomoci tzv. isomorfismu (sekce [6.2).



5.6. Maticové prostory )

Piiklad 5.51. Uvazujme prostor
V =span{(1,2,3,4,5)", (1,1,1,1,1), (1,3,5,7,9)%, (2,1,1,0,0)"} € R®.

Nejprve sestavme matici, jejiz sloupce jsou rovny danym generatorim V', tedy

V =S8(A):

111 9 10 2 0
913 1 01 -1 0
315 1| Y oo o 1
4170 00 0 0
519 0 00 0 0

7 RREF tvaru vidime, ze dim(V) = 3 a baze V je napiiklad (1,2,3,4,5)7,
(1,1,1,1,1)T, (2,1,1,0,0). Treti z generatorti je zavisly na ostatnich, konkrétnd
je roven dvojnasobku prvniho minus druhy (koeficienty vidime ve tetim sloupci
matice v RREF tvaru).

Nyni dejme generujici vektory do fadka matice, tedy V = R(A):

12345 100 -1 —1
11111\ RREF [0 1 0 1 0
135709 ™~ 001 1 2
21100 000 0 0

Opét z RREF tvaru vyéteme, ze dim(V) = 3, dostaneme ale jinou bazi: (1, 0,0, —1, —1)T,
(0,1,0,1,0)7, (0,0,1,1,2)7. ]

Poznamka 5.52. Uvazujme soustavu linearnich rovnic Az = b. Resitelnost sous-
tavy vlastné znamena, ze vektor pravych stran b se da vyjadrit jako linearni kom-
binace sloupct matice A (srov. priklad E.13]). Tudiz soustava je feSitelna pravée
tehdy, kdyz b € S(A), neboli S(A) = S(A | b). Véta pak pfimo déva znéni
Frobeniovy véty z poznamky 2.201

Véta 5.53 (O dimenzi jadra a hodnosti matice). Pro kazdou matici A € T™*"
plati
dim Ker(A) + rank(A) = n.

Diikaz. Bud dim Ker(A) = k anecht vektory vy, . .., vy, tvoii bazi Ker(A). Rozsifme
jina bazi T" doplnénim o vektory vgi1, . . ., v,. Staci ukazat, ze vektory Avpq,..., Av,
tvori bazi S(A), protoze pak rank(A) = dimS(A) = n — k a rovnost z véty je
splnéna.
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,Generujicnost.“ Bud y € S(A), pak y = Az pro n&jaké x € T". Toto z lze
vyjadrit « = > | ayv;. Dosazenim

n

y=Axr = A(iam) = i(xiAvi = Z a; (Av;)
i=1 i=1

i=k+1

. 2 . s “” U n - n 0. _ N
,Linedrni nezavislost.“ Bud Y1, ; a;Av; = 0. Pak A(Y" | ayv;) = o, ¢ili

n ) s 2 . n . k o ,
Y i1 Qiv; patif do jadra matice A. Proto ) [, a;v; = Y ;4 Biv; pro néjakeé

. S : o k
skalary fi, ..., By. Prepsanim rovnice dostavame Y ", v+ > . (—Bi)vi =0
a vzhledem k linearni nezéavislosti vi,...,v, je apy1 = ... =, = 1 = ... =
Br = 0. O

Priklad 5.54. Uvazujme matici a jeji RREF tvar

9 4 4 4 10 -6 —4
A=1|1-3 =4 2 o " o1 4 3
5 7 —2 1 00 0 0

Tedy dim Ker(A) = 4—2 = 2. Prostor Ker(A) predstavuje vSechna feseni soustavy
Az = 0 a ta jsou tvaru

(625 4 4y, —4x3 — 324, 23, 24)7, 23,24 € R,
neboli

23(6,—4,1,0)" + 24(4, -3,0,1)7, z3,24 € R.
Tudiz vektory (6,—4,1,0), (4,—3,0,1) tvoii bazi Ker(A). Vektory ziskané timto
postupem piredstavuji vzdy béazi Ker(A), protoze jsou to generatory jadra a je jich

stejny pocet jako je dim Ker(A), tedy n — rank(A) (srov. véta [5.34). O

Dalsi vlastnosti maticovych prostori ukdzeme v dusledku R.37.

5.7 Aplikace

Priklad 5.55 (Jesté ke kodovani). Navazme na piiklad .35 o Hammingové kodu
(7,4, 3). Ke kodovani jsme pouzivali generujici matici H rozméru 7 x 4 jednoduse
tak, ze vstupni tsek a délky 4 se zakodduje na tsek b = Ha délky 7. VSechny
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zakodované tseky tak predstavuji sloupcovy prostor matice H. Protoze H ma
linearné nezavislé sloupce, jedna se o podprostor dimenze 4 v prostoru Z3.

Detekce chyb prijatého tseku b probtha pomoci detekéni matice D rozmeéru 3 x
7. Pokud Db = o, nenastala chyba (nebo nastaly alespon dvé). Po detekéni matici
tedy chceme, aby (pouze) vektory ze sloupcového prostoru matice H zobrazovala
na nulovy vektor. Tudiz musi S(H) = Ker(D). Nyni jiz vidime, pro¢ ma matice D
dané rozméry — aby jeji jadro byl ¢tyr-dimenzionalni podprostor, musi mit podle
véty hodnost 3, a proto 3 linedrné nezavislé radky postacuji.

Priklad 5.56 (Rozpoznavani obli¢eju [Turk and Pentland, [1991]). Detekce a rozpoznévani
obli¢eji z digitalniho obrazu je moderni tloha pocitacové grafiky. Je to prilis slozita

tloha, abychom mohli vysvétlit vSechny detaily uspésnych algoritmii, ale zkusime
objasnit jejich podstatu z hlediska vektorovych prostor.

Digitalni obraz reprezentujeme jako matici A € R™*" kde a;; udavéa barvu pix-
elu na pozici ¢, . Mnozinu obrazki s obli¢eji si mizeme s jistou mirou zjednoduseni
predstavit jako podprostor prostoru vsech obrazki R™*". Baze tohoto podpros-
toru jsou tzv. eigenfaces, ¢ili ur¢ité zakladni typy nebo rysy oblic¢eji, ze kterych
skladame ostatni obliceje.

Pokud chceme rozhodnout, zda obrazek odpovida obliceji, tak spoc¢itame, zda
odpovidajici vektor lezi v podprostoru obli¢eji nebo v jejich blizkosti. Podobné
postupujeme, pokud chceme rozpoznat zda dany obrazek odpovida néjakému zndmému
obli¢eji: Ve vektorovém prostoru R"™*" zjistime, ktery z vektori odpovidajicich
znamym tvarim je nejblize vektoru naseho obrazku.

Neékolikrat jsme pouzili pojem ,,vzdalenost® vektortu. Eukleidovskou vzdalenost
¢tenaf patrné zné, podrobnéji a obecnéji vSak tento termin rozebirame v kapitole g

[]

Problémy

5.1. Ukazte, Ze prostor readlnych polynomu P, prostor realnych funkci F a pros-
tor R nad Q nejsou kone¢né generované.

5.2. Dokazte, ze hodnost matice A € T"™*" se da ekvivalentné definovat jako:

(a) velikost nejvétsi regularni podmatice (podmatice vznikne odstranénim
urc¢itého poctu, i nulového, fadka a sloupci).

(b) nejmensi z rozméri matic B, C' ze vSech moznych rozkladi A = BC.
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5.3. Pro matice A € R™*" B € R"*? zduvodnéte nasledujici odhady pro hod-
nost jejich soucinu

rank(A) + rank(B) — n < rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.



Kapitola 6

Linearni zobrazeni

S linedrnimi zobrazenimi uz jsme se letmo setkali v poznamkach [3.16] [3.35] a [5.46].
Nyni je zasadime do formélnéjsiho ramce.

Definice 6.1 (Linearni zobrazeni). Budte U, V' vektorové prostory nad télesem
T. Zobrazeni f: U — V je linedrni, pokud pro kazdé x,y € U a a € T plati:

o flz+y)=[f(z)+ f(y)

o f(az) = af(x).

Linearni zobrazeni se téz nazyva homomorfismus. Pro toho, koho by zajimala
zoologie latinskych nazvi druhi zobrazeni, poznamenejme, Ze prosté zobrazeni je
injektiong, zobrazeni ,na‘ je surjektivni, injektivni homomorfismus je monomor-
fismus, surjektivni homomorfismus je epimorfismus, homomorfismus mnoziny do
sebe sama je endomorfismus, surjektivni a injektivni homomorfismus je isomorfis-
mus, a isomorfni endomorfismus se nazyva autOmorﬁsmus.

Priklad 6.2 (Priklady linearnich zobrazeni).

f: U — V definované f(z) = o,

identita je zobrazeni id: U — U definované id(zx) = =,

f: R" — R™ definované f(x) = Az, kde A € R™*" je pevna matice,

derivace z prostoru realnych diferencovatelnych funkei do prostoru reélnych
funkei F.

zobrazeni V' — T", které vektoru x € V prifadi vektor souradnic vzhledem
k dané bazi B, tedy x — [z|p € T", kde n = dim V' < o0. O

DV teorii kategorii maji pojmy jako monomorfismus a dalsi jesté trochu obecnéjsi vyznam.

89
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Priklad 6.3 (Priklady linearnich zobrazeni v roviné).

—— )

| x

<o

Skalovani: (x,y) — (azx, ay)
Projekce do osy z: (z,y) — (x,0)

yl\

Preklopeni dle osy y: (z,y) ~
(—z,y) Obecny tvar linearniho zobrazent:
(z,y) = (anz + a2y, amw + agy) U

Tvrzeni 6.4 (Vlastnosti linearnich zobrazeni). Bud f: U — V' linedrni zobrazend.
Pak

(1) fO i) = >0 jaif(x;) pro kazdé a; € T, z; €U, i =1,...,n,
(2) fo) =o.
Diikaz.

(1) Z definice linearniho zobrazeni mame f(aix1+asrs) = aq f(x1)+asf(z2) a
zbytek dostaneme rozsitenim matematickou indukei pro libovolné prirozené
n.

(2) f(0) = f(0-0)=0-f(0) =o. =

Ke kazdému linearnimu zobrazeni se vztahuji dva dilezité vektorové prostory,
obraz a jadro (téz nazyvané nulator).

Definice 6.5 (Obraz a jadro). Bud f: U — V linearni zobrazeni. Pak definujeme
e obraz f(U) = {f(x); z € U},
e jadro Ker(f) = {z € U; f(z) = o}.

Piiklad 6.6 (Obraz a jadro). V prikladu 6.3k
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e picklopeni mé obraz f(R?) = R?, a jadro Ker(f) = {o},
e projekce na osu x mé obraz f(R?) = osa z, a jadro Ker(f) = osa v. O

Snadno nahlédneme, Ze obraz predstavuje podprostor prostoru V' a jadro pod-
prostor prostoru U.

Tvrzeni 6.7. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak:

(1) fU) eV,
(2) Ker(f) €U,

(3) prokazdéxy,...,x, € U: f(span{xy,...,z,}) = span{f(z1),..., f(x,)}.
Diikaz. Pro ilustraci dokdZzeme jen prvni tvrzeni, zbytek nechame za cviceni.

(1) Staci ovérit, ze f(U) obsahuje nulovy vektor a je uzavieny na souéty a
nasobky vektorii. Protoze f(0) = o, mame o € V. Pokud vy,vs € f(U),
tak existuji uy, ug € U takové, ze f(u1) = vy a f(uz) = vy. Potom f(uy +
ug) = f(ur) + f(ug) = vy + vg, tudiz 1 v1 + vy € f(U). Kone¢né pokud
v € V, tak existuje u € U : f(u) = v. Pak pro libovolné a € T je
flau) = af(u) = av € f(U), z ¢ehoz je av € f(U). O

Poznamka 6.8. Jadro matice a jadro linearntho zobrazeni spolu tzce souvisi.
Definujeme-li zobrazeni f predpisem f(z) = Az, potom Ker (f) = Ker(A) a
fU) = S(A).

Pripomenme, Ze zobrazeni f: U — V je prosté, pokud f(x) = f(y) nastane
jenom pro x = y. Nasledujici véta charakterizuje, kdy je linearni zobrazeni prosté.
Za cviceni aplikujte podminky na linearni zobrazeni z prikladu [6.3l

Véta 6.9 (Prosté linearni zobrazeni). Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak
nasledugict jsou ekvivalentni:

(1) f je prosté,

(2) Ker(f) ={o},

(3) obraz libovolné linedrné nezdvislé mnoziny je linedrné nezdvisld mnozina.
Diikaz. Dokazeme implikace (1) = (2) = (3) = (1).

e Implikace ,(1) = (2)“. Protoze f(0) = o, tak o € Ker(f). Ale vzhledem
k tomu, ze f je prosté zobrazeni, tak jadro uz jiny prvek neobsahuje.
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e Implikace ,,(2) = (3)“. Budte z1,...,z, € U linearné nezavislé¢ a necht
St aif(x) = o Pak f( Y1 aux;) = o, €li .1 ayx; nalezf do jadra
Ker(f) = {o}. Tudiz musi > . ; a;x; = 0 a z linearni nezavislosti vektort
mame «; = 0 pro vSechna 1.

e Implikace ,,(3) = (1). Sporem predpokladejme, Ze existuji dva rizné vek-
tory z,y € U takové, ze f(x) = f(y). Potom o = f(x) — f(y) = f(z — y).
Vektor o predstavuje linearné zavislou mnozinu vektort, tedy x — y musi
byt podle predpokladu (3) také linearné zavisla mnozina, a tudiz z —y = o,
neboli x = y. To je spor. ]

U vektorovych prostort vime, Ze je kazdy (kone¢né generovany) podprostor
jednoznacné urceny néjakou bazi. Analogie plati i u linearnich zobrazeni, kazdé
linearni zobrazeni je jednoznac¢né ur¢eno tim, kam se zobrazi vektory z baze.

Véta 6.10 (Linearni zobrazeni a jednoznacnost vzhledem k obraztim béze). Budte
U,V prostory nad T a x4, ...,x, bdze U. Pak pro libovolné vektory yi,...,y, € V
existuje pravé jedno linedrni zobrazeni takové, zZe f(x;) =y;, i =1,...,n.

Diikaz. ,Existence”. Bud z € U libovolné. Pak = > | a;x; pro néjaké skalary
ai,...,an € T. Definujme obraz = jako f(x) = > I, a;y;, protoze linearni zo-
brazeni musi spliiovat

flz) = f(lzn;%xi> = Zznl:%'f(xi) = Zzn;oz,'y,'.

To, ze takto definované zobrazeni je linearni, se ovéfi uz snadno.
Y )
»Jednozna¢nost.“ Mé&me dvé riuzna linearni zobrazeni f a g splaujici f(x;) =
g(z;) = y; pro v8echna i = 1, ..., n. Pak pro libovolné z € U je

fla) - f(za) _ iﬁ;aiﬂxi) . Zay _ izn;az-gm) - g(za) = o(a).

Tedy f(x) = g(x) Vax € U, coz je ve sporu s tim, Ze jsou to ruzné zobrazeni. []

6.1 Maticova reprezentace linearniho zobrazeni

Kazdé linearni zobrazeni jde reprezentovat maticové. Protoze vektory mohou byt
velijaké podivné objekty, je nutno je popisovat v fec¢i sourfadnic. Potom s nimi
muzeme operovat jako s aritmetickymi vektory, coz je casto pohodlnéjsi.
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Definice 6.11 (Matice linearniho zobrazeni). Bud f: U — V linearni zobrazeni,
By = {z1,...,x,} baze prostoru U nad T, a By = {y1,...,ym} baze prostoru
V nad T. Necht f(z;) = >, a;;y;. Potom matice A € T"™" s prvky a;;, i =
1,...,m,j=1,...,n, se nazyva matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim
Bl, BQ a znaci se Bg[f]Bl .

Jinymi slovy, matice linearntho zobrazeni vypada tak, ze jeji j-ty sloupec je
tvoren soufadnicemi obrazu vektoru x; vzhledem k bazi By, to jest A,; = [f(z;)] B,

Piiklad 6.12 (Matice linedrniho zobrazeni). Uvazujme linearn{ zobrazeni f: R? —
R? s piedpisem f(x) = Az, kde
1 2
()

Zvolme baze By = {(1,2)T,(2,1)T}, By = {(1,—-1)T,(0,1)T} a najdéme matici
zobrazeni f vzhledem k bazim By, Bs.

Obraz prvniho vektoru baze Bj je f(1,2) = (5,—5)T, a jeho soufadnice
vzhledem k bazi By jsou [f(1,2)]s, = (5,0)T. Podobng, obraz druhého vek-
toru baze By je f(2,1) = (4,2)T, a jeho soufadnice vzhledem k bazi By jsou

[£(2,1)]p, = (4,6)T. Tudiz
Bz[f]Bl - ((5) g) O]

K ¢emu je matice linearniho zobrazeni uziteéna rika néasledujici véta.

Véta 6.13 (Maticova reprezentace linearniho zobrazeni). Bud f: U — V' linedrni
zobrazeni, By = {x1,...,x,} bdze prostoru U, a Bs = {y1,...,ym} bdze prostoru
V. Pak pro kazZdé x € U je

[f(@)]p, = B,f]5, [#]p, (6.1)

Diikaz. Oznaéme A = p [f]p . Bud = € U, tedy x = Y| a;x;, neboli [x]p, =
(ag,...,a,)T. Pak
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Tedy vyraz )7, aja;; representuje i-tou soufadnici vektoru [f(z)]p,, ale jeho
hodnota je 7 ) ajai; = (Alz]p, )i, coz je i-té slozka vektoru p [f]p [z]p. O

Matice linedrniho zobrazeni tedy prevadi souradnice vektoru vzhledem k dané
bazi na soutradnice jeho obrazu. Plné tak popisuje linearni zobrazeni a navic obraz
libovolného vektoru mtuzeme vyjadrit jednoduchym zptisobem jako nasobeni mat-
ici.

Pripomenme, Ze symbol kan znac¢i kanonickou bazi, tj. tu sklddajici se z jed-
notkovych vektort.

Disledek 6.14. KaZdé linedrni zobrazeni f: R" — R™ se dd vyjddrit jako f(x) =
Ax pro néjakou matici A € R™*™,

Diikaz.
f(x) - [f(x)]kan - kan[f]kan [x]kan - kan[f]kanx
Tedy f(x) = Az, kde A= | [f|an - O

Méjme linearni zobrazeni f: U — V a béaze By, By prostori. Vime, Ze matice
A= p [f]p, splije

[f(2)]p, = Alalp, Vrel.
UkaZzeme, Ze zadna jind matice tuto vlastnost nema.

Véta 6.15 (Jednoznacnost matice linearntho zobrazeni). Bud f: U — V linedrni
zobrazent, By baze prostoru U, a By bdze prostoru V. Pak jedind matice A splnugici

6.1) je A= g [flp, -

Diikaz. Necht baze B; sestava z vektori x1, ..., z,. Pro spor predpokladejme, Ze
linearni zobrazeni f ma dvé maticové reprezentace (6.I) pomoci matic A # A’
Tudiz existuje vektor s € T™ takovy, ze As # A’s; takovy vektor lze volit napf.
jako jednotkovy s jednickou na takové pozici, ve kterém sloupci se matice A, A’
lisf. Definujme vektor z ==Y " | s,x;. Pak [f(2)]|p, = As # A's = [f(x)]p,, coZ je
spor s jednoznacnosti souradnic (véta [5.23)). O

Poznamka 6.16. Nejen ze kazdé linerni zobrazeni jde representovat maticové, ale
i naopak kazda matice predstavuje matici néjakého linedrniho zobrazeni. Budte
By, By baze prostoru U,V dimenzi n,m a méme A € T™*". Pak existuje jed-
iné linedrnf zobrazeni f: U — V takové, Ze A = p [f]p ; ve sloupcich matice
A vy¢teme souradnice obrazu vektoru baze Bp, coz plné urcuje zobrazeni f dle
véty [6.100
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Specialnim piipadem zobrazeni je identita, jeho matici pak nazyvame matici
prechodu, protoze umoznuje pirechazet od jednoho souradného systému k jinému.

Definice 6.17 (Matice prechodu). Bud V' vektorovy prostor a Bj, By dvé jeho
béaze. Pak matici prechodu od By k By nazveme matici p [id]p .

Matice pfechodu ma pak podle maticové reprezentace tento vyznam; bud z €
U, pak

2], = p,lid]p, [7]p,,

tedy prostym maticovym néasobenim ziskavame soutadnice vzhledem k jiné bazi.
Priklad 6.18. Najdéte matici prechodu v R? od béze
By ={(1,1,-1)",(3,-2,0)", (2, —1,1)"}

k bézi
B2 — {(Sa _47 1)T7 (_87 57 _2)T7 (37 _2? 1)T}

Regen: spocitame
(1,1, _1)T]Bz = (2,3, 3)T7 (3, -2, O)T]Bz = (-1,—4, _7)T7 (2, -1, 1)T]Bz = (1,3, 6)T'

Tedy
2 -1 1
plidlg, =3 —4 3
3 =76

Vime-li napf., Ze souradnice vektoru (4, —1, —1)7 vzhledem k bazi By jsou (1,1, 0)7T,
pak souradnice vzhledem k By ziskdme

[(4? —1, _1)T]B2 — B [id]Bl [(47 —1, _1)T]B1 - Bz[id]Bl (17 L, O)T - (1? —1, _4)T'
[]

Dilezitou roli v teorii linearnich zobrazeni hraje jejich vzajemné skladani.
Pripomenme, ze pro zobrazeni f: U — V a g: V — W je slozené zobrazeni
go f je definované predpisem (g o f)(z) = g(f(x)), z € U.

Tvrzeni 6.19 (Slozené linearni zobrazeni). Budte f: U =V, g: V. — W linedrni
zobrazeni. Pak sloZené zobrazeni g o f je zase linedrni zobrazeni.
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Diikaz. Podle definice ovéiime pro libovolné xz,y € U a a € T:

(go flw+y)=g(f(xr+y)) =g(f(x)+ fly
=g(f(x)) +9(f(y) = (go f)
(g0 flax) = g(f(ax)) = glaf(r)) = ag(f(r)) = a(go f)(x). O

Véta 6.20 (Matice slozeného linearniho zobrazeni). Budte f: U -V a g: V —
W linedrni zobrazent, bud By baze U, By bize V' a B3 bdze W . Pak

Bg[g © f]Bl = 33[9]32 B2[f]31 :

Diikaz. Pro kazdé x € U je

(g0 F)(@)]B, = l9(f(2))]Bs = p,l9]p, [ ()5, = B,l9]p, B,fl5 [2]5,

Diky jednozna¢nosti matice linearniho zobrazeni (véta B.15) je p [9]p, p,[f]p,
hledand matice sloZzeného zobrazeni. ]

Vidime, ze skladani zobrazeni se v maticové reprezentaci projevi jako soucin
prislusnych matic. To neni nahoda, nebot zakladatelé teorie matic, jako napt. A.
Cayley, definovali (kolem roku 1855) nasobeni matic pravé tak, aby mélo pozadované
vlastnosti pro skladani zobrazeni. Takze i kdyz vyznam nasobeni matic daleko
presahl pivodni myslenky, jeho kofeny je tfeba hledat zde.

Priklad 6.21 (Skladani otoceni a souctové vzorce pro sin a cos). Otoceni v roviné
o thel a proti sméru hodinovych rucicek ma vzhledem ke kanonické bazi matici

cosa —sina
sina cosa /)
Podobné otoceni o thel 5. Matici otoceni o thel o + 8 muzeme ziskat pfimo nebo

slozenim otoceni o a a pak o . Porovnanim ziskdme souctové vzorce pro sin a
COS:

cos(a+ ) —sin(a+p)\ (cosf —sinf\ [(cosa —sina
sin(a+0) cos(a+p) ) \sinf cosp sina  cosa

_ (cosacosf —sinasin8 —sinacos S — sin 3 cos o
cosasin 8+ cos fsina —sinasin 8 4+ cosacosf )
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Piiklad 6.22 (Otoceni v R™). Matici otoceni z predchoziho piikladu jednoduse
zobecnime na matici oto¢eni o thel o v roviné os x;, x;. Schematicky (prazdné
misto odpovida nulam):

I
COS (v —sin «
I
sin o coSs &
I
S touto matici se setkame jesté pozdéji v prikladu R.4T ]

Priklad 6.23. Necht mame danu matici linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim
By, By, tj. p,[f]p, - Jak urcit matici vzhledem k bazim B, By, tj. p [f]p, ? Podle
véty o matici slozeného zobrazeni aplikované na f = id o f oud a prislusné baze
mame

By [f]B3 - By [Zd]BQ B [f]Bl By [Zd]Bg, :

Tedy veskerou praci vykonaji matice prfechodu mezi bazemi. ]

Priklad 6.24 (Mnemotechnika pocitani matic prechodu). Pro pocitani matice
prechodu v IR" od baze By do baze By, tj. p lid]p , 1ze pouzit nasledujici mnemotech-
niku:
(B2 | B1) "KT (L | plidlg, ) .

Prvni matice ve sloupcich obsahuje bazi Bs a pak bazi Bi, coz jou vlastné mat-
ice \ulidlp, @ \pnlid]p, - Pievedenim na RREF tvar dostaneme napravo hledanou
matici pfechodu. Ditvod pramenti ze vztahu p [id]p = p [id];y j4lid] 5, = (aplid] 521 ranlid] g,
(viz téz dusledek dole).

Konkrétné, pro priklad [6.18, dostaneme

8§ -8 3] 1 3 2 1002 -1 1
4 5 —2| 1 —2 —1| ®F o1 0|3 -4 3 0
1 -2 1/-1 0 1 0013 =7 6

Piiklad 6.25 (Posunuti jako linearni zobrazeni?). Bud v € R" pevné a uvazujme
zobrazeni f: R" — R" dané predpisem f(z) = x+wv. Toto zobrazeni neni linearni!
Nicméné miizeme ho jako linedrni simulovat. Vnofime se do prostoru o jednu di-
menzi vétsiho tak, aby pro uréité linearni zobrazeni g: R"*! — R"*! platilo

g(x1, .. 2, 1) = (21 + v1,. .., Tp + Uy, 1).
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Dodefinujeme g pro ostatni body tak, aby tvorilo linearni zobrazeni

g(xla ceey Ty xn—i—l) = (xl + V1Tpt1, - - Ty + Unlptl, xn—i—l)-

[lustrace vnorent:

Lp+1 Matice zobrazeni:
1 0 ... 0 1

V. — 01 ... 0 (%)
%/ v 00 ... 1 v
00 ... 01

0 T
]

Véta o matici slozeného zobrazeni mé jesté radu péknych dusledki tykajicich
se isomorfismii.

6.2 Isomorfismus

Definice 6.26 (Isomorfismus). Isomorfismus mezi prostory U, V je vzajemné
jednoznacné linearni zobrazeni f: U — V. Pokud mezi prostory U, V existuje
isomorfismus, pak rikdme, ze U, V jsou isomorfni.

Priklad 6.27. Prikladem isomorfismu je t¥eba gkalovani, preklapéni v R? (pitk-
lad 6.3) nebo otaceni (piiklad 6.21]). Prikladem linearniho zobrazeni, které neni
isomorfismem, je projekce (piiklad [6.3]).

Piikladem isomorfnich prostori je napitfklad P" a R"*!, kdy vhodnym (a niko-
liv jedinym) isomorfismem je

apx" + ...+ ax+ ag = (ap, ..., a1, a),

Jinym piikladem isomorfnich prostorii je R”*" a R"™" kdy vhodnym isomorfismem
je napriklad

A|—>(all,...,aln,a21,...,agn,...,aml,...,amn).

[somorfismus najdeme i mezi nékterymi nekoneéné generovanymi prostory,
napfiiklad mezi prostorem polynomt P a prostorem realnych posloupnosti s kone¢né
mnoha nenulovymi prvky. Isomorfismem je pak tfeba zobrazeni a,x" +. ..+ a1z +
ag — (ag,ay,...,a,,0,...). ]
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Tvrzeni 6.28 (Vlastnosti isomorfismu).

(1) Je-li f: U — V isomorfismus, pak f~1:V — U existuje a je to také
1somorfismus.

(2) Jsou-li f:U =V ag:V — W isomorfismy, pak go f: U — W je také
isomorfismus.

(3) Je-li f: U — V isomorfismus, pak libovolnd baze prostoru U se zobrazuje
na bdzi prostoru V.

(4) Je-li f: U — V isomorfismus, pak dimU = dim V.

Dikaz.

(1) Zobrazeni f je vzajemné jednoznacné, tedy f~! existuje a je také vzajemnd
jednoznaéné. Zbyva dokazat linearitu. Bud vy, vy € V anecht f~1(v;) = uy
a f1(vg) = ug. Pak f(us 4+ ug) = f(ur) + f(ug) = v1 4 vy, tedy f~(v1 +
v9) = uy +us = fH(v1) + f(v2). Podobné pro nasobky: Necht v € V a
Y (w) = u, pak f(au) = af(u) = av, tedy f~Hav) = au = af(v).
(2) Snadné.

(3) Bud xy,...,z, baze U. Protoze f je prosté, dle véty[6.9(3)|jsou f(z1), ..., f(x,)

linedrné nezavislé. Protoze f je na, generuji vektory f(z1),..., f(z,) dle
vety B.7)(3)| prostor f(U) = V. Tedy f(z1), ..., f(z,) tvori bazi V.
(4) Plyne z predchoziho bodu. O

Nyni prichazi na fadu slibené diisledky véty o matici slozeného linearniho zo-
brazeni.

Diusledek 6.29. Bud f: U — V isomorfismus, By bize U a By bdze V. Pak
wlf g = wlfls
Diikaz. Protoze f~'o f = id, dostavame
Bl[f_l]B2 B2[f]31 - Bl[f_l OJC]B1 - Bl[id]B1 =1

Jelikoz p [f]p, je podle véty B.28(4)| ctvercova, je p [f -1 B, Jeji inverzni matice.
[]
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Matice isomorfismu mé matici inverzni, tedy musi byt regularni. Dale, specialné
pro matici pfechodu mezi bazemi By a By, dostavame

By [id] By — B, [id] 511 :

Nyni se obratme od matic zpét k prostoriim mezi nimiz existuje isomorfismus.
Schyluje se k dilezitym vysledkim, které vytvari spojitost mezi dimenzi a iso-
morfismem prostort. Jiz vime z véty G.2§(4)] Ze isomorfni prostory maji stejnou
dimenzi. Plati to i naopak?

Tvrzeni 6.30. Bud V' wvektorovy prostor nad télesem T dimenze n s bdzi B. Pak
zobrazeni x — [x]p je isomorfismus mezi prostory V a T" nad T.

Diikaz. Necht baze B sestava z vektoru vq,...,v,. Snadno se nahlédne, Ze zo-
brazeni = +— [x|p je to linedrni zobrazeni, Ze je na a prosté: Prostota plyne
z jednoznacnosti souradnic, véta 5.23l Dale, zobrazeni je ,,na‘“, protoze kazda n-
tice (aq,...,q,) € T" predstavuje soufadnice néjakého vektoru, konkrétné vek-
toru Y, a;v;. Linearitu zobrazeni dokédZeme takto. Budte u,v € V a necht

=" a;av=y" [, potom u+v=>" (a;+ B;)v;. Tedy
[U]B—f—[U]B: (041,...,Ozn)T+(61,...,Bn)T: (041+61,...,()4n+6n)T: [U+U]B,

Podobné, pro kazdé v € T je v[u]p = (a1, ..., o)t = (yau, ..., yau)T = [yulp.
L]

Véta 6.31 (Isomorfismus n-dimenzionalnich prostora). Vsechny n-dimenziondlni
vektorové prostory nad telesem T jsou navzdjem isomorfnd.

Diikaz. Podle tvrzeni [6.30 jsou vSechny n-dimenzionalni vektorové prostory nad
télesem T isomorfni s T" nad T, a tim padem i navzajem mezi sebou, nebot slozeni
isomorfismil je zase isomorfismus. ]

Véta tika, ze vSechny n-dimenzionalni prostory nad stejnym télesem jsou navza-
jem isomorfni. To znamena, Ze jsou z linearnéalgebraického pohledu stejné, prestoze
kazdy ma sva specifika, zvlastni operace atp. Z hlediska lineadrnich prostort se ale
chovaji stejné. Tudiz pri hledani dimenze, ovérovani linearni nezavislosti atp. staci
prejit isomorfismem do prostoru T" nad T, kde se pracuje mnohem lépe.

Piiklad 6.32. Uvazujme polynomy

208 + a2l +x+3, 22+20°+3x+1, ¥ —2*—20+2, 42d—2*—3047.
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Jsou linearné nezavislé? Jakou dimenzi mé prostor jimi generovany? Jaka je jeho
baze? Na tyto otazky snadno odpovime pii pouziti isomorfismu azz® +asx?® + a1z +
ag — (as, az, a1, ag). Takto se polynomy zobrazi na vektory

(2,1,1,3)%, (1,2,3, 1), (1,-1,-2,2)", (4,-1,-3,7)".

Nyni jiz standardnim zptisobem (priklad B.51]) zjistime, Ze vektory (a tedy i poly-
nomy) jsou linearné zavislé, generuji dvou-dimenzionélni podprostor a béazi tvori
napiiklad prvi dva. n

Pro linearni zobrazeni f: R" — R™ definované predpisem f(x) = Az plati
Ker(f) = Ker(A) a f(R") = S(A). Pro linearni zobrazeni mezi jinymi prostory
tato vlastnost pochopitelné neplati, ale da se ukazat aspon shoda dimenzi.

Véta 6.33 (O dimenzi jadra a obrazu). Bud f: U — V' linedrni zobrazent, U,V
prostory nad T, By bdze prostoru U a By bdze prostoru V. Oznacme A = p [f]Bl .
Pak:

(1) dimKer(f) = dim Ker(A),

(2) dim f(U) = dim S(A) = rank(A).
Diikaz. (1) Podle véty 6.28(4)| staci sestrojit isomorfismus mezi prostory Ker(f) a
Ker(A). [somorfismem miize byt napt. zobrazeni x € Ker(f) +— [x]p,. Z tvrzeni[6.30

vime, Ze je linearni a prosté. Zbyva ukazat, ze [x]p, € Ker(A) a Ze zobrazeni je
sna‘. Bud x € Ker(f), pak

o=lolg, = [f(z)|B, = BQ[f]Bl [5’7]31’

tedy [z]p, nélezi do jadra matice A. A naopak, pro kazdé [z|p, € Ker(A) je
f(x) =o.

(2) Ozna¢me dimU = n, dimV = m. Opét sestrojime isomorfismus, nyni
mezi f(U) a S(A), a to takto y € f(U) — [y]p,. A opét, zobrazeni je linearni
a prosté. Déle, pro y € f(U) existuje x € U takové, ze f(x) = y. Nyni [y|p, =
[f(2)]B, = Alz]B,, tedy [y] B, ndlezi do sloupcového prostoru S(A). A naopak, pro
kazdeé b € S(A) existuje a € T™ takové, ze b = Aa. Cili pro vektor z € U takovy,
ze |x]p, = a, plati y = f(z) € f(U) a zaroven [y|p, = [f(2)]|p, = Alz]p, = Aa =

beS(A). O
Poznamka 6.34. Dikaz véty [6.33 je konstruktivni — fik& nejen jak spocitat di-
menzi jadra a obrazu f, ale také jak najit jejich baze. Je-li xy, ..., xp baze Ker(A),

pak tyto vektory tvoii soufadnice (vzhledem k bazi B;) béaze Ker(f). Podobné,
je-li y1, ..., y, baze prostoru S(A), pak tyto vektory predstavuji soufadnice baze
prostoru f(U) vzhledem k Bs.
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Jako diisledek véty [6.33] dostavame nasledujici zobecnéni rovnosti z véty [6.28(4)],
nebot pro isomorfismus mame dim Ker(f) = 0.

Disledek 6.35. Bud f: U — V linedrni zobrazeni, pak dim U = dim Ker(f) +
dim f(U).

Diikaz. Podle véty B.53] plati pro matici A typu m x n rovnost n = dim Ker(A) +
rank(A). Specialng, pro A = p [f]p dostaviame hledanou identitu, nebot n =
dim U, dim Ker(f) = dim Ker(A) a dim f(U) = rank(A). O

Priklad 6.36. Mé&jme linearni zobrazeni f: R?® — P? dané

Bszl =A=

O W =
— N
wW O =

kde
By ={(1,2,1)", (0,1,1)", (1,2,4)"},
By ={2* —22+3, v — 1, 22> 4+ z}.

e Jelikoz rank(A) = 2, dostavame ihned dim Ker(f) = 3 — rank(A4) = 1 a
dim f(R3) = rank(A) = 2.

e Baze Ker(A) je (2,—3,1)T, tedy béze Ker(f) je

2(1,2, )" —3(0,1, )" +1(1,2,4)" = (3,3,3)".

e Bize S(A) je (1,3,0)T, (1,2,1)T, tedy baze f(R?) je

1(z* =22 +3) +3(x — 1) +0(22* + 2) = 2* + =z,
1(z° —22+3) +2(x — 1) +1(22* +2) = 32° + 2 + 1. [

6.3 Prostor linearnich zobrazeni

Neni tézké nahlédnout, Ze mnozina linearnich zobrazeni z prostoru U nad T di-
menze n do prostoru V nad T dimenze m tvori vektorovy prostor. Navic, protoze
kazdé linearni zobrazeni je jednoznac¢né uré¢eno matici vzhledem k danym bazim,
je tento prostor isomorfni s T™*" a méa tedy dimenzi mn. Nejzajimavéjsi je pripad
V=T.
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Definice 6.37. Bud V vektorovy prostor nad T. Pak linedrni funkciondl (nebo téz
linearni forma) je libovolné linearni zobrazeni z V' do T. Dudlni prostor, znaceny
V*, je vektorovy prostor vSech linearnich funkcionala.

Je-li dimV = n, pak také dimV* = n. Je-li vq,...,v, baze V, pak dualni
prostor ma napi. bazi fi, ..., f,, kde f; je urceno obrazy baze f;(v;) = 1 a fi(v;) =
0 pro ¢ # j. Tato baze se nazyva dualni k bazi vy, ..., v,.

Pro kone¢né generovany prostor je tedy V isomorfni s duélnim prostorem V*,
s dudlem k duélnimu prostoru V** atd. Pro nekone¢né generované prostory uz to
pravda obecné neni. Nicméné vzdy existuje kanonické vnoreni V' do V**. Pokud
navic plati, ze V a V** jsou isomorfni, tak V' ma urcité pekné vlastnosti.

Dalsi podrobnosti odkryva obor zvany funkcionalni analyza. I kdyz se matem-
atika za tim miize zdat hodné narocna, pomahé fesit tak slozité problémy jako je
nalezeni rovnovazné pozice membrany vychylené néjakou prekazkou, problémy ve
zpracovani a analyze signalii ¢i obrazk, ve strojovém uceni, nemluvé o fyzikalnich
problémech (tfeba kvantové mechaniky) a mnoha jinych.

Problémy

6.1. Uvazujme linearni zobrazeni x — Dz, kde D € R™" je regularni. Bud
AeR™™abeR™

(a) Co je obrazem mnoziny {z € R"; Az = b}?

(b) Co se zobrazi na mnozinu {z € R"; Az = b}?

Jak se zméni predchozi vysledky kdyz D nebude regularni?
6.2. Dokazte, ze linearni zobrazeni f: U — V je

(a) prosté pravé tehdy, kdyz existuje linearni zobrazeni g: V' — U takové,
ze go f =1id (na U).

(b) ,na‘ pravé tehdy, kdyz existuje linearni zobrazeni g: V' — U takové,
ze fog=rid (naV).
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Kapitola 7

Afinni podprostory

Toto je velmi letmy tvod do afinnich podprostort. Podrobnéji o afinnich prostorech
pojednéva napiiklad Bican [2009].

Vektorové prostory a podprostory jsou omezeny tim, ze musi obsahovat nulovy
vektor. Motivaci pro afinni podprostory je takové zobecnéni, abychom se vyhnuli
této restrikei a priblizili se realnym situacim. Afinnim podprostorem v R? tak miize
byt jakakoli pfimka ¢i rovina, ne jenom ta prochézejici poc¢atkem.

7.1 Zakladni pojmy

Afinni podprostor je mozno definovat axiomaticky podobné jako vektorovy prostor,
ale pro nase ucely se omezime na specialni typ.

Definice 7.1 (Afinni podprostor). Bud V' vektorovy prostor nad T. Pak afinni
podprostor je jakakoli mnozina M C V' tvaru

M=U+a={v+a;veU},

kde a € V a U je vektorovy podprostor V.

Afinni podprostor (pouziva se i pojem afinni prostor ¢i afinni mnozina se ste-
jnym vyznamem) je tedy jakykoli podprostor U | posunuty” néjakym vektorem
a.

105
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U+ a
a U

7‘ 0
Protoze o € U, je a € M. Tento representant a neni jednoznacny, mizeme

zvolit libovolny vektor z M. Naopak, U je u kazdého afinntho podprostoru urceny
jednozna¢né (Probléem [7.1]).

Priklad 7.2. Bud V vektorovy prostor. Kazdy jeho vektorovy podprostor U je
zaroven jeho afinnim podprostorem, nebot lze volit a = o, ¢imz U = U + o je
tvaru afinnfho podprostoru.

Déle, pro kazdy vektor a € V' je mnozina {a} jednoprvkovy afinni podprostor
ve V. Ten dostaneme volbou U := {0}, protoze potom U + a = {a}. O

Nad télesem realnych ¢isel miizeme afinni podprostory charakterizovat i jinak.

Véta 7.3 (Charakterizace afinniho podprostoru). Bud V' wvektorovy prostor nad
telesem T charakteristiky rizné od 2, a bud ) # M C V. Pak M je afinni,
tj. je tvaru M = U + a prdvé tehdy, kdyz pro kazdé x,y € M a o € T plati
ar+ (1 —a)y e M.

Pozndmka. Jesté pred diukazem poznamenejme, Ze vyraz ax + (1 — a)y se
nazyva afinni kombinace a afinni podprostor ve V' musi byt tedy uzavieny na afinni
kombinace. Jinymi slovy, s kazdymi dvéma body musi obsahovat i piimku, ktera
jimi prochéazi, protoze afinni kombinaci lze prepsat ax + (1 — )y = y+ a(x — y),
coz je parametricky popis pfimky s bodem y a smérnici x — y.

Dikaz. Implikace ,,=“. Bud z,y € M, tedy jsou tvaru x = u+a, y = v + a, kde
u,v € U. Potom ax+(1—a)y = a(u+a)+(1—a)(v+a) =au+(1—a)v+a €
U+a=M.

Implikace ,,<=*. UkaZeme, Ze staci zvolit a € M libovolné pevné a U == M —
M ={x—y; z,y € M}. Tedy ukdzeme, ze M = (M — M) + a.

SC Budxe M, pkex=x—a+a€(M—-M)+a=U+a.

L2 Bud x —y+a € (M— M)+ a. ProtoZe a,z,y € M dostavame, Ze afinni
kombinace %a—l—%x € M a take 2(%@%—%@ +(1-2)y=x—y+aec M. O
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Nad télesem charakteristiky 2 tato charakterizace obecné nefunguje. Staci vzit
za piiklad prostor Ziy nad Zs, v némz je kazda mnozina vektorti uzaviené na afinni
kombinace.

Véta 7.4. MnozZina teSeni soustavy rovnic Ax = b je prdazdnd nebo afinni. Je-li
neprdzdnd, mizeme tuto mnoZinu Tesent vyjddrit ve tvaru Ker(A) + g, kde xq je
jedno libovolné reseni soustavy.

Diikaz. Pokud z1 je TeSenim, pak lze psat x1 = x1 — xg + xo. Staci ukéizat, Ze
r1 — x9 € Ker(A). Dosazenim A(x; — xy) = Axy — Axg = b— b = 0. Tedy
x1 € Ker(A) + zo. Naopak, je-li x5 € Ker(A), pak x9 + x¢ je FeSenim soustavy,
nebot A(zg + xg) = Axe + Axg =0+b=0. O

Pozndmka. Plati i obrédcené implikace, tedy kazdy afinni podprostor lze popsat
pomoci soustavy rovnic (v soufadnicich), viz Bican [2009)].

Priklad 7.5. Véta[l.4l dava nasledujici geometricky pohled na soustavy rovnic pfi
perturbaci pravé strany. Necht Ax = b je fesitelné, tedy popisuje afinni podprostor
Ker(A) + xp. Zménime-li pravou stranu soustavy b na b, pak budto soustava
prestane mit feSeni (coZ se nestéava ¢asto), nebo se afinni podprostor posune na
Ker(A) + zj, kde x; je jedno vybrané feseni. Typicky se tedy mnozina feseni pti
zméné pravé strany pouze posouva néjakym smeérem. [

Dimenze afinniho podprostoru

Definice 7.6 (Dimenze afinniho podprostoru). Dimenze afinniho podprostoru
M = U + a je definovana jako dim(M) = dim(U).

Protoze kazdy vektorovy podprostor prostoru V' je zaroven jeho afinnim pod-
prostorem, definice tedy zobeciiuje pojem dimenze, zavedeny pro vektorové pros-
tory. Definice prirozené zavadi dimenzi bodu jako nula, dimenzi pfimky v R" jako
jedna a dimenzi roviny jako dva.

Také umoznuje definovat primku p v libovolném vektorovém prostoru W nad
T jakozto afinni mnozinu dimenze jedna. Jinymi slovy, p = span{v} + a, kde
a,v € U a v # o. Odsud dostdvame i znamy parametricky popis piimky p =
{av+a; a € T}.

Nadrovinou v prostoru dimenze n rozumime pak libovolny afinni podprostor
dimenze n — 1. Tedy napi. v R? jsou to piimky, v R? roviny, atd.

Priklad 7.7. Mnozina {e* + asinz; o € R} je pifimka v prostoru funkei F. [
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Priklad 7.8. Pro jakékoli a € R" \ {0} a b € R je mnozina popsana rovnici

arz = b nadrovinou v R". ]

Afinni nezavislost

Definice 7.9 (Afinni nezavislost). Vektory z,x1,...,x, vektorového prostoru
jsou afinné nezdvislé, pokud x1 — xg, ..., x, — o jsou linedrné nezavislé.

Neni tézké nahlédnout, zZe afinni nezavislost nezavisi na poradi vektort, a tedy
ani na volbé zq (dokazte!).

Afinni nezavislost u afinnich podprostorii odpovida tomu, ¢emu odpovidala
linearni nezavislost u vektorovych prostorii. Navic umoznuje jednoduse formali-
zovat to, co zname pod pojmem ,,Mé&me body v obecné poloze*: Mnozina bodi
x1, ..., T, € R"je vobecné poloze, kdyz kazda jeji podmnozina velikosti nanejvys
n + 1 je afinné nezavisla. Tedy napiiklad v roviné R? jsou dané body v obecné
poloze pokud zadné tii nelezi na spolecné piimece.

Piiklad 7.10. Vektory (1,1)7,(2,2)7, (1,2)T € R? jsou sice linearné zavislé, ale
afinné nezavislé. O

Souradnice v afinnim podprostoru

Bud M = U + a afinni podprostor a B = {vy,...,v,} baze U. Pak kazdé v € M
se da jednozna¢né zapsat ve tvaru x = a + Y. ayu;. Tedy S = {a,v1,..., 05}
Ize povaZzovat za souradny systém a vektor [z]s = [v — a]p = (au,..., )T za
prislusné souradnice.

K prechodu mezi souradnymi systémy pak miizeme pouzit nasi znamou matici
prechodu presné tak, jak jsme zvykli. V pripadé, Ze ménime i vektor a, objevi se
i konstantni aditivni ¢len.

Tvrzeni 7.11. Bud M = U + a afinni podprostor a B = {vy,...,v,}, B' =
{v],..., v} dvé baze U.

(1) Pro soutadné systémy S = {a,v,...,v,} a 8" ={a, v}, ..., v} mdme
2) Pro souiadné systémy S = {a,vq,...,v,} a S"={d',v},..., v} mdme
1 n

[z]s = [a—dp + glidlg[z]ls, VzeU+a.
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Diikaz.
(1) Necht x € U 4 a je tvaru « = u + a. Pak

z]sr = [ulp = plidlg [ulp = plidp|z]s.
(2) Necht x € U +a jetvarux =u+a, tj. * = (a — d') + u + a’. Pak

[2]s = [(a—d)+ulp = [(a—d)]p +[u]p = [(a—d)]z + plid] [x]s. O

Vztah afinnich podprostort

Afinni podprostory U + a a W 4+ b jsou rovnobézné, pokud U € W nebo W € U,
ruznobézné, pokud nejsou rovnobézné a maji neprazdny prinik; a mimobézné,
pokud nejsou rovnobézné a maji prazdny prunik.

Priklad 7.12. Bud v libovolny vektor vektorového prostoru V. Pak afinni pod-
prostor {v} je rovnobézny s kazdym afinnim podprostorem V. Stejnou vlastnost
ma 1 cely prostor V. []

Afinni zobrazeni

Bud ¢g: U — V linearni zobrazeni a méjme pevny vektor b € V. Potom afinnd
zobrazen? ma tvar f(u) = g(u) +b. Jednoduchym piikladem afinniho zobrazenti je
posunuti, tedy zobrazeni g: V' — V' s popisem f(x) =z + b, kde b € V' je pevné.

Afinni zobrazeni nemusi zobrazovat o na o, protoze jsou obrazy posunuté o adi-
tivni ¢len b.

Priklad 7.13. Bud U + a afinni podprostor dimenze k v prostoru V, a bud S
souradny systém v U +a. Pak zobrazeni f(v) = [v]g je afinni zobrazeni zobrazujici
isomorfné U + a na T*. N

Snadno se nahlédne nasledujici pozorovani, nechame je ¢tenaii na rozmysleni.

Tvrzeni 7.14.

(1) Obraz afinniho podprostoru pii afinnim zobrazent je afinni podprostor.

(2) Slozenim dvou afinnich zobrazeni dostaneme opét afinni zobrazent.
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(3) Bud f: U — V linedrni zobrazeni a v € V. Pak 1plny vzor vektoru v

fHw) ={uel; flu) =v}
je afinni podprostor v U.

Poznamka 7.15 (Rovnice ano, ale nerovnice?). V minulych kapitolach jsme stu-
dovali soustavy linearnich rovnic Az = b, tudiz je prirozenéd otazka zabyvat se i
soustavou nerovnic Ax < b. Nerovnost mezi vektory znamené nerovnost v kazdé
slozce, tedy (Az); < b; pro vSechna i. Déle, omezime se jen na téleso R, kde mame
definovano usporadani.

Zatimco jedna rovnice vytycuje v prostoru nadrovinu a soustava rovnic pak
néjaky afinni podprostor, tak jedna nerovnice vymezuje v prostoru poloprostor a
soustava nerovnic pak tudiz prunik poloprostori, coz je konvexni polyedr (mno-
hostén,).

Al,*ﬂi =b

Piiklad v R2. Piiklad v R3.

Konvexnimi polyedry se vice zabyva napi. obor linedrni programovdni. Ten
zkoumé nejen konvexni polyedry, ale také nad nimi fesi optimalizacni tlohy typu

min ¢ z za podminek Az < b,

kde ce R", A € R™"™ a b € R™ jsou dané a = € R" je vektor proménnych.

7.2 Aplikace

Fraktaly

Fraktal je sobépodobny geometricky utvar na prvni pohled slozitého tvaru. UkédZeme
si na prikladu, ze i pomérné slozity fraktal muze mit jednoduchy popis pomoci
afinnich zobrazeni.
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Priklad 7.16 (Afinni zobrazeni a fraktaly |Gareth, 2001, sekce 4.4]). Pomoci ¢tyt

afinnich zobrazeni dokdZzeme v roviné vykreslit slozity fraktal. Zacnéme v pocatku

a s danymi pravdépodobnostmi uvazujme prechod podle piislusného afinniho zo-
0.86 0.03

brazeni.
Ti(x,y) = ( 0.03 0.86 ( ) ( ) s pravdépodobnosti 0.83

Ty(x,y) = (0 91 _002%5> ( ) ( ) s pravdépodobnosti 0.08

0.15 0.27 " )
T3(x,y) = ( 0.95 0.96 ( ) (0 45) s pravdépodobnosti 0.08

Ty(x,y) = (0 0.17) ( ) + <0> s pravdépodobnosti 0.01

Navstivené body postupné vykresli fraktal ve tvaru listu kapradiny.
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Stewartova—Goughova platforma v robotice

Stewartova—Goughova platforma je tzv. paralelni manipulator v oboru kinemat-
ické robotiky. Pevna zakladna je pripevnéna nékolika (vétsinou Sesti) pohyblivymi
rameny k mobilni plosiné. Tyto platformy se vyuzivaji jako manipulatory, v sim-
ulacich (napt. leti), nebo tfeba v biomechanice kloubti k ovéfovani implantata
mimo lidské télo.

Zakladna i mobilni ploSina maji své vlastni souradné systémy, mezi kterymi
milZzeme prechézet pomoci afinnfho zobrazeni. Napf., jsou-li x = (zy, 29, 23)7
soufadnice bodu v systému plosiny, pak sourfadnice vic¢i zédkladné ziskame jako
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2’ = Px + ¢, kde P matice reprezentujici naklonéni a ¢ je néjaky pevny vektor
reprezentujici posun. Pochopitelné, P a ¢ nejsou pevné, ale zavisi na mife natazeni
pohyblivych ramen. Navic se da ukézat, ze matice P zavisi pouze na tfech parame-
trech, protoze systém plosiny vzhledem k zakladné je pouze natoc¢eny a neni nijak
deformovany (natahnuty, zkoseny atp.).

Obrazek 7.1:
Stewartova—Goughova
platforma. |zdroj:
Wikipedia]

Uvazujme problém uréeni délek pohyblivych
ramen. Oznacme M, ..., 2 koncové body ra-
men u zaékladny v soufadném systému zékladny
a yM. ... y© koncové body na ploginé v soufad-
ném systému plosiny. Ty druhé prevedeme vyse
zminénou transformaci do soufadného systému
zékladny: v’V = Pz 4 ¢ ... /O = Pz 1 ¢
Nyni mtuzeme jednoduse spocitat délku ramen jako
vzdalenosti bodi 2 a '@ proi=1,...,6.

Typicky ale problém zni opac¢né: délky ra-
men zname, protoze ty ovladame, a je potieba
spocitat pozici plosiny, tj. koncovych bodi. Jinym
problémem pak je tfeba zjistit vSechny pozice
nebo omezit hranice, ve kterych se mize plosina
nachézet. To uz jsou tlohy nad ramec tvodniho
kurzu linearni algebry.

Problémy

7.1. Bud M = U + a afinni podprostor. Dokazte, Ze prostor U je dan jednoz-

nacne.

7.2. Ukazte, ze prinik afinnich podprostorii je zase afinni podprostor nebo

prazdné mnozina.

7.3. Budte afinni podprostory U + a a W + b rovnobézné. Ukazte, Ze pak jsou
disjunktni pravé tehdy, kdyza —b & U U W.

7.4. (Analogie vét o isomorfismu vektorovych prostort.) Ukazte, Ze afinni pros-
tory U + a, W 4 b maji stejnou dimenzi pravé tehdy, kdyz existuje prosté
afinni zobrazeni U + a na W + b.
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Skalarni soucin

Vektorové prostory byly definovany velice obecné, takze pokryji velkou t¥idu ob-
jekti. Na druhou stanu, jestlize pridame dalsi pozadavky na to co maji prostory
spliovat, tak budeme moci odvodit hlubsi vysledky. Konkrétné, skalarni soucin
dava moznost prirozené zavést pojem kolmosti, velikost a vzdéalenost vektort (a
tim 1 limity) atd.

8.1 Skalarni soudéin a norma

Skalarni soucin (stejné jako grupu, vektorové prostory aj.) zavadime obecné vyc¢tem
vlastnosti, které ma splhovat.

Definice 8.1 (Skalarni sou¢in nad R). Bud V vektorovy prostor nad R. Pak
skaldrni soucin je zobrazeni (-,-): V2 — R, splitujici:

(1) (z,z) > 0Vx € V, a rovnost nastane pouze pro z = 0,

(2) (v+y,2) =(x,2) + (y,2) Vo,y,2 € V,

3) {ax,y) = alz,y) Vr,y € V, Va € R,

(4) (x,y) = (y,x) Ve,y € V.

Zobecnéni na téleso komplexnich ¢isel je nasledujici. Pripomenme jesté, ze
komplexné sdruzené ¢islo k a + bi € C je definované jako a + bi = a — bi.

Definice 8.2 (Skalarni sou¢in nad C). Bud V' vektorovy prostor nad C. Pak
skaldrni soucin je zobrazeni {-,-): V2 — C, spliwjici:

(1) (z,z) > 0Vx € V, a rovnost nastane pouze pro z = 0,

(2) (@+y,2)=(z,2)+(y,2) Va,y,z €V,

113
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3) {ax,y) = alzr,y) Yo,y € V, Va € C,
(4) (2,y) = (y,2) Yo,y € V.

Kvili vlastnosti[(1)] kde je potfeba usporadani, zavadime skalarni souéin pouze
nad télesy R a C. L

Ctvrta vlastnost u komplexniho skalarntho soucinu zafidi, ze (x,z) = (z,2) €
R, tedy (x,x) je vidy reéalné cislo a lze jej porovnavat s nulou u prvni vlastnosti.

Vlastnosti |(2)| a [(3)| fikaji, Ze skalarni soucin je linearni funkei v prvni slozce.
Jak je to s druhou?

8

(@ y+z)={y+z2) =y )+ (z2) =2,y +(z,2),
(2, ay) = {ay, z) =y, z) = (z, y).

Ve druhé slozce tedy komplexni skalarni sou¢in neni linearni, ackoli realny skalarni
soucin jest.

Pokud dosadime o = 0, dostavame (o, ) = (x, 0) = 0, tedy nasobeni jakéhokoli
vektoru s nulovym da nulu.

Priklad 8.3 (Priklady standardnich skalarnich soucint).
e V R": standardni skalarni soucin (z,y) = 27y = D1 | 29,
e V C": standardnf skalarni sou¢in (z,y) = 27y = >_1" | 27,
o V R™": standardni skalarni soucin (A, B) = > 1%, > % ai;bij.
® V Cj,p), prostoru spojitych funkei na intervalu [a,b]: standardni skalarni
soucin (f, g) = fabf(x)g(x)dx.
Vyse zminéné skalarni souciny jsou pouze piiklady moznych zavedeni soucinti na

danych prostorech; jako skalarni sou¢in mohou fungovat i jiné operace. Pozdéji, ve
véteé [L1.17], popiseme v8echny skalarni sou¢iny v prostoru R". ]

Nadéale uvazujme vektorovy prostor V nad R ¢i C se skalarnim soucinem. Ne-
jprve ukdzeme, ze skaldrni soucin umoznuje zavést normu, neboli velikost vektoru.

Definice 8.4 (Norma indukovana skalarnim souc¢inem). Norma indukovand skaldrnim

soucinem je definovana ||x|| .= v/ (z,x), kde x € V.

Norma je dobre definované diky prvni vlastnosti z definice skalarniho soucinu,
a je to vzdy nezaporna hodnota.
Pro standardni skaldrni souc¢in v R” dostavame znamou eukleidovskou normu

lzll = /> =7
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Geometricka interpretace standardniho skalarniho souc¢inu v R" je (x,y) =
|lz|| - [|ly]| cos (), kde ¢ je thel mezi vektory x, y. Specialné, x,y jsou kolmé pravé
tehdy, kdyz (z,y) = 0. V jinych prostorech takovato geometrie chybi, proto kol-
most zavedeme pravé pomoci vztahu (x,y) = 0.

Definice 8.5 (Kolmost). Vektory =,y € V jsou kolmé, pokud (z,y) = 0. Znaceni:
x L.

Ptiklad 8.6 (Priklady kolmych vektort pro standardni skalarni souciny).
o VR (1,2,3) L (1,1,-1).
® VC i sinx Lcosx L 1. O

Véta 8.7 (Pythagorova). Pokud x,y € V jsou kolmé, tak ||z +yl||* = ||=||*+||y|]?.

Dikaz. ||z +y|* = (c+y,x+y) = (z,2) + (x,y) + (y,2) +{y,y) = (x,z) +
= =0

(W, y) = ll=|I> + lyl* O

Poznamenejme, ze nad R plati i opacné implikace, ale nad C obecné nikoli (viz

Problém R.2).

Véta 8.8 (Cauchyho—Schwarzova nerovnos). Pro kazdé x,y € V plati|{(z,y)| <
]| - flyll-

Diikaz. (Realna verze) Nejprve ukdzeme redlnou verzi, protoze ma elegantni dikaz.
Pro y = o plati nerovnost trivialné, tak predpokladejme y # o. Uvazujme redlnou
funkei f(t) = (z + ty, x 4+ ty) > 0 proménné ¢t € R. Pak

f(t) = (@) + t{x,y) + ty, x) + 2y, y) = (@, 2) + 2z, y) + *(y,y).

Jedné se o kvadratickou funkci, kterd je vSude nezédporna, nemuze mit tedy dva
riizné koreny. Proto je piislusny diskriminant nekladny:

4z, y)? — 4z, 2)(y,y) < 0.

7 toho dostavame (x,y)? < (z,2)(y,y), odmocnénim [{z, )| < [|z| - ||y]|. O

DNerovnost se také nékdy nazyva jen Schwarzova, nebo Cauchyho Bunjakovského, popf. Cauchyho-

na sobé zobecnili Hermann Amandus Schwarz (1880) a Viktor Jakovlevi¢ Bunjakovskij (1859).
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Diikaz. (Komplexni verze) Je-li (z,y) = 0, pak tvrzeni plati trividlné. Budeme
tedy predpokladat, ze (z,y) # 0, a zavedeme vektor

(y, y)
(z,y)

Potom plati

()= (e —) = s = =0

Vektory z,y jsou tudiz na sebe kolmé a podle Pythagorovy véty
1z +ylI* = [12[1* + [ly]I*,

neboli )
(Y, y)

[{z, y)[?

Zkracenim ||y||* a vynasobenim |(z, 3)|? dostaneme hledanou nerovnost ||z [|?|ly||* >
|(z,y)|? v druhych mocninach. O

Obcas se Cauchyho—Schwarzova nerovnost uvadi v ekvivalentni podobé

[z, ) * < (z,2){y, ).

Cauchyho—Schwarzova nerovnost je uzitecné a c¢asto pouzivana pro odvozovani
dalsich vysledk na obecné bazi, nebo i pro konkrétni algebraické vyrazy. Napf.
pro standardni skalédrni soucin v R" dostaneme nerovnost

(L) =(54)(2)

1=1

ll* = 1121% + 1y ll* > llyll*.

| 2

Dalsi vyuziti viz napt. [Krisl, 2008]. My pouzijeme Cauchyho—Schwarzovu nerovnost
hned v nésledujicim k odvozeni trojuhelnikové nerovnosti.

Disledek 8.9 (Trojihelnikova nerovnost). Pro kaZdé x,y € V plati ||z + y|| <
]| + llyll-
Diikaz. Nejprve pripomenme, Ze pro kazdé komplexni ¢islo z = a4+t plati: z+7Z =
2a = 2Re(z), a déle a < |z]. Nyni mizeme odvodit:
lz+yl* = (& +y.x +y) = (z,2) + {y,y) + (2,9) + (v, 2)
= (z,2) + (y,9) + 2Re((z, ) < (z,2) + (y,9) + 2[{z, )]
<l + llyl* + 2 [l - llyll = (=l + lwl)?,
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kde posledni nerovnost plyne z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. Tedy mame
lz +y|> < (||z|| + ||y]|)? a odmocnénim ziskdme hledany vztah. O

Norma indukovana skalarnim soucinem je jen jednim typem normy, pojem
normy je ale definovan obecnéji. My budeme vesmés pracovat s normou induko-
vanou skaldrnim soucinem, takze nasledujici je pouze malou odbockou.

Definice 8.10 (Norma). Bud V vektorovy prostor nad R nebo C. Pak norma je
zobrazeni || - ||: V' — R, spliwjic:

(1) ||=|| = 0 pro vSechna = € V, a rovnost nastane pouze pro x = 0,

(2) ||ax| = |a - ||x|| pro vSechna x € V', a pro vSechna a € R resp. a € C,

3) llz+yll <=l + llyl-
Tvrzeni 8.11. Norma indukovand skaldrnim soucinem je normou.

Diikaz. Vlastnost|(1)[je splnéna diky definici normy indukované skalarnim soucinem.
Vlastnost [(3)] je ukdzana v disledku B9l Zbyva vlastnost [(2)]

laz|| = {ax, ax) = Vaale, z) = Vaar/(z,z) = |a| - ||| O

Priklad 8.12 (Priklady norem v R"). Uzite¢na ti¥ida norem jsou tzv. p-normy.
Pro p=1,2,... definujeme p-normu vektoru x € R" jako

1
lzll, = (220 |wal?)

Specialni volby p vedou ke zndmym normam:

e pro p = 2: eukleidovska norma ||z|s = v/, 27, coZ je norma indukované
standardnim skalarnim soucinem,

e pro p = 1: souttova norma ||z||; = Y., |zi|; nazyva se manhattanska
norma, protoze odpovida redlnym vzdalenostem pii prochéazeni pravotuhlé
sité ulic v mésteé,

e pro p = oo (limitnim prechodem): maximova (CebySevova) norma |||/, =
max;_1,_n |- [

Piiklad 8.13 (Ptiklady norem v Cp,j)). Normu spojité funkce f: [a,b] — R lze
zavést analogicky jako pro Eukleidovsky prostor:

e analogie eukleidovské normy: || flle = \/fabf(x)de,
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e analogie souctové normy: || f||; = f; |f(x)|dz,

e analogie maximové normy: || f||. = maxxE ] | f ()],

e analogie p-normy: || f||, = (f |f(x \pdx) O

Poznamka 8.14 (Rovnobéznikové pravidlo). Pro normu indukovanou skalarnim
soucinem plati tzv. rovnobéznikové pravidlo:

lz = yll* + llz + ylI* = 2l|=]* + 2[lylI*

Diikaz. |z —y|* + |z +y|* = (x —y,x —y) +{z +y,2 +y) = 2(z, 1) +2{y,y) =
2|\ + 2/[y[1*. O
Diky tomu snadno nahlédneme, Ze souctova a maximova norma nejsou induko-
vané zadnym skalarnim souc¢inem. Napft. pro z = (1,0) a y = (0,1) nespliuji
rovnobéznikové pravidlo.
Plati dokonce silnéjsi tvrzeni: Pokud pro normu plati rovnobéznikové pravidlo,
pak je indukovana néjakym skalarnim souc¢inem [Horn and Johnson, 1985].

Norma umoziiuje zavést vzdalenost (neboli metriku) mezi vektory x,y jako
|z — y||. A pokud mame vzdalenost, miizeme zavést limity, etc. Ctenafe by jiz
nemeélo prekvapit, ze i metriku lze zavést axiomaticky. Navic k definici metriky
nepotiebujeme ani vektorovy prostor, staci libovolnd mnozina.

Poznamka 8.15 (Metrika). Metriku na mnoziné M definujeme jako je zobrazeni
d: M? — R, spliujici:

(1) d(z,y) > 0 pro vSechna x,y € M, a rovnost nastane pouze pro x =y,

(2) d(x,y) = d(y,x) pro vSechna z,y € M,

(3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) pro viechna z,y, z € M.

Kazda norma urc¢uje metriku predpisem d(zx,y) = ||z — y||. Na druhou stranu to
ale obecné neplati. Existuji prostory s metrikou, kterd neni indukovana zadnou
normou, napt. diskrétni metrika d(x,y) = [||x — y||2], nebo diskrétni metrika

definovana d(z,y) := 1 pro x # y a d(z,y) =0 pro z = y.

8.2 Ortonormalni baze, Gramova—Schmidtova or-
togonalizace

Kazdy vektorovy prostor méa bazi. U prostoru se skalarnim sou¢inem je ptirozené se
ptat, zda existuje baze slozena z navzajem kolmych vektori. V této sekci ukazeme,
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ze je to pravda, ze takova baze méa rfadu pozoruhodnych vlastnosti a také odvodime
algoritmus na jeji nalezeni.

Definice 8.16 (Ortogonélni a ortonormélni systém). Systém vektori 2y, ..., 2,
je ortogondlni, pokud (z;, z;) = 0 pro vSechna i # j. Systém vektort 21, ..., 2, je
ortonormdlni, pokud je ortogonalni a ||z;|| = 1 pro v8echna i =1,... n.

Je-li systém z1, ..., 2z, ortonormélni, pak je také ortogonalni. Naopak to obecné
neplati, ale neni problém ortogonélni systém zortonormalizovat. Jsou-li z1, ..., 2,
nenulové a ortogondln, pak = HZI’ . Hzl r%n je ortonormalni. Dikaz: Hﬁle =
mrllal = 1.

Priklad 8.17. V R"” je ortonorméalnim systémem napiiklad kanonické baze eq, ..., e,.
[]
Véta 8.18. Je-li systém vektori z1, . . ., z, ortonormdlni, pak je linedrné nezduvisly.

Diikaz. Uvazujme linearni kombinaci Z _,;2; = o. Pak pro kazdé k =1, .
plati:

0= (o, 21) <Z @zzuzk> ZO‘Z Zi, 2h) = 2k, 2) = Q. [

Nasledujici véta 1ika, jak jednoduSe spocitat soufadnice vic¢i bazi, ktera je
ortonormalni.

Véta 8.19 (Fourierovy koeficienty). Bud z1, ..., z, ortonormdlni bdze prostoru
V. Pak pro kazdé x € V plati x = > (x, ZZ>Z

Diikaz. Vime,7ze x =Y | a;z; asoufadnice ay, . . ., ay, jsou jednoznacéné (vétab.23).
Nyni pro kazdé k=1, ..., n plati:

(2, 2k) = <Z azzz,zk> Zaz ziy 2k) = {2k, 25) = Q. O
1=1

Vyjadrenl = >" {(x,2)z se nazyva Foumeruv rozvoj, a skalary (x, z;), i =
1,...,n se nazyvajl Fourierovy koeﬁczent

2) Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francouzsky matematik a fyzik. Rozvoj pouzil kolem r. 1807 pro
FeSeni problému vedeni tepla v pevnych latkach.
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Jak sestrojit ortonorméalni bazi néjakého prostoru? Nasledujici procedura, Gramova—
Schmidtova ortogonaliza¢ni metoda, zac¢ne s libovolnou bazi a postupnym nakol-
movanim vektoru vytvori bazi, ktera je ortonormalni. Nakolmovani v kroku 2] fun-
guje tak, ze od vektoru x; odec¢tu jeho projekci do prostoru generovaného vektory
x1, ..., Tr_1; tak bude kolmy na vSechny predchozi. O projekci budeme pojednévat
vice v sekci 83

T
3 A3
X2
Y2
A3
z9
N span{xy, o}
zZ9
T2 1 0 Tz
Nakolmeni druhého vektoru. Nakolmeni tretiho vektoru.

Algoritmus 8.20 (Gramova—Schmidtova ortogonalizac). Budte x1,...,x, €
V' linearné nezavislé.

1: for k:=1ton do

k-1
2: Yp = T) — Z(wk, %)%, / /vypocitame kolmici
j=1
1 . )
3: 2k = Wyk, / /normalizujeme délku na 1
Yk
4: end for
Vystup: 21, ..., 2, ortonorméalni béze prostoru span{xy,...,x,}.

Diikaz. (Spravnost Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace.) Matematickou indukei

podle n dokdzeme, Ze 21, ..., z, je ortonormalni baze prostoru span{xy,...,z,}.
Pron =1jeys = a1 # 0a 2z = mxl je dobfe definované a span{x;} =
span{z; }.

Indukéni krok n <— n—1. Predpokladejme, Ze z1, . .., z,_1 je ortonorméalni baze

span{zy,...,x,_1}. Kdyby y, = o, tak z,, = Z;‘:—ll(xn, 2i)%j a Ty, € span{z, ..., 41} =

3)Metoda pochazi od danského finanéniho matematika Jorgen Pedersen Grama z r. 1883, explicitni vzorec
publikoval r. 1907 némecky matematik Erhard Schmidt. Jak uz to byva, nezavisle na nich a difive objevili postup
také P.S. Laplace (1816) nebo A.L. Cauchy (1836).
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span{xy,...,x, 1}, coz by byl spor s linearni nezavislosti z1, . . ., z,,. Proto y,, # o
az, = myn je dobfe definovany a mé jednotkovou normu.

Nyni dokdzeme, Ze 21, ..., 2, je ortonorméalni systém. Z indukéniho predpok-
ladu je z1, ..., 2z,—1 ortonormalni systém a proto (z;, 2;) je rovno 0 pro ¢ # j a
rovno 1 pro ¢ = j. Sta¢i ukéazat, Ze z, je kolmé na ostatni z; pro i < n:

Hyn

n—1
1
<Zn,Zi> - <yn, > < Z Ly Zj Z]7Zz>
[ T\~ 2

1 — 1 1
= ——(zp, 2i) — Z Tn, 2j)(2j, 2i) = —(Tp, 2i) — —(@n, 2;) = 0.

[[ynl Hyn [lynll [y

Zbyva ovérit span{zy, ..., z,} = span{xy,...,x,}. Z algoritmu je vidét, Ze z, €
span{zi, ..., 2,1, Tn} C span{zy,...,x,}, atedy span{z,..., z,} C span{zy,...
ProtoZe oba prostory maji stejnou dimenzi, nastane rovnost (véta [.30]). O

Gramova—Schmidtova ortogonalizace ma tu pfednost, Ze je pouzitelna v kazdém
prostoru se skalarnim souc¢inem. Specialné pfi standardnim skalarnim soucinu v R"”
muZzeme ortogonalizaci vyjadiit maticové (viz poznamka [I3.8), ale na druhou
stranu v tomto pripadé existuji i jiné metody, které maji lepsi numerické vlastnosti;

srov. sekce [I3.3l

Disledek 8.21 (Existence ortonormélni baze). KaZdy konecné generovanyj pros-
tor (se skaldrnim soucinem) md ortonormdlni bdzi.

Diikaz. Vime (véta 5.29), ze kazdy koneéné generovany prostor mé bazi, a tu
muzeme Gramovou—Schmidtovou metodou zortogonalizovat. ]

Poznamenejme, Ze pro nekonecéné generované prostory tvrzeni véty neplati —
existuji prostory se skalarnim sou¢inem, které nemaji ortonormalni bazi; viz Becvai

12005).

Dusledek 8.22 (Rozsifen{ ortonormalniho systému na ortonormalni bazi). Kazdy

, Tn}.

ortonormadlni systém vektori v konecné generovaném prostoru lze rozsirit na ortonor-

malni bazi.

Diikaz. Vime (véta [.35), Ze kazdy ortonormélni systém vektori zi, ..., z, lze
rozsitit na bazi zq,...,Zm, Tmat, ..., Tn, a tu mizeme Gramovou—Schmidtovou
metodou zortogonalizovat na z1, ..., Zm, Zmst, - - -, 2. PovSimnéme si, ze ortogo-
nalizaci se prvnich m vektori nezmeéni. ]
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Dalsi uzitecny vztah je Besselova nerovnost a Parsevalova rovnost.

Véta 8.23. Bud z1, ..., z, ortonormdlni systém ve V a bud x € V. Pak plati:

(1) Besselova nerovnost: ||z||* > > i1 [, z)|?,

(2) Parsevalova rovnost: ||x||* = Y"_, [{z, 2;)|* prave tehdy, kdyZ x € span{z1, ...

Jj=1
Diikaz.

(1) Vyplyva z upravy

0< <x — Z(x,zj>zj,x — Z(w,2j>zj> =
- <CIZ,CIZ> - Z (:z:,zj>(x,zj> - Z<SIZ,Z]‘><ZJ',SE> + Z<$,2j><$,2j> -

n
= [lzl® = Y [z, ).
j=1

(2) Vyplyva z predchoziho, nebot rovnost nastane pravé tehdy, kdyz = =
> i, 24) 25 O

Parsevalova rovnost ukazuje, ze pro vektory blizké poc¢atku musi i jejich soutrad-
nice byt dostatecné malé. Déle, rovnost se d& zobecnit i pro nekonecné generované
prostory jako je C|_, r), coZ mj. znamend, Ze Fourierovy koeficienty v nekonecném
rozvoji musi konvergovat k nule.

Parsevalova rovnost také jinymi slovy tiké, zZe v jakémkoli kone¢né generovaném
prostoru V' se norma libovolného x € V' da vyjadrit jako standardni eukleidovska
norma jeho vektoru souradnic: ||z|| = /[z]§[z|p, kde B je ortonormalni baze
V. Jak ukdZeme dole v tvrzeni B.24] tato vlastnost analogicky plati i pro skalarni
soucin: (z,y) = [x]L[y] pro realny a (z,y) = [z]5]y]5 pro komplexni prostor.

Tvrzeni 8.24. Bud zy, .. ., z, ortonormdlni bize V a bud x,y € V. Pak (x,y) =

2 e {s 2y, 7).

Diikaz. (%y) = <Z§L:1<xyzj>zj7y> = z;‘b:l<xvzj><zj7y> - Z?_1<33;Zj><yyzjé

yZn}-
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8.3 Ortogonalni doplnék a projekce

Ortogonalni doplnék je uziteény pojem s nazornou geometrickou interpretaci. Or-
togonalni projekce je pak navic ohromné dulezity néstroj, jehoz pouziti v mnoha
riznych oborech prekonava jeho zakladni geometricky vyznam.

Definice 8.25 (Ortogonalni doplnék). Bud V' vektorovy prostor a M C V. Pak
ortogondlni doplne¢k mnoZiny M je M+ = {x € V; (x,y) = 0Vy € M}.

Piiklad 8.26. Ortogonalni doplnék k vektoru (2,5)7 je pifmka span{(5, —2)7}.

Véta 8.27 (Vlastnosti ortogonélniho dopliku mnoziny). Bud' V' vektorovy prostor
a M,N CV. Pak

(1) M~ je podprostor V,

(2) je-li M C N pak M+ D N+,

(3) M+ = span(M)*.

Dikaz.

(1) Oveéfime vlastnosti podprostoru: o € M= trividlné. Nyni budte z1, 29 €
M+ Pak (x1,y) = (x9,y) = 0 Vy € M, tedy i (z1 +22,y) = {(x1,9) +
(x9,y) = 0. Nakonec, bud x € M*, tedy (x,y) = 0 Vy € M. Pak pro
kazdy skalar a je (ax,y) = afz,y) = 0.

(2) Bud z € N+, tedy (z,y) =0 Vy € N. Tim spis (z,y) =0Vy € M C N,
a proto x € M+

(3) M C span(M), tedy dle predchoziho je M+ D span(M)*. Druhou inkluzi
ukazeme takto: bud x € M+ tedy (x,y) = 0 Vy € M. Specialng, (z, ;) =
0,kde y1,...,yn € M je baze span(M). Pak pro libovolné y = >0 | oyy; €
span(M) jest (z,y) = (x, 3 iy aiyi) = 32—y iz, 4i) = 0. [

Véta 8.28 (Vlastnosti ortogonalniho doplitku podprostoru). Bud V' wvektorovy
prostor a U € V. Potom plati:

(1) Je-lizy, ..., zy, ortonormdlni baze U, a 21, . .., Zm, Zmal, - - - 2n JEJE TOZSTFENT
na ortonormdlni bazi V., pak zmi1, ..., 2 je ortonormding baze U+,

(2) dimV = dim U + dim U+,

(3) V=U+U,

(4) (UH)*:=U,
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(5)
Dikaz.
(1)

(5)

UNnU* = {o}.
Zrejmeé Zy,i1, ..., 2, je ortonormalni systém v V., a tudiz stac¢i dokazat
span{ zyy1, ..., 20 = UL

Inkluze ,0“. Kazdy « € V ma Fourierav rozvoj x = > " {(x, z;)z;. Je-li
v e Ut pak (z,2) =0,i=1,....om,atudiz z = Y/ (z 2)% €
span{ Z, 11, -, 2n}-

Inkluze ,C“. Bud = € span{zy41,...,2,}, pak @ = > (@, 2i)2 =
Yo 0z4> 00 (@, i) % Z jednoznacnosti soufadnic dostavame (x, z;)
0,i=1,...,m,atimz € Ut.

7 prvni vlastnosti mame dimV = n, dimU = m, dim U+ =n — m.

m n
Z prvni vlastnosti mame x = E (x, zi)zi + E (z,2)2 € U+ UL
i=1 i=m+1
cU E‘UCJ_
7 prvni vlastnosti je Zpmi1, .. ., 2, ortonormalni baze UL, tedy 21, ..., 2, je

ortonormélni baze (U+)*.

Z predchoziho a podle véty 5.41] o dimenzi spojeni a priniku je dim(U N
UY) =dimV —dimU — dim U+ = 0. O

Dalsi z peknych vlastnosti ortonormalnich systémi je, Ze umoznuji jednoduse
spocitat projekci xy; vektoru o do podprostoru U, coZz je vektor z U nejblizsi
k x. Nasledujici véta opraviuje k zavedeni projekce jakozto zobrazeni V. — U
definované = — ;.

Véta 8.29 (O ortogonalni projekci). Bud' V' vektorovy prostor a U € V. Pak pro
kazdé x € V existuje jediné xy; € U takove, Ze

Navic,

|# — 2y|| = min ||z — yl|.
yelU
je-li z1, ..., zm ortonormdlni baze U, pak
m

Ty = Z(w,zg)zz

1=1
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x
™ U
Ty
o)
Dikaz. Bud z1, ..., 2Zm, Zmst, - - -, 2p rozsifeni na ortonormalni bazi V. Zadefinu-

jme ;= Y. (x,z)z; € U a ukazeme, Ze je to hledany vektor. Nyni x — x,; =
St zz — > (@ 2z = Do (T 2z € Ut Bud y € U libovolné.
ProtoZze x;; —y € U, miZeme pouzit Pythagorovu vétu, ktera dava

lz = ylI* = Iz — 2p) + (wy = PI* = 2 — 2 * + lzg = yl* = [z — 2y,

neboli ||z — y|| > ||Jx — x|, coz dokazuje minimalitu. Abychom dokéazali jednoz-
nacnost, uvédomime si, Ze rovnost nastane pouze tehdy, kdyz |z, — y||? = 0, ¢ili
kdyz x; = y. O

Poznamka 8.30. Vzhledem k vlastnostem a véty 8.28 se da prostor V
vyjadiit jako direktni soudet podprostorit U a Ut (poznamka 5.42)). To mj. zna-
mené, ze kazdy vektor v € V' ma jednozna¢né vyjadieni v = u + v/, kde u € U a
v € Ut. Podle véty je navic vektor u projekei vektoru v do U, a vektor o/
projekei v do U+.

Vime z dikazu véty 829, Ze x —xy; € U, ale tato vlastnost je nejenom nutnou,
ale 1 postacujici podminkou pro to, aby z;; byla projekce.

Tvrzeni 8.31. Pri znacent z véty[8.29, pokud néjaké y € U spliuje x —y € UL,
pak y = ;.

Dikaz. Protoze (x —y) L (y — x;), pouzijeme Pythagorovu vétu, ktera rika
lz =2y |l* = o =yl + lly — 2pl® > [l — yI>.

Dostavame ||z — x| > || —y||, tedy z vlastnosti a jednoznacnosti projekce musi
Yy=2y- [

Piiklad 8.32 (Legendreovy polynomy). Uvazujme prostor polynomu P". Jaky
pro néj zavést skalarni souc¢in? Prvni napad je vyuzit isomorfismu s R"*! a pro
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polynomy p(z) = a,x" + ... + ag, q(x) = byx™ + ... + by zavést skalarni soucin
jako

(p,q) = Z a;b;
i=1

avektory 1, z, 22, ..., 2" pak budou tvofit ortonormalni systém. To je sice v poradku,
ale neni to jediny mozny zptsob. Pokud si uvédomime, Zze P" je podprostorem
prostoru spojitych funkei C, ), tak muzeme na P" pouzit standardni skaldrni
soucin prostoru Cp, . Pokud zortogonalizujeme Gramovou—Schmidtovou metodou
vektory 1, z, 22, ... specilné na C[-1,1), pak dostaneme tzv. Legendreovy polynomy
1

%(3352 ~ 1), ps(a) = (50" — 30),

Technické detaily vypoctu presko¢ime. Ani explicitni vyjadieni nenf pfilis jednoduché,
nebot n-ty ¢len mé tvar

pO(x) =1, pl('x) = T, pg(x) -

_ g ; (Z)Z(a: — 1)+ 1)

Tyto polynomy jsou na sebe kolmé, ale z diivodu urcitych aplikaci jsou znormovany
tak, ze n-ty polynom méa normu 2/(2n + 1).

Legendreovy polynomy miuzeme pouzit tfeba k aproximaci funkce polynomem,
srov. metodu v sekci 3.6l Pokud funkci f chceme aproximovat polynomem n-tého
stupné, tak spoc¢itame projekci f do podprostoru P" v tomto skaldrnim soucinu.
Projekci spocitdme podle véty a za ortonorméalni bazi P" pouzijeme Leg-
endreovy polynomy. Vysledna projekce mé treba tu vlastnost, Ze ze vSech poly-
nomi stupné n je nejblize k f v normé indukované danym skalarnim soucinem, coz
zhruba odpovida snaze minimalizovat plochu mezi f a polynomem. Historicky byly
Legendreovy polynomy poprvé pouzity ve fyzice k vyjadreni urcitych operatoru a
feseni diferencialnich rovnic. ]

Piiklad 8.33 (Ortonormalni systém v prostoru funkci). V prostoru C_, - existuje
spocetny ortonormalni systém zi, 29, ... sestavajici z vektor

1 1 1 1 1 1 1
cos x, sinx, — cos2xr, — sin2x, — cos 3x, — sin 3z,

Vor' Vm Nz VT LT T /T
[ kdyZ to neni béze v pravém slova smyslu, kazdou funkci f € Cj_; 7 1ze vyjadrit
jako nekonecnou fadu f(x) = Y2 (f, zi) 2. Poznamka: zde trochu zjednodusu-
jeme a odbyvame pojem nekonec¢ného souctu, ale pro intuitivni pochopeni to snad
postacuje.
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Vyjadieni nékolika prvnich ¢lenu f(x) & Zle( f, zi)zi, coz je vlastné projekce
do prostoru span{zi, ..., z;} dimenze k, dava dobrou aproximaci funkce f(z).
Takovéto aproximace se pouziva hojné v teorii zpracovani signala (napf. zvuku).
Konkrétné, spocitejme Fouriertv rozvoj funkece f(x) = x na intervalu [—m, 7|

T = ap+ Z(ak sin(k‘x) + by, COS(kx)),
k=1

/f 1d:z:——/ xdr =0,

/ f(x)sin(kx) / xsin(kz) de = (— )k+1]i,
=~ /_W f(x) cos(kx) dx = - /_chos(kx) dx = 0.

Tedy z = > 57 (1) 2 sin(kz).

v flw) =2

aproximace Zizl(—l)kﬂz sin(kx)

kde

]

Je mozné spocitat projekci bez nutnosti mit ortonormélni bazi podprostoru?
Ano, pomoci feseni soustavy s tzv. Gramovou matici.

Véta 8.34 (Gramova matice). Bud V' redlng vektorovy prostor a U € V. Necht
U md bazi B = {wy,...,wy,}. Oznaéme jako Gramovu matici G € R™ ™ matici
s proky Gi;j = (w;,wj). Pak G je reguldrni matict a vektor souradnic s = |[xy|p
projekce xy libovolného vektoru x € V- do podprostoru U je Tesenim soustavy

Gs = ((wy,2), ..., (Wn, )T, (8.1)

Diikaz. Pro dukaz regularity G bud s € R"™ feSeni soustavy Gs = o. Pak i-ty fadek
soustavy rovnic ma tvar D i1, Gizs; = (wi, ) il s;wy) = 0, cili 370, sjw; €
UL NU = {o}. Z linearni nezavislosti wy, . . ., w,, nutné s = o.
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. o . . .. - , m
Vime, Ze zy existuje a je jednoznacnd a lze psit ve tvaru zy = » 51, ajw; pro
vhodné skalary «;. Protoze x — zy € U™, dostavame specialné (w;, z — zy) = 0,

« . s s 2 m
pro viechna ¢ = 1,...,m. Dosazenim za xy ziskdme (w;,x — > .2 ajw;) = 0,
neboli

m

E aj(w;,w;) = (w;,x), i=1,...,m.

j=1
Tedy s = [2p]p = (a1, .. ., ay)T Tesi soustavu (8.I). Z regularity G pak existuje
pouze jediné reseni soustavy a odpovida dané projekci. O

8.4 Ortogonalni doplnék a projekce v R"

Z minulé sekce vime, jak pocitat ortogonalni doplnék a projekci pro libovolny
konecné generovany vektorovy prostor se skalarnim soucinem, a to pomoci ortonor-
malni baze. Nyni ukdzeme, ze v R" pro standardni skalarni soucin tyto transfor-
mace lze vyjadrit explicitné a piimo bez pocitani ortonorméalni baze.

Nasledujici véta tika, jak spoc¢itat ortogonalni doplnék libovolného podprostoru
R™, zname-li jeho bazi nebo koneény systém generatoru (predstavuji fadky matice

A).
Véta 8.35 (Ortogonaln{ doplnék v R™). Bud A € R™*". Pak R(A)*+ = Ker(A).

Diikaz. 7 vlastnosti ortogonélniho doplitku (vétaR27(3)]) vime R(A)* = {A., ..., At
Tedy xz € R(A)* pravé tehdy, kdyZ z je kolmé na radky matice A, neboli Az = 0
pro vSechna i = 1,..., m. Ekvivalentné, Ax = o, to jest x € Ker(A). ]

Piiklad 8.36. Bud V prostor generovany vektory (1,2,3)7 a (1, —1,0)%. Chceme-
li uréit V+, tak sestavime matici

1 2 3
A= <1 -1 0)’
protoze V = R(A). Nyni jiz staci nalézt bazi V1 = Ker(A), kterou tvorf napf.

vektor (1,1, —1)T. O

Charakterizace ortogonalniho doplnku ma i teoretické dusledky, napt. vztah
matice A a matice AT A. Pozor, pro sloupcové prostory analogie neplati!

Disledek 8.37. Bud A € R™*". Pak
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(1) Ker(ATA) = Ker(A),
(2) R(ATA) = R(A),
(3) rank(ATA) = rank(A).

Dikaz.

(1) Je-li z € Ker(A), pak Az = o, a tedy také ATAx = ATo = o, ¢imz x €
Ker(AT A). Naopak, je-li x € Ker(AT A), pak AT Ax = o. Pronasobenfm
o7 dostaneme 27 AT Az = o, neboli ||Az||* = o. Z vlastnosti normy musi
Az = o0 a tudiz z € Ker(A).

(2) R(ATA) = Ker(ATA)L = Ker(A)+ = R(A).
(3) Trivialné z predchoziho bodu. O

Nyni se podivame na projekci, pro kterou odvodime explicitni vzorec.

Véta 8.38 (Ortogonalni projekce v R™). Bud A € R™ ™ hodnosti n. Pak projekce
vektoru x € R™ do sloupcového prostoru S(A) je 2’ = A(ATA) 1A .

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze 2’ je dobfe definované. Matice A” A ma dimenzi
n (dusledek B37(3))), tedy je regularni a ma inverzi. Podle tvrzeni 31l sta¢i nyni
ukazat, ze 2’ € S(A) a x — 2’ € S(A)*L. Prvni vlastnost plati, nebot 2’ = Az
pro z = (ATA)"1ATz. Pro druhou vlastnost staci ovéiit, ze z — 2’ € S(A)*+ =
R(AT)L = Ker(AT), a to plyne z vyjadrenf

Al(z—2") = AT(z—A(ATA)'AT2) = ATa—ATA(ATA) ATy = ATa—ATx = o
L]

Poznamenejme, Ze projekce je linearni zobrazeni a podle predchozi véty je
P = A(ATA)~LAT jeho matice (vzhledem ke kanonické bazi). Navic tato matice
mé pozoruhodné vlastnosti. Napf. je symetrickd, P2 = P a regularni pouze tehdy,
kdyz m = n.

Specialné, matice projekce na jednodimenzionélni podprostor (piimku) ma tvar
P = a(aTa) 1a’, kde a € R™ je smérnice pifmky. Pokud navic smérnici normujeme
tak, aby ||al|; = 1, potom a’a = 1 a tudiz matice projekce ziska jednoduchy tvar
P =aa’.

Véta 8.39 (Ortogonalni projekce do dopliku). Bud P € R"™ ™ matice projekce
do podprostoru V&€ R". Pak I — P je matici projekce do V.
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Diikaz. Podle veéty B.28] 1ze kazdy vektor x € R" jednoznacéné rozlozit na soucet
r=y+2z kdey € Vazec V=, Zpohledu véty B29 je y projekce x do V a z
projekce z do V4. Tedy 2 =2 —y =2 — Px = (I — P)x. O

Poznamka 8.40 (Vzdélenosti podprostori). Jednim z elegantnich vyuziti pro-
jekel v geometrii je urcéeni vzdalenosti afinnich podprostori — vzdalenost bodu od
primky, vzdalenost dvou piimek, vzdalenost bodu od roviny atp. Vzdalenosti dvou
afinnich podprostora U 4 a, V + b pak rozumime nejmensi vzdélenost ||z — y||,
kde z € U + a, y € V + b. Bez dikazu poznamenavame, zZe nejmensi vzdalenost
se vzdy nabyde.

Univerzalni postup je nésledujici. Méjme U 4 a, V + b dva afinni podprostory
prostoru R", kde U = span{uy,...,u,} a V= span{vy,...,v,}. Necht nejmensi
vzdéalenost se nabyde pro body z € U +a, y € V 4 b; tyto body jdou vyjadrit jako
T =a+) " qu, y=b+) 5 Bju;. Vzdalenost téchto dvou bodi je stejnd jako
vzdalenost bodu a od bodu b + Z?:l Biv; — >0 . Cili hledanou vzdalenost
muzeme ekvivalentné vyjadrit jako vzdalenost bodu a od afinntho podprostoru
U+ V +b. Posunutim ve sméru —b pak vzdélenost spoc¢itame jako vzdalenost bodu
a — b od podprostoru U + V' = span{uy, . .., Up, v1, ..., v, }. To uz je standardni
uloha, kterou vyfesime pomoci véty resp. véty jakozto vzdalenost bodu
a — b od své projekce do prostoru U + V.

Uvazujme pro konkrétnost dvé primky span{u;} + a, span{v; } + b, kde u; =
(1,1,9)T a = (3,3,3)T, vy = (1,0,2)T, b = (1,2,6). Jejich vzdalenost je tedy
stejna jako vzdalenost bodu a—b = (2,1, —3)T od span{uy, v;}. Podle véty B35 je
projekce bodu a—b na podprostor span{uy, vy} rovna (0, —1, —2). Tudiz hledana
vzdalenost je [|(2,1, —3)T — (0, -1, =2)T|| = ||(2,2, —=1)T|| = 3.

8.5 Metoda nejmensich ¢tverci

Véta o projekei mé siroké pouziti nejenom v geometrii. Uvazujme soustavu Ax = b,
kterda nemé feseni (typicky, kdyz m > n). V tom piipadé bychom chtéli néjakou
dobrou aproximaci, tj. takovy vektor x, ze leva a prava strana jsou si co nejblize.
Formalné,

min ||Az — b

TzeR"

Tento pristup se studuje pro rizné normy, ale pro eukleidovskou dostavame

in || Az — b
min [ Az — b2,
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coz je vzhledem k monotonii druhé mocniny ekvivalentni s tilohou

n
min [|Azr — b||3 = min Y (A,z; — b))>
reR™ r€ER™ 4
J=1
Odtud nazev metoda neymensich ctverci. S vyuzitim véty o projekci najdeme
feSeni snadno. Nasledujici véta 1ika, Zze TeSeni metodou nejmensich ¢tverci jsou
zaroven feSenimi soustavy rovnic

AT Az = AT, (8.2)

Tato soustava se nazyva soustava normdlnich rovnic. Zajimavé je, ze tuto soustavu
dostaneme z ptivodni soustavy Az = b pouhym prenasobenim matici A7,

Véta 8.41 (Mnozina feseni metodou nejmensich ¢tvercit). Bud A € R™*". Pak
mmnozina pribliznyjch Fesent soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci je neprdzdnd
a rovna mnoZiné fesent normdlnich rovnic (8.2).

Diikaz. Hledame vlastné projekei vektoru b do podprostoru S(A), a tato projekce
je vektor tvaru Az, kde x € R". Podle tvrzeni B.31] je Ax projekci pravé tehdy,
kdyz Az—b € S(A)* = Ker(AT). Jinymi slovy, musi platit AT (Ax—b) = 0, neboli
AT Ax = ATb. Tato soustava ma feseni, protoze projekce musi existovat. ]

Poznamenejme, Zze pokud soustava Az = b je TeSitelna, potom kazdé jeji feseni
je zaroven TeSenim metodou nejmensich ¢tverct, a naopak, kazdé feseni metodou
nejmensich ¢tverci je skuteénym fesenim soustavy.

Jednoznac¢nost Teseni nejmensich ¢tverci nastane, ma-li matice A linearné
nezavislé sloupce. Pak totiz podle dusledku B37(3))) je matice ATA regularni a
soustava normalnich rovnic tak mé praveé jedno feseni. To je typicky pripad.

Diusledek 8.42. Bud' A € R™*"™ hodnosti n. Pak priblizné resent soustavy Ax = b
metodou nejmensich ctverci je v = (ATA)7LATD, a je jednoznacné.

Metoda nejmensich ctvercit)] ma uplatnéni v fadé obori, zejména ve statis-
tice pri linearni regresi. Ta studuje chovani a odhaduje budouci vyvoj riznych
veli¢in, napt. globalni teploty, HDP, ceny akcii ¢i ropy v case. Setkdme se s ni
ale skoro ve vSech védnich oborech. Napf. ve fyzice tzv. Hooketuv zakon tika, ze

4)Metoda nejmensich ¢tvercii byla vyvinuta Gaussem kolem roku 1801 pro astronomicka pozorovani. Tehdy se
objevil asteroid Ceres, aby vzapéti zase zmizel. Gauss metodou popsal jeho drahu a predpovédél kdy se znovu
objevi.
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natazeni materialu je pfimo timérné ptisobici sile. Chceme-li odhadnout konstantu
umeérnosti, provedeme velké mnozstvi pozorovani a z nich vypocitdme hodnotu
metodou nejmensich ¢tvercu.

Piiklad 8.43 (Linearni regrese: vyvoj svétové populace). Data vyvoje svétové
populace jsou nasledujici:

rok | 1950 1960 1970 1980 1990 2000
populace (mld.) | 2,519 2,982 3,692 4435 5263 6,070

Chceme najit zavislost velikosti populace na case. Pfedpokladejme, Ze zavislost
je linearni. (To neni vibec samoziejmé, tieba Fibonacciho zjednoduseny model
rustu populace kraliki byl exponencialni.) Obréazek dole, ilustrujici data, v zasadé
linearni zavislost naznacuje. Linearni vztah popiSeme primkou y = px + ¢, kde x
je ¢as a y velikost populace. Neznamé parametry p, ¢ vypocitame. Po dosazeni dat
do rovnic by parametry p, ¢ mély spliiovat podminky

2,519 = p- 1950 + ¢

6,070 = p - 2000 + g

Presné feseni neexistuje ale feSeni metodou nejmensich ¢tverct je p = 0,0724, g =
—138, 84. Grafické znazornéni zavislosti a zdrojovy kod pro Matlab / Octave:

YA

( )

A = [1950 1960 1970
1980 1990 2000;
11111117
b = [2.519 2.982 3.692
4.435 5.263 6.070]°;
y =0,0724x — 138,84 x = inv(A’*A)*A’*b,
x’*[2009; 1]

1950 1960 1970 1980 1990 2000 ¥

Vyslednou zavislost lze vyuzit pro predikce na dalsi rok. Odhad pro rok 2010 je
6,6943 mld. obyvatel, ve skutec¢nost jich bylo 6,853 mld. OvSem pozor, mé smysl
vytvaret pouze kratkodobé odhady — v roce 1900 urcité nebyla velikost populace
ZApOorna. []

8.6 Ortogonalni matice

Uvazujme linedrni zobrazeni v prostoru R"™. Jaké toto zobrazeni (potazmo jeho
matice) musi byt, aby nijak nedeformovalo geometrické objekty? Otoceni kolem
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pocatku ¢i preklopeni podle osy jsou piiklady takovych zobrazeni, ale chtéli by-
chom je analyzovat podrobné. Ukazeme, ze tato vlastnost souvisi s tzv. ortogonal-
nimi maticemi. Ty ale maji dalekosahlejsi vyznam. Protoze maji dobré numerické
vlastnosti (viz sekce a [B.5.7]), setkdvame se s nimi ¢asto v nejriznéjsich num-
erickych algoritmech.

[ v této sekci uvazujeme standardni skaldrni souc¢in v R"™ a eukleidovskou
normu.

Definice 8.44 (Ortogonalni a unitarni matice). Matice @@ € R™ " je ortogondlni,
pokud QTQ = I,,. Matice Q € C™ " je unitdrns, pokud @TQ =1,.

Pojem unitarni matice je zobecnéni ortogonalnich matic pro komplexni ¢cisla.
Nadéle ale budeme vesmeés pracovat jen s ortogonalnimi maticemi.

Véta 8.45 (Charakterizace ortogonalnich matic). Bud @ € R™". Pak ndsledugici
jsou ekvivalentni:

(1) Q je ortogondlni,

(2) Q je requldrni a Q= = QT

(3) QQ" = I,

(4) QT je ortogondint,

(5) Q7 existuje a je ortogondlnt,

(6) sloupce @ tvori ortonormdlnd bazi R",

(7) Tadky Q tvoii ortonormdlni bazi R".
Diikaz. Strueng. (DHG) Je-li Q ortogonalni, pak Q7Q = I a tedy Q' = Q7;

podobné naopak. Dle vlastnosti inverze mame i QQT = I, neboli (Q1)TQT =1,
tedy QT je ortogonalni.

[(6)} Z rovnosti QTQ = I dostavame porovnanim prvki na pozici i, j, 7e
(Qsi, Q+j) = 1, pokud i = j, a (Qui,Qs;) = 0, pokud i # j. Tedy sloupce Q
tvori ortonormalni systém. Analogicky naopak. ]

Vzhledem k vlastnosti [(6)] by se spis sluselo fikat ,ortonormalni matice, ale
termin ortogonalni matice je jiz zazity.

Tvrzeni 8.46 (Soucin ortogonalnich matic). Jsou-li Q1, Qs € R"™" ortogondlnt,
pak Q1Q)2 je ortogondlni.

Diikaz. (Q1Q2)TQ1Q2 = QIQ1 Q1Q2 = Q3 Q2 = I, O



134 Kapitola 8. Skaldrni soucin

Priklad 8.47 (Priklady ortogonélnich matic).
e Jednotkova matice I,,, nebo k ni opacna —1,,.

e Householderova matice: H(a) = I, — %aaT, kde 0o # a € R". Jeji ge-
ometricky vyznam je nésledujici. Necht 2’ je projekce bodu z na piimku
span{a}, a uvazujme linearni zobrazeni oto¢eni bodu x dle piimky span{a}
o thel 180°. Pomoci véty o projekci dostavame, Ze bod x se zobrazi na

vektor

T
aa
r+22 —2) =22 — 2 =2a(a"a) " a"r — 2z = <QT — I) .
a’a
Tedy matice otoceni je %aaT — I. Uvazujme nyni zrcadleni dle nadroviny
s norméalou a. To muzeme reprezentovat jako otoceni o 180° dle a, a pak
. . T
pieklopeni dle poc¢atku. Tedy matice tohoto zobrazeni je I — 2%- = H(a).

L2\

1

Zrcadleni dle nadroviny s norméalou
Otoceni kolem pirimky a o 180°. a.

Navic se da ukézat, ze kazdou ortogonalni matici fadu n lze rozlozit jako
soucin nanejvys n vhodnych Householderovych matic.

o Givensova matic®): Pro n = 2 je to matice otoceni o thel o proti sméru
hodinovych rucicek
cosa —sino
sina  cosa /)

Je to tedy matice tvaru (¢ ), kde ¢ + s? = 1 a kazd4 takovato matice
odpovida néjaké matici otoceni. Obecné pro dimenzi n je to matice reprezen-

5) James Wallace Givens (1910-1993), Jr., americky matematik.
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tujici otoceni o tthel a v roviné os x;, x5, tedy schematicky

Také z Givensovych matic lze slozit kazdou ortogonalni matici, ale je jich
potfeba v soucinu az (g) a pripadné navic jedna diagonalni matice s +1 na
diagonale. |

Véta 8.48 (Vlastnosti ortogonalnich matic). Bud @ € R"*" ortogondlni. Pak:
(1) (Qz,Qy) = (x,y) pro kazdé x,y € R",
(2) ||Qx|| = ||x|| pro kazdé x € R",
(3) |Qijl <1a \Q;l\ <1 prokazdéi,j=1,...,n,

(4) 1 o e ortogondlni matice
o Q J g .

Dikaz.
(1) (Qz,Qy) = (Qz)'Qy = 2" QT Qy = 2" Ty = 7y = (z,y).
(2) Qx| = (Qz,Qz) = /(z,z) = ||z|.

(3) Vzhledem k vlastnosti[(6)] z véty 8B40l je ||Q.;|| = 1 pro kazdé j =1,...,n.
Tedy 1 = ||Q4|I*> = >, q?j, z ¢ehoz qu < 1, a proto |g;;| < 1. Matice Q~*
je ortogonélni, takze pro ni tvrzeni plati take.

™ T T T
(4) Z definice (i 0@) (i 0@) = (i QOTQ> =11 O

Divame-li se na () jako na matici piislusného linearntho zobrazeni x — Qu,
pak vlastnost véty R.48 1ika, ze pfi tomto zobrazeni se zachovavaji dhly, a
vlastnost zase Tika, ze se zachovavaji délky. Tvrzeni plati i naopak: matice zo-
brazeni zachovavajici skalarni soucin musi byt nutné ortogonélni (srov. véta8.49) a
dokonce matice zobrazeni zachovéavajici eukleidovskou normu musi byt ortogonélni
[Horn and Johnson, [1985]. Vlastnost je zase cenéna v numerické matematice,
merické pocitani je [(2)] protoze pri nasobeni s ortogonalni matici prvky (a tedy i
zaokrouhlovaci chyby) nemaji tendenci se zvétSovat.

Na zavér ukazme nékterda zobecnéni vyse zminénych vlastnosti na libovolny
skalarni souc¢in a libovolné linearni zobrazeni.
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Véta 8.49 (Ortogonalni matice a linearni zobrazeni). Budte U,V prostory nad R
s libovolngm. skaldrnim soucinem a f: U — V linedrni zobrazeni. Necht By resp.
By je ortonormdlni baze U resp. V. Pak matice zobrazeni p, [f] B, Je ortogondlni
prave tehdy, kdyz (f(x), f(y)) = (x,y) pro kazdé z,y € U.

Diikaz. Podle tvrzeni 8.24] a vlastnosti matice zobrazeni je

z.y) = [o]p, W],
(f(@), W) = [f @B W), = (5,15, [2]5)" 5,15, W],

215, 5,115, 5 (f15, W],

Tudiz, je-li p [f]B1 ortogonalni, pak (f(x), f(y)) = (x,y). Naopak, pokud (f(z), f(y)) =
(x,y) plati pro kazdé x,y € U, plati rovnost specialné pro vektory jejichz soufad-

nice jsou jednotkové vektory. Dosadime-li za x konkrétné i-ty vektor baze B a za
y pak j-ty vektor baze By, mame [x|p, = €;, [y]p, = €, a proto

()i = ele; = [2]5 W], = (@,y) = (f(x), () = [2]5, 5, 1F15 5.1f]s W,

— e Bz[f]gl B,lfp €j = (Bzmgl 5/, )”

Timto po slozkach dostavame rovnost I, = p [ f]g1 B, LfB, - O

Véta 8.50 (Ortogonalni matice a matice prechodu). Bud'V' prostor nad R s libo-
volnym skaldrnim soucinem a By, By dvé jeho bdze. Jakékoli dve z ndsledujicich
vlastnosti implikugi tu treti:

(1) By je ortonormdlni baze,
(2) By je ortonormdlni baze,

(3) p,lid]p, je ortogondlni matice.

Diikaz.

Implikace ,,(1), (2) = (3)“. Plyne z véty 849, nebot identita zachovava skalarni
soucin.

Implikace ,,(2),(3) = (1)“. Bud By = {z1,...,x,}. Z definice pak sloupce
B, lid] g, tvolf vektory [z;]g,, které jsou (diky ortogonalité matice pfechodu) ortonor-
malni pii standardnim skalarnim soucinu v R". Podle tvrzeni 824 pak (z;, z;) =
[@i] 5, [25] ,, coZ je 0 pro i = j a1 jinak.

Implikace ,,(3), (1) = (2)“. Plati z predchoziho ze symetrie, nebot p [id]z =
Bs [id]gll . L]
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Problémy

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.
8.11.

Stopa matice A € R™™ je ¢islo trace(A) = Y. a;. Ukazte, ze (A, B) =
trace (AT B) je skalarni soucin na prostoru matic R™*".

Dokazte, ze néasledujici tvrzeni plati pro realny vektorovy prostor, ale pro
komplexni uz obecné ne: Vektory x,y € V jsou kolmé pravé tehdy, kdyz
lz +yll? = ll=lI” + [lyl]*.

Rozhodnéte, pro které vektory se Cauchyho-Schwarzova nerovnost nabyde
jako rovnost a pro které jako ostra nerovnost.

Porovnejte velikost (normu) vektoru x € V' s velikosti jeho projekce do
podprostoru U € V.

Urcete vzdalenost ¢ € R" od
(a) nadroviny e’z =b,kde 0 £ a € R" a b € R.
(b) piimky p = b+ span{a}, a # o.

Ukazte, Ze projekce vektoru x do podprostoru U se da vyjadrit jako jed-
nozna¢ny bod v priniku podprostoru U a afinniho podprostoru U+ + .

Bud P matice projekce do U €@ R". Dokazte, ze rank(P) = trace(P).

Odvodte vzorecek pro projekci do Ker(A), ma-li matice A € R™*"™ hod-
nost m.

Odvodte vzorecky pro ortogonalni projekei v R (véta B38) a pro metodu
nejmensich ¢tverci (dusledek B42) pomoci Gramovy matice (véta B34).

Muze byt soucet ortogonélnich matic zase ortogonalni matice?

Budte U,V prostory nad R se skalarnim sou¢inem a f: U — V zobrazeni
zachovavajici skalarni soucin, tj. (f(x), f(y)) = {(x,y) pro vechna z,y € U.
Ukazte, ze f je linearni a prosté.
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Kapitola 9

Determinanty

Determinanty byly vyvinuty pro tcely feseni ¢tvercové soustavy linearnich rovnic
a davaji explicitni vzorec pro jejich feseni (viz véta[0.13)). Za autora determinantu
se povazuje Gottfried Wilhelm Leibniz a nezavisle na ném jej objevil stejného
roku 1683 japonsky matematik Seki Kowa. Jejich pfistup (v trochu jiné podobé
nez uvadime v definici) upadl trochu v zapomnéni a determinanty se staly pop-
ularni pro feSeni soustav rovnic az tak v letech 1750-1900, pak je vystridaly jiné
metody. Nicméné se ukazalo, Ze determinant sam o sobé je dulezita charakteris-
tika ¢tvercové matice s fadou uplatnéni. Samotny pojem ,determinant” pochazi
od Gausse (Disquisitiones arithmeticae, 1801), i kdyz jej pouzival v trochu jiném
smyslu. Vyznamnou mérou do teorie determinantt prispéli také mj. A.L. Cauchy
¢i C.G.J. Jacobi.

Pripomenme, Ze S,, zna¢i mnozinu vSech permutaci na mnoziné {1, ...,n}, viz

sekce (4.2

Definice 9.1 (Determinant). Bud A € T™*". Pak determinant matice A je ¢islo

det(A) = Z sgn(p) H Qi p(i) = Z SgN(P)aq p(1) - - - U p(n)-

PES, =1 pES),
Znaceni: det(A) nebo |A].

Co vlastné tika vzorecek z definice determinantu? Kazdy sc¢itanec mé tvar
sgN(P)ai p(1) - - - Anp(n), COZ odpovida tomu, Ze v matici A vybereme n prvki tak,
ze 7z kazdého tadku a sloupce méame pravé jeden. Tyto prvky pak mezi sebou
vynasobime a jesté sc¢itanci pritadime kladné ¢i zaporné znaménko podle toho,
jaké bylo znaménko permutace, ktera tyto prvky urcovala.

139
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Priklad 9.2 (Priklady determinanti). Matice fadu 2 méa determinant

a11 a2
det = a11Q929 — A210A12.
az1 a22

Matice fadu 3 ma determinant

11022033 + 21032013 + A31A12023

det 921 QA92 Q23 =
—a31022013 — 11032023 — G21412033.

a1 a1z ais {
az1 a3z2 ass

Pocitat determinanty z definice pro vétsi matice je obecné znacné neefektivni, pro-
toze vyzaduje zpracovat n! séitanci. Vypocet je jednodusi jen pro specialni mat-
ice. Napriklad, determinant trojihelnikové matice je souc¢in diagonalnich prvki,
protoze v definici determinantu je jediny potencialné nenulovy ¢len sumy pro per-
mutaci p = id, ktera odpovida vybéru diagonalnich prvki. Specialné, det(1l,) =
1. ]

Véta 9.3 (Determinant transpozice). Bud A € T™*". Pak det(AT) = det(A).
Diikaz.

det(AT) = Z sgn(p) H AZp(i) = Z sgn(p) H p(i)i = Z sgn(p ') H i p1(i)
PES, 1=1 peES, i=1 PES, =1
= Z sgn(p Ha : ngn Ha = det(A). O
p~lesS, i=1 qeSy 1=1

Pro determinanty obecné det(A + B) # det(A) + det(B), ani neni znam
jednoduchy vzorecek na determinant souc¢tu matic. Vyjimkou je nasledujici specialni
pripad radkové linearity.

Véta 9.4 (Radkova linearita determinantu). Bud A € T " a b € T". Pak pro
libovolné v =1, ..., n plati:

det(A + e;b") = det(A) + det(A + e;(b" — Au)).
Jingmi slovy,

ail ce A1n ar ... QAin a1 ... QAaip
det | aj1 +b1 ... ajp, +b, | =det | a;17 ... a;, | +det| by ... b,

Qan1 ce QAnn Ap1 ... QApp Ap1 ... Qpp
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Diikaz.
det(A + ele Z sgn(P)ar p(1) - - - (@ip(iy + Opi)) - - - Anp(n)
PES,
= Z sgn(p)alvp(l) e Qip() - - - Anp(n) T Z sgn(p)al,p(l) . bp(i) - Qpp(n)
peES, PESy
= det(A) + det(A + e; (b7 — Ai)) O

Vzhledem k vété je determinant nejen fadkove, ale i sloupcové linearni.

9.1 Determinant a elementarni apravy

Nasim planem je k vypoctu determinantu vyuzit Gaussovu eliminaci. K tomu
musime nejprve umét spocitat determinant matice v odstupnovaném tvaru, a
védeét, jak hodnotu determinantu ovliviiuji elementarni radkové tpravy. Na prvni
otazku je jednoduché odpovéd, protoze matice v odstupnovaném tvaru je zaroven
horni trojuhelnikové, a tudiz je jeji determinant roven souc¢inu diagonélnich prvki.
Druhou otazku zodpovime rozborem jednotlivych elementarnich tiprav. Necht mat-
ice A" vznikne z A né&jakou elementarni upravou:

1. Vynésobeni i-tého fadku ¢islem a € T: det(A’) = adet(A).

Dikaz.
det(A4') = Z sgn(p al,p ( ) a;”b,p(n)
PES,
= Z sgn alp (Oéaz (i )) <+ - Qp p(n)
peES,
=« Z Sgn(p)al,p(l) c. ai,p(i) .. amp(n) = det(A) L]
peS,

2. Vymeéna i-tého a j-tého radku: det(A’) = —det(A).

Diikaz. Oznacme transpozici t = (i, 7), pak

det(A/) — Z sgn(p)a/l’p(l) e a;7p(i) Ce a;~7p(j) Ce a;%p(n),
pES,
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kde a4y = a1p(1) = Q1pot(1)s @ i) = Wip(i) = Gjpot(j), abd. Tedy

det(A,) = Z Sgn(p)al’pot(l) Ce aj,pot(j) cen ai7pot(i) Ce ampot(n)

pES,
= Z Sgn(p) H Q; ,pot(7) Z Sgn po t H az’,pot(z’)
PES i=1 potesS, i=1
= — Z sgn(q) H a; gy = — det(A). O
qeSy 1=1
Dusledek 9.5. Pokud md matice A € T™" dva stejné rddky, pak det(A) =
0.
Diikaz. Prohozenim téchto dvou radka dostaneme det(A) = —det(A), a
tedy det(A) = 0. O

Poznamenejme, Ze toto tvrzeni plati nad jakymkoli télesem, ale pro télesa
charakteristiky 2 se musi pouzit jiny diikaz, protoze napt. v Zy je —1 = 1.

Diikaz ¢. 2. Definujme transpozici ¢t := (i, 7), kde 7, j jsou indexy stejnych
fadkta. Necht S je mnozina sudych permutaci z S,,. Pak S, lze disjunktné
rozlozit na sjednoceni S}, a {pot; p € S)}. Tudiz

n

det(A) =Y sgn(p) [ [ aipe + Y sen(pot) [ [ aipers

peSs!, i=1 peSs!, 1=1
n n
= E sgn(p H a; E sgn(p) H aip@) = 0. ]
pES], 1=1 peES), =1

3. Pric¢teni a-nésobku j-tého radku k i-tému, pricemz ¢ # j: det(A’) = det(A).

Diikaz. 7 tadkové linearity determinantu, disledku a prvni elementarni
upravy dostavame

Al* Al*
det(A") = det | Aix + @A | =det(A) +det | adj. | = det(A) + a0 = d8t(A).

An* An*
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Vyse zminénéd pozorovani maji nékolik dusledku: Pro libovolnou matici A €
T je det(aA) = a’ det(A). Déle, obsahuje-li A nulovy fadek nebo sloupec, tak
det(A) = 0.

Hlavni vyznam vlivu elementarnich uprav na determinant je, ze determinanty
muzeme pocitat pomoci Gaussovy eliminace:

Algoritmus 9.6 (Vypocet determinantu pomoci REF). Preved matici A do
odstupniovaného tvaru A’ a pamatuj si piipadné zmény determinantu v koeficientu
c; pak det(A) je roven soucinu ¢! a diagonalnich prvki matice A’

9.2 Dalsi vlastnosti determinantu

Véta 9.7 (Kriterium regularity). Matice A € T"*" je requldrni prdavé tehdy, kdyz
det(A) # 0.

Diikaz. Prevedeme matici A elementarnimi dpravami na odstupiiovany tvar A’
ty mohou ménit hodnotu determinantu, ale nikoli jeho (ne)nulovost. Pak A je
regularni pravé tehdy, kdyz A’ mé na diagonéle nenulova ¢isla. ]

Poznamka 9.8 (Mira regularity). Véta umoznuje zavést jakousi miru regu-
larity. Cim je det(A) blize k 0, tim je matice A bliz k néjaké singularni matici.
Prikladem je Hilbertova matice H,, (viz ptiklad B.41l), které je Spatné podminéna,
protoze je ,skoro“ singularni. Skutecné, jak ukazuje tabulka, determinant matice
je velmi blizko nule.

n  det(H,)
4 ~ 1077
6 ~ 10718
8 ~ 10—33
10 ~ 10723

Tato mira neni ale ideélni (lepsi je napf. pomoci vlastnich nebo singularnich ¢isel,
viz sekce [[3.0), protoZe je hodné citliva ke skalovani. Uvazujme napt. matici 0.17,,
pro niz det(0.17,) = 107". Prestoze 10™" mize byt libovolné malé ¢islo, samotné
matice ma k singularni relativné daleko.

Véta 9.9 (Multiplikativnost determinantu). Pro kazdé A, B € T"*" plati det(AB) =
det(A) det(B).
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Diikaz. (1) Nejprve uvazujme specialni piipad, kdyz A je matice elementarni
upravy:
1. A = Ei(a), vynasobeni i-tého radku ¢islem «. Pak det(AB) = adet(B) a
det(A) det(B) = adet(B).
2. A = Ejj, prohozeni i-tého a j-tého fadku. Pak det(AB) = —det(B) a
det(A) det(B) = —1det(B).

3. A = E;j(«), pricteni a-nésobku j-tého fadku k i-tému. Pak det(AB) =
det(B) a det(A) det(B) = 1det(B).

Tedy rovnost plati ve vSech pripadech.

(2) Nyni uvazme obecny piipad. Je-li A singularni, pak i AB je singularni
(véta B.23)) a tedy podle véty 0.1 je det(AB) = 0 = 0det(B) = det(A) det(B).
Je-li A regularni, pak jde rozlozit na souc¢in elementarnich matic A = F; ... E}.
Nyni postupujme matematickou indukei, pfipad £ = 1 mame vyfeseny v bodé (1),
takze se vénujme indukénimu kroku. Podle indukéniho predpokladu a z bodu (1)
dostavame

det(AB) = det(Ey(E; . .. EyB)) = det(Ey) det((Es . . . E,)B)
= det(El) det(Eg ce Ek) det(B) = det(ElEQ c. Ek) det(B)
= det(A) det(B). O

Diisledek 9.10. Bud A € T™ " requldrni, pak det(A™1) = det(A)~L.
Diikaz. 1 = det(I,) = det(AA™!) = det(A) det(A™1). ]
Nyni ukdzeme rekurentni vzorec¢ek na vypocet determinantu.

Véta 9.11 (Laplacetv rozvoj podle i-tého fadku). Bud A € T"*", n > 2. Pak
pro kazdé i =1,...,n plati

det(A) = (—1)"a;; det(A7),
j=1

kde AY je matice venikld z A vyskrtnutim i-tého vddku a j-tého sloupce.

Pozndamka. Podobné jako podle radku mizeme rozvijet podle libovolného sloupce.
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Diikaz. (1) Nejprve uvazujme piipad A; = e?, tj. i-ty radek matice A je jed-
notkovy vektor. Postupnym vyménovanim radka (i,7 + 1), (i + 1,7 + 2),

(n — 1,n) prevedeme jednotkovy vektor do posledniho Fadku. Podobné postupu-
jeme pro sloupce a j-ty sloupec prevedeme na posledni. Vyslednou matici ozna¢me

Al

A=

a znaménko determinantu se zméni koeficientem (—1)"=9+(=J) = (—1)"*J_ Nyni
mame

det(A) = (—1)"" det(A") = (=1)" Y " sgn(p) [ [ o s

PES, 1=1
n—1
= (=)™ > sgn(p) [ [ al e = (—1)" det(AY).
pip(n)=n =1

(2) Nyni uvazme obecny pripad. Z tadkové linearity determinantu a z pred-
choziho dostavame

det(A)=det [ai; O ... O) +...+det| 0O ... 0 aj

= au(—l)iﬂ det(Ail) + ...+ am(_l)i—kn det(Am) 0

Priklad 9.12 (Laplacetv rozvoj podle 4. fadku).

13 ?1’ ‘21 2 3 4 13 4
=(-D*t.0-12 1 2/ +(-D**.2.]1 1 2
29 55 555 2 55
02 —4 —4
12 4 123
+ (=D (=4) -1 2 2]+ (=DM (—4) -1 2 1
2 55 2 55

=0+2-4+4-2—-4-2=8 ]
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Nasledujici véta dava explicitni vzorec¢ek na feseni soustavy s regularni matici.
Matice A + (b — A,;)el ve vyrazu predstavuje matici A, ve které nahradime i-ty
sloupec vektorem b.

Véta 9.13 (Cramerovo pravidlo). Bud A € T™" reguldrni, b € T". Pak Tesent
soustavy Ax = b je ddno vzorcem

. det(A + (b — Au)el)
C det(A) ’

1=1,...,n.

Diikaz. Bud x FeSeni soustavy Ax = b; diky regularité A reSeni existuje a je jednoz-
nacné. Rovnost rozepiseme 22:1 Ayjx; = b. Ze sloupcové linearity determinantu
dostaneme

det(A + (b — Ay)el) = det(Au] ... |b] ... |As) = det(Ay] .. .| > iy Ayl [An)
= det(Aa|...[Ay] ... [Au)z;
j=1
Nyni stac¢i obé strany podélit ¢islem det(A) # 0. O

Cramerovo pravidlo z roku 1750 (i kdyz bylo zndmo uz diive) je pojmenovano
po Svycarském matematikovi Gabrielu Cramerovi. Ve své dobé to byl popularni
nastroj na reseni soustav linearnich rovnic, dnes mé vyznam spiSe teoreticky. Mimo
jiné ukazuje a dava:

e Explicitni vyjadreni feSeni soustavy linearnich rovnic.

e Spojitost reSeni vzhledem k prvkium matice A a vektoru b.

Formalné, zobrazeni (A,b) — A~lb je spojité na definicnim oboru reg-
ularnich matic A. To je snadné nahlédnout, protoze podle Cramerova pravidla
pocitadme jednotlivé slozky TeSeni pouze pomoci aritmetickych operaci.

e Odhad velikosti popisu Teseni z velikosti popisu vstupnich hodnot.
Potiebujeme-li k zépisu vstupnich hodnot soustavy Az = b (tj., k zapisu
aij, b;) celkem K bitd, tak jeji feSeni mé zapis pomoci polynomialné mnoha
bitid vzhledem ke K. To da trochu vice prace nahlédnout, ale je to dulezité
pozorovani, protoze nam zarucuje omezenou velikost zapisu reseni.
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P#iklad 9.14 (Cramerovo pravidlo). ReSeni soustavy rovnic
1 2 3|1
1 2 1|3
25 54
spoc¢itame po slozkach
1 2 3 113 1 21
3 21 1 31 1 2 3
4 5 5 4 2 45 2 2 5 4 —2
.’L’l: :—:2’ xz_ :—:1, .’1]3_ = :—1,
1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2
1 21 1 21 1 21
255 25 5 255 -

9.3 Adjungovani matice

Adjungované maticd! tizce souvisi s determinanty a maticovou inverzi. Vyuzijeme
ji pfi odvozovéani Cayleyho—Hamiltonovy véty (vétaI0.17), ale ¢tenaf se s ni muze
potkat napt. v kryptografii nebo pii odvozovani vzorecku pro derivaci determi-
nantu.

Definice 9.15 (Adjungovana matice). Bud A € T"*" a n > 2. Pak adjungovand
matice adj(A) € T™" mé slozky

adj(A);; = (=1)" det(A”), 4,j=1,...,n,
kde A7 opét znadi matici vzniklou z A vyskrtnutim j-tého fadku a i-tého sloupce.

Véta 9.16 (O adjungované matici). Pro kaZdou matici A € T™" plati Aadj(A) =
det(A)1,.

Dikaz. Odvodime

(Aadj(A))i; = Z Aipadj(A)y; = Z Age(—1)"7 det(47F) = {
k=1

k=1

det(A), proi=j,
0, pro ¢ # 7J.
Zduavodnéni posledni rovnosti je, ze pro i = j se jedna o rozvoj det(A) podle
j-tého radku. Pro 7 # j se zase jedné o rozvoj podle j-tého fadku matice A, v niz

ale nejprve j-ty radek nahradime ¢-tym. Tato matice bude mit dva stejné radky a
tim padem nulovy determinant. ]

DV angli¢ting adjugate, popf. adjoint.
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Pro regularni matici A je det(A) # 0 a vydélenim det(A) dostaneme explicitni
vzoretek pro inverzni matici A~1.

Disledek 9.17. Je-li A € T"™" reguldrni, pak A~! = m adj(A).

Priklad 9.18 (Adjungovana matice). Bud

123
A=11 21
2 55
Pak:
. 2 3
adJ(A)12: (—1)1+2 5 5| :5,
Celkem:
) 5 —4
adj(A)={-3 -1 2 |].
1 -1 0
Tedy:
1 1 5) 5 —4
At = adj(4)==|-3 -1 2 |.
det(A) i(4) 2(1 -1 0> O

9.4 Aplikace

Determinant se pouzivd napi. v teorii grafti pro vyjadfeni poctu koster grafu
[Matousek a Nesetril, 2009]. Véta o adjungované matici zase dava néasledujici charak-
terizaci celociselnosti inverzni matice.

Tvrzeni 9.19. Bud A € Z™". Pak A~' md celociselné hodnoty pravé tehdy, kdyz
det(A) = £1.

Diikaz. Tmplikace ,=*. Vime 1 = det(A) det(A™1). Jsou-li matice A, A~ celociselné,
pak i jejich determinanty jsou celociselné a tudiz museji byt rovny =+1.

Implikace ,,<=*. Vime Ai_jl = detl(A) (—1)" det(A7%). To je celo¢iselna hodnota,

jestlize det(A) = &1 a det(A’") je celé &islo. O
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Dalsi ukazka pouziti determinantu je v polynomech. Determinant z néasledujici
véty se nazyva rezultant a pouziva se napiiklad k feSeni nelinearnich rovnic.

Véta 9.20. Polynomy p(x) = apz” +...+a1x+ag, ¢(x) = bpa™+. ..+ bz +by
maji spolecny koren prave tehdy, kdyz

Ay Ap—1 (o)
an Ap—1 ap
a, Qp—1 ... ag| =0.
bm bm—l bl bO
bm bm—l bl bO

Diikaz. Polynomy p(z), g(x) maji spolecny kofen pravé tehdy, kdyz existuji (ne
oba trivialni) polynomy r(z), s(x) stupiit nanejvys m — 1,n — 1 takové, ze
r(x)p(x) + s(x)g(x) = 0. Pokud si neznamé polynomy vyjadiime jako r(x) =
Cn18" ez tcg, s(x) = dp 12"+ L+ di+dy, tak rovnost r(z)p(z) +
s(z)q(r) = 0 muzeme piepsat jako homogenni soustavu m + n rovnic s m + n

neznamymi ¢, _1, ..., ¢, dy_1,...,dy. Nenulové Teseni existuje praveé tehdy, kdyz
je matice singularni, neboli jeji determinant nulovy. Ve vété je pak determinant
transponované matice. []

Geometricka interpretace determinantu

Determinant ma pékny geometricky vyznam. Uvazujeme-li linearni zobrazeni x
Ax s matici A € R, pak geometrické télesa méni v tomto zobrazeni sviij ob-
jem s koeficientem |det(A)|. Uvazujeme nejprve speciélni pripad rovnobéznos-
ténu. RovnobéZnostén s linedrné nezavislymi hranami aq, . .., a,, definujeme jako
mnozinu {z € R"; x = > aza;, 0 < o < 1}

Véta 9.21 (Objem rovnobéznosténu). Bud A € R™™ a uwvazZujme rovnobéznostén
s hranami danymi Fadky matice A. Pak jeho objem je \/det(AAT). Specidlné, pro
m =n je objem | det(A)].

Pozndmka. Svou roli hraje nejen velikost determinantu A, ale také jeho znaménko;
to souvisi s poradim hran rovnobéznosténu jako radka matice A. Specidlné, pro
A € R¥3 je det(A) > 0 pokud radky A tvorf pravotocivou posloupnost vektori
(tzv. pravidlo palce), a det(A) < 0 pokud tvoii levoto¢ivou posloupnost.
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Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukeci podle m. Pro m = 1 je to zfejmé,
postupme k indukénimu kroku. Oznac¢me i-ty fadek matice A jako a; a definujme

matici

m—1
kterd vznikne z A odstranénim posledniho radku. Rozlozme a,, = b,, + ¢, kde
cm € R(D) a b, € R(D)* podle poznamky B30 Oznacme

a1
A=
a£f1
bm
/
/
/
QA bm
__________ .
0
“ Plocha zékladny: /det(DDT), vyska:
Rovnobéznostén ay, as, . . ., apn. 16|

Od A’ k A lze pfejit pomoci elementarnich fadkovych uprav, nebot k posled-
nimu radku staci pricist ¢,,, coz je linearni kombinace aq, ..., a,_1. Tedy existuji
elementarni matice En,..., E) tak, ze A = Ey... E, A", navic jejich determinant
je 1 protoze jen pric¢itaji nasobek radku k jinému. Nyni

det(AAT) = det(E; ... ELAATEF . EY)
= det(E}) ... det(Ey) det(A A7) det(EY) ... det(E]) = det(A'AT).

Dale,

. (D pDT Db\ (DD o
WA :(bg) (D" bm):(b%DT o) = (PR
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Tedy det(A’A™) = bLb, det(DDT) a odmocnénim /det( A’ AT = ||b,,||\/det(DDT).
To odpovidéa intuitivni predstavé objemu jako velikosti vysky krat obsah zak-
ladny. O

Poznamka 9.22 (Objem rovnobéznosténu a elementarni tpravy). Platnost véty Q.21]
1ze nahlédnout geometricky rozborem vlivu elementarnich uprav. V zasadé dikaz
véty jen technicky zpracovava nasledujici myslenky:

Uvazujme rovnobéznostén generovany fadky matice A € R"*" a chceme ukazat,
ze jeho objem je |det(A)|. Vime, Zze determinant se nezméni pokud na matici
provadime treti elementérni tipravu (pric¢teni nasobku jednoho radku k jinému).
Samotny rovnobéznostén se ale zméni. Pochopit, pro¢ objem zistava zachovan, je
snadné z geometrického nahledu: Pfi¢tenim nasobku fadku k jinému (napiiklad
poslednimu) znamené, Ze se rovnobé&znostén zkosi ¢i narovna, ale jeho zakladna i
vyska zustane stejna.

Predstavit si ostatni elementarni Gpravy je jesté snazsi: prohozeni fadki matice
A znamené preklopeni rovnobéznosténu a jeho objem se proto nezméni, a vyna-
sobeni radku matice A ¢islem « pak protahne rovnobéznostén v jednom sméru, a
tudiz se objem zméni a-krat.

Je-li matice A singularni, pak odpovidajici rovnobéznostén lezi v néjakém pod-
prostoru dimenze mensi nez n, a tudiz je jeho objem nulovy. Je-li matice A reg-
ularni, pak ji elementarnimi upravami prevedeme na jednotkovou matici — odpovi-
dajici rovnobéznostén je jednotkové krychle, a ta méa objem 1.

Poznamka 9.23 (Objem jinych geometrickych téles). Bud A € R™". Jak jsme
jiz. zminili, objem geometrickych téles se pti zobrazeni x — Ax méni s koeficientem
| det(A)|. Krychle o hrané 1 se zobrazi na rovnobéznostén o hranach, které odpovi-
daji sloupciim matice A, a jeho objem je proto | det(AT)| = |det(A)|. Tuto vlast-
nost mizeme zobecnit na ostatni ,rozumna“ geometricki télesa, protoze kazdé
Ize aproximovat krychlickami, a jejich obraz je tedy aproximovan rovnobéznos-
tény a zména objemu je ptiblizné | det(A)|. Postupnym zjemiiovanim aproximace
dostaneme limitnim prechodem vysledny pomeér.

Piiklad 9.24 (Geometrické interpretace determinantu). Obraz jednotkové krychle
pri zobrazeni x — Ax:
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1T A
0,0,1) £ =~ —_—
|£44
(1,0,0)
objem =1 objem = |det(A)]

Obraz geometrického télesa pri zobrazeni x — Ax:

objem =V objem = | det(A)| -V [

Determinanty se pouzivaji pii feSeni jesté mnoha dalsich geometrickych prob-
lémi [Berger, [1987; Dattorrad, 2011; Ratschek and Rokne, 2003]. Vypoctem deter-
minantu tak napriklad snadno rozhodneme, zda dany bod v roviné lezi uvnitt ¢i
vné kruznice zadané svymi tfemi body, a podobné ve vyssich dimenzich.

Zminme tulohu, kterd souvisi s objemem rovnobéznosténu, a to urceni objemu
mnohosténu s n + 1 vrcholy v R". Bez tjmy na obecnosti necht je jeden vrchol ag
v pocatku a ostatni maji pozice ay, ..., a, € R". Definujme matici A € R™*" tak,
ze jeji sloupce jsou vektory aq,...,a,. Pak objem mnohosténu je %\ det(A)|, cili
tvori jen ¢ast rovnobéznosténu danou faktorem 1 : n!.

Ptedchozi zplisob vypoctu objemu mnohosténu predpokladal, Ze zndme pozice
jednotlivych vrcholi v prostoru R". V nékterych piipadech (napt. molekularni
biologie) jsou ale znamy pouze vzdalenosti d;; = ||a; — ;|| mezi jednotlivymi
vrcholy, tj. délky hran mnohosténu. V tomto pripadé spocitame objem pomoci
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tzv. Cayleyho—Mengerova determinantu jako

o1 1 1 ... 1
10 &2 &y ... &
(_1)n—1 1
2n(nh)? |1

&0 &y ... &
B2 0 ... A

2y 2, &0

—_ .

Problémy
9.1. Dokazte multiplikativnost determinantu pfimo ze sloupcové linearity deter-
minantu.

9.2. Dokazte, ze v kazdém kroku Gaussovy—Jordanovy eliminace se kazdy nenulovy
prvek matice da vyjadrit bud jako determinant, nebo podil dvou determi-
nanti podmatic piivodni matice.

9.3. Pomoci Cramerova pravidla odvodte vzorec pro inverzni matici a porovne-
jte jej s adjungovanou matici.

9.4. Pomoci véty o adjungované matici odvodte Cramerovo pravidlo.
9.5. Rozhodnéte, zda adj(AB) = adj(BA) pro libovolné matice A, B € R"*".

9.6. Uvazujme determinant jako funkci R"*" — R. Urcete parcialni derivaci
det(A) podle a;; a sestavte matici parcialnich derivaci.
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Kapitola 10

Vlastni c¢isla

Vlastni ¢isla (diive téz nazyvané ,charakteristicka ¢isla*), podobné jako deter-
minant, predstavuji uréitou charakteristiku matice. Narozdil od determinantu je
jejich vyznam jesté dalekosahlejsi.

Definice 10.1 (Vlastni ¢isla a vlastni vektory). Bud A € C"™*". Pak A € C je
vlastni ¢islo matice A a x € C" jemu prislusny vlastni vektor, pokud Az = Az,

x # o.

Poznamenejme, Ze x # o je nezbytna podminka, protoze pro x = o by rovnost
byla trividlné splnéna pro kazdé A € C. Na druhou stranu, A = 0 klidné miize
nastat.

Pov§imnéme si déle, ze vlastni vektor pfi daném vlastnim c¢isle neni urcen
jednoznacné — kazdy jeho nenulovy nasobek je také vlastnim vektorem. Nékdy se
proto vlastni vektor normuje tak, aby ||z| = 1.

Ptirozené, vlastni ¢isla a vektory lze definovat stejné nad jakymkoli jinym
télesem. My ziistaneme u R resp. C. Jak uvidime pozdéji, komplexnim ¢isliim se
nevyhneme i kdyz matice A je realna.

Vlastni ¢isla se daji zavést i obecnéji. Bud V' vektorovy prostor a f: V — V
linearni zobrazeni. Pak A je vlastni ¢islo a x # o pfislusny vlastni vektor, pokud
plati f(z) = Az. My se vSak vesmés budeme zabyvat vlastnimi ¢isly matic, pro-
toze vzhledem k maticové reprezentaci linearnich zobrazeni mizeme tilohu hledani
vlastnich ¢isel a vektori linearnich zobrazeni redukovat na matice.

Piiklad 10.2 (Geometricka interpretace vlastnich ¢isel a vektori). Vlastni vektor
reprezentuje invariantni smér pii zobrazeni x — Az, tedy smér, ktery se zobrazi
opét na ten samy smér. Jinymi slovy, je-li v vlastni vektor, pak piimka span{v} se
zobrazi do sebe sama. Vlastni ¢islo pak predstavuje skalovani v tomto invariantnim
smeru.

155
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e Pieklopeni dle pfimky y = —x, matice zobrazeni A = ( 0 _1>:

-1 0
e Y
- vlastnf ¢islo 1, vlastni vektor (—1,1)7,
o Yy
- vlastni ¢islo—1, vlastnf vektor (1,1)7.
V=

e Rotace o thel 90°, matice zobrazeni A = <(1) _01>:

yl\

/‘\o

zadnd realna vlastni ¢isla.

Véta 10.3 (Charakterizace vlastnich ¢isel a vektori). Bud A € C"*". Pak
(1) X € C je vlastnim ¢islem A prdvé tehdy, kdyz det(A — AI,,) = 0,
(2) v € C" je vlastnim vektorem prislusnym k vlastnimu cislu A € C pravé
tehdy, kdyz o # x € Ker(A — A\I,,).
Diikaz.
(1) A € C je vlastnim ¢islem A pravé tehdy, kdyz Ax = Al,x, x # o, neboli
(A= Xl,)x = o,  # o, coz je ekvivalentni singularité matice A — A\, a
to zase podmince det(A — A\[,,) = 0.
(2) Analogicky, z € C" je vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu A € C pravé
tehdy, kdyz (A — A\IL,)x = o, © # o, tedy x je v jadru matice A — A\I,,. O
Diisledkem véty je, ze k danému vlastnimu ¢islu A piislusi dim Ker(A — A1) =
n —rank(A — Al,) linearné nezavislych vlastnich vektort.
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10.1 Charakteristicky polynom

Definice 10.4 (Charakteristicky polynom). Charakteristickij polynom matice A €
C"*" vzhledem k proménné A je pa(A) = det(A — A1,,).

7 definice determinantu je patrné, ze charakteristicky polynom se d& vyjadrit
ve tvaru

pa(N) =det(A — ML) = (=1)"\" + a1 NP+ L+ ai )\ + ag.

Tedy je to skutecné polynom a ma stupen n. Snadno nahlédneme, Ze a,_ 1 =
(—1)"Yay + ...+ @) a po dosazeni A = 0 ziskdme ag = det(A).

Podle zakladni véty algebry (véta[l.T]) ma tento polynom n komplexnich kotent
(véetné nasobnosti), ozna¢me je A1, ..., \,. Pak

pa(A) = (=1)"(A = A1) .. (A = M)

Vidime tedy, ze kofeny pa(A) odpovidaji vlastnim ¢islim matice A, a vlastnich
¢isel je n (vCetné nasobnosti).

Véta 10.5. Viastni cisla matice A € C™" jsou prdve koteny jejiho charakteri-
stického polynomu pa(X), a je jich n véetné ndsobnosti.

Definice 10.6 (Algebraicka a geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla). Bud A € C
vlastni ¢islo matice A € C™*". Algebraickd ndsobnost A je rovna nasobnosti A
jakozto kofene pa(N). Geometrickd ndsobnost A je rovna n — rank(A — A1I,), tj.
poc¢tu linedrné nezavislych vlastnich vektort, které odpovidaji A.

Algebraicka nasobnost je vzdy vétsi nebo rovna geometrické nasobnosti, coz
vyplyne v sekci [10.4l Nadale budeme pojem nasobnost pouzivat pro algebraickou
nasobnost.

Definice 10.7 (Spektrum a spektralni polomér). Necht A € C"*" mé vlastni ¢isla
A1, - -5 An. Pak spektrum matice A je mnozina jejich vlastnich éisel {Aq,..., A\ }
a spektrdlng polomer je p(A) = max;—1__n |\il.

Pocitat vlastni ¢isla jako kotfeny charakteristického polynomu neni piilis efek-
tivni. Navic, jak vime ze sekce[LL4], pro kofeny polynomu neexistuje zadny vzorecek
ani konecny postup a pocitaji se iterativnimi metodami. Totéz plati i o vlastnich
¢islech (uvidime ve vété [[0.15)). Zde nepomiize ani jindy tak oblibena a vSestranné
Gaussova eliminace. Nicméné pro nékteré specidlni matice mizeme vlastni ¢isla
urcit snadno.
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Priklad 10.8 (Vlastni ¢isla trojuhelnikové matice).

e Necht A € C"" je trojuhelnikova matice. Pak jeji vlastni ¢isla jsou prvky
na diagonéle, nebot det(A — A\[,) = (a11 — A) ... (@pn — A).

e Specialné, [, ma vlastni ¢islo 1, které je n-nasobné. Mnozina piislusnych
vlastnich vektori je R™ \ {o}.

e Specialné, 0, mé vlastni ¢islo 0, které je n-nasobné. Mnozina prislusnych
vlastnich vektoru je R" \ {o}.

e Specialné, matice (§ 1) ma vlastni ¢islo 1, které je dvojnasobné (algebraicky).
Odpovidajici vlastni vektor je az na nasobek pouze (1,0)T, proto je geomet-
rickd nasobnost vlastniho ¢isla 1 pouze jedna. ]

Priklad 10.9. Mé&jme matici A = <(1) _01> z prikladu 10.2] Pak

pa(A) = det(A — AI,) = det (_1>\ :i) =\ + 1.

Koreny polynomu, a tedy vlastnimi ¢isly matice A, jsou +¢. Vlastni vektor piis-
lusny 7 je (1, —i)T a vlastni vektor pifslusny —i je (1,4)7. O

Pro nésledujici pfipomenme, Ze trace(A) znaci stopu matice A, ¢ili soucet
diagonalnich prvki A.

Véta 10.10 (Soucin a soucet vlastnich ¢isel). Bud A € C™" s vlastnimi cisly
Ay ooy Ap. Pak

(1) det(A) = A ... )\,

(2) trace(A) =M+ ...+ Ay

Diikaz.
(1) Vime, ze det(A — A,) = (—=1)"(A — A1) ... (A — A,). Dosazenim A = 0
dostavame det(A) = (=1)"(=A1) ... (=A\n) = A1 A\
(2) Porovnejme koeficienty u A" ! riznych vyjadreni charakteristického poly-
nomu. V rozvoji det(A — Al,) dostavame, Ze koeficient vznikne pouze

ze soucinu (a;; — A)... (@, — A), a ma hodnotu (—1)"Y(ay; + ... +
ann). Koeficient u A"t v rozvoji (—=1)"(A — A1) ... (A — \,) je ocividng
(=1)"(=A1 — ... — A,). Porovnanim tedy (—1)""Y(ai; + ... + apn) =

(1) (=M1 — .. — ). O
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Poznamenejme, Ze porovnanim koeficienti u jinych ¢lent charakteristického
polynomu dostaneme dalsi vztahy mezi prvky matice A a vlastnimi cisly, ale jiz
trochu komplikovanéjsi.

Véta 10.11 (Vlastnosti vlastnich ¢isel). Necht A € C"™"™ md vlastni ¢isla Ay, . . ., A
a jim odpovidajict vlastni vektory x1, ..., x,. Pak:

(1) A je reguldrni pravé tehdy, kdyz 0 nent jeji vlastni cislo,

e-li A requldarni, pak A= md vlastni ¢isla Ay, ..., A\, a vlastni vektor
2) je-li A requldrni, pak A~ md vlastni cisla \[* A lastni vektory

L1y yTp,

ma vlastni cisla A{, ..., \; a vlastni vektory x1, ..., x,,

3) A% md vlastni cisla \? M2 a vlastni vekt

aA ma vlastni cisla ah, ..., a\, a viastni vektory xi, ..., T,,
4) oA md vlastni cisla a A lastni vektory
(5) A+ al, mad vlastni ¢isla A1 + o, ..., Ay + a a vlastng vektory xq, ..., x,,
(6) AT md vlastni ¢isla My, . .., N\, ale vlastni vektory obecné jiné.

Diikaz. Dokédzeme prvni dvé tvrzeni, ostatni nechame ¢tenari na rozmysleni.
(1) A mé vlastni ¢islo 0 pravé tehdy, kdyz 0 = det(A — 01,,) = det(A), neboli
kdyz A je singularni.

(2) Pro kazdé i = 1,...,n je Ax; = \x;. Pienasobenim A~! dostaneme z; =
NiA™1z; a vydélenim \; # 0 pak A~ la; = )\i_lxi. ]

V nasledujici vété je dulezité, ze matice A je realna, pro komplexni uz tvrzeni
neplati.

Véta 10.12. Je-li A € C vlastni cislo matice A € R"™", pak i komplexné sdruzené
A je vlastnim cislem A.

Diikaz. Vime, 7e A je kotenem pa(A) = (—=1)" A" +a, (A" 1 +...+ a1 +ag = 0.
Ko_mplexnim sdruieni’m obou stran rovnosti mame (—1)"71 + an_1X”‘1 + ...+
a1A +ag = 0, tedy i A je kofenem p4(A). H

Piiklad 10.13. Spektrum realné matice je tedy mnozina symetrickd podle realné
osy. Komplexni matice mtizou mit za spektrum jakychkoli n komplexnich ¢isel.
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Spektrum realné matice A

‘Re

]

Nyni ukdZeme, Ze vypocet kofenti polynomu lze prevést na tlohu hledani vlast-
nich ¢isel urcité matice.

Definice 10.14 (Matice spoleénic). Bud p(z) = 2"+ a, 12" +. . .+ a1z +ao.
Pak matice spolecnice polynomu p(x) je ¢tvercova matice fadu n definovana

O ... ... 0 —aqag
1 . : —Qaq
Cp)=10 . . ' —ay
N :
0 ... 0 1 —ap

Véta 10.15 (O matici spolecnici). Pro charakteristicky polynom matice C(p) plati
pop)(A) = (—1)"p(N), tedy viastni cisla C(p) odpovidaji koteniim polynomu p(\).

Diikaz. Upravme

A ... ... 0 —ay

1 - : _ay
Po(N) = det(C(p) = AI,) =det | 0 . . —ay

SR :

0O ... 0 1 —a,-1—2X

DV angli¢ting companion matriz. V &estiné se pouzivaji rizné terminy, napf. doprovodna matice polynomu,
matice pfidruzena polynomu atd. Pojem matice spolecnice zacal pouzivat nezéavisle autor a néktefi pracovnici
jinych 8kol.
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Pri¢tenim A-nésobku posledniho rfadku k pfedposlednimu, pak A-nasobku pred-
posledniho fadku k predpredposlednimu, atd. dostaneme

(0 cee ... 0 —p(A)
1 - : :
pc(p)(A) =det | 0

R .0 —an_2—an_1)\—)\2
\0 ... 0 1 g — A

Laplaceovym rozvojem podle prvniho Fadku pak pogy)(A) = (—1)" 1 (—p(X)) det(L,-1) =

(=1)"p(A). [

Véta ma mj. za disledek, ze uloha hledani korenti realnych polynomi a vlast-
nich ¢isel matic jsou na sebe navzajem prevoditelné: Véta redukuje hledani
vlastnich ¢isel matice na hledéni kofenii polynomu, a véta to déla naopak.
S ohledem na poznamku [[.2 to znamena, Zze vlastni ¢isla obecné muzeme pocitat
pouze numericky, zadny kone¢ny postup neexistuje (praktické numerické metody
jsou ale efektivni). Zatimco vlastni Cisla se pres koreny charakteristického poly-
nomu v praxi nepocitaji, opac¢ny postup pouzitelny je (i kdyz se vyuzivaji spis
specializované metody). Zajimavosti je, Ze napt. Matlab pocita charakteristicky
polynom p4(A) matice A tak, Ze najde vlastni ¢isla A1, ..., A\, a pak roznasobi
dvojcleny ve vyrazu pa(A) = (=1)"(A = A1) ... (A= \y).

10.2 Cayleyho—Hamiltonova véta

Priklad 10.16. Abychom lépe porozuméli nasledujici vété, uvadime priklad poly-
nomialni matice a maticového polynomu

A2 — X 2\-3 Y 10 L —1 2 i 0 -3
7 5\ —4) 05 0 O 7T —4)
Jsou to dva zapisy stejné matice s parametrem A, a muzeme jednoduse prevést
jeden zapis na druhy. V riznych situacich byva uziteény jeden ¢i druhy tvar. O

Nasledujici vétu formulujeme pro komplexni matice, ale jeji platnost je Sirsi
— plati nad libovolnym télesem a dokonce jesté obecnéji nad tzv. komutativnimi
okruhy [Horn and Johnson, [1985].
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Véta 10.17 (Cayleyho—Hamiltonov). Bud A € C™" a pa(N\) = (=1)"\" +
A NP4+ a )+ ag. Pak

(—1)"A" + ap A"+ 4+ A+ agl, = 0.
Diikaz. Vime, ze pro adjungované matice plati (A —AI,) adj(A — Al,,) = det(A —
A1, Kazdy prvek adj(A — A1) je polynom stupné nanejvys n — 1 proménné
), takZe se da vyjadrit ve tvaru adj(A — Al,) = A 1B, + ...+ ABy + By pro

urcité B, _1,..., By € C"". Dosazenim mame

(A= ALY\ 'B,_1 + ...+ ABy + By) = det(A — \I,,)1,
- ((_1)71)\71 + an—lAn_l +... .+ al)\ + ao)fn.

Roznasobenim

— B, A"+ (ABn_l — Bn_2)>\n_1 + ...+ (ABl — Bo)>\ + AB,
= (—=1)"N"L, 4+ ap_ N L, 4 .+ ag M, + agl,.

Porovnanim koeficient

_Bn—l — (_1)71]”’
ABj—Bj_lzajIn, j:].,...,n—l,
AB() = CL()]n.

Vynéasobme prvni rovnici A”, dalgi A’ a posledni A° = I,,. Se¢tenim pak ziskdme

—A"B,,_1 + (Aan_l — An_an_Q) + ...+ (A2B1 — AB()) + ABy =
=0=(-1"A"+a,1A" ' + ...+ a1 A+ ayl, O
Zkracené muzeme tvrzeni Cayleyho—Hamiltonovy véty vyjadrit jako pa(A) =

0, tj. matice je sama kofenem svého charakteristického polynomu. Ptestoze véta
muze pusobit jenom jako matematicka zajimavost, ma netrivialni disledky:.

Ddsledek 10.18. Bud A € C"™". Pak:

(1) Pro kazdé k € N je A* € span{I,, A, ..., A" '}, tedy A* je linedrni kom-
binaci matic I,, A, ..., A" L.

2) Arthur Cayley objevil tuto identitu r. 1858, William Rowan Hamilton nezavisle na ném r. 1853, oba pouze

pro fad 3. Na vyssi fady ji zobecnil az Ferdinand Georg Frobenius r. 1878.
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(2) je-li A requldrni, pak A™' € span{I,, A,..., A" 1},

Diikaz.
(1) Staci uvazovat k > n. P¥i déleni polynomu A* polynomem p4()) se zbytkem
tak vlastné polynom A rozlozime M\ = r(\)pa(\) + s()), kde r(\) je
polynom stupné k —n a s(A) = b, 1 A" 1+ ...+ b\ + by je zbytek. Pak

AF = 1r(A) pa(A) + s(A) = s(A) = b1 A"+ ..+ b A+ by,

(2) Vime pa(A) = (=1)"A" + a, 1 A" P+ ...+ a1A+apl, = 0aay # 0
z regularity A. Tedy

ao ao T a
—A _ﬂAn—l_@An—Q_ Y
o a0 T )
Tudiz vynasobenim A~! dostavame
A—lz_ﬂAn—l_@An%_ Y O
~ ” Tt

Podle tohoto disledku lze velkou mocninu A* matice A spoéitat alternativné
tak, Ze najdeme piislusné koeficienty charakteristického polynomu a vyjadiime A*

jako linearni kombinaci I,,, A, ..., A" 1,
Podobné miizeme vyjadiit i A~!, a tim padem vyjadfit feseni soustavy Az = b
s regularni matici jako A='b = 2 (—(=1)"A""'b — ... — a1b). Podobny piistup

ao
se obCas pouziva pro TeSeni velmi rozmérnych soustav rovnic (tzv. Krylovova

metoda), ale tam se uvazuje trochu jiny polynom nizsiho stupné.

10.3 Diagonalizovatelnost

Pii TesSeni soustav linearnich rovnic pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace jsme
pouzivali elementarni fadkové upravy. Ty neméni mnozinu feSeni a upravi matici
soustavy na tvar, ze kterého snadno vycteme feseni. Je ptirozené hledat analogické,
spektrum neménici, upravy i na problém pocitani vlastnich ¢isel. Elementéarni
radkové upravy pouzit nelze, protoze ty méni spektrum. Vhodnou transformaci
je tzv. podobnost, protoze ta spektrum neméni. A pokud se nam podaii touto
transformaci prevést matici na diagonalni tvar, mame vyhrano — na diagonale
jsou hledané vlastni ¢isla.
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Definice 10.19 (Podobnost). Matice A, B € C™*" jsou podobné, pokud existuje
regularni S € C™" tak, 7e A = SBS™!.

Podobnost jde ekvivalentné definovat vztahem AS = SB pro néjakou regularni
matici S. Timto pfepisem muzeme i najit matici S, skrze kterou jsou A, B podobné
(vice viz Bec¢vai [2005]).

Priklad 10.20. Matice

jsou si podobné skrze matici S = ({}).

Véta 10.21 (Vlastni ¢isla podobnych matic). Podobné matice maji stejnd vlastni
cisla.

Diikaz. Bud A = SBS™L. Pak
pa(A) = det(A — AI,,) = det(SBS™' — AS1,,S7') = det(S(B — A\I,,)S™)
= det(S) det(B — AI,,) det(S™1) = det(B — \I,,) = pp()).
Obé matice maji stejné charakteristické polynomy, tedy i vlastni ¢isla. ]

Priklad 10.22. Ukazte, ze podobnost jako binarni relace je reflexivni, symetricka
a tranzitivni. Tedy jedné se o relaci ekvivalenci. ]

Uvédomme si, ze véta nefika nic o vlastnich vektorech, ty se ménit mohou.
Vlastni ¢isla se ale podobnostni transformaci neménti, tedy jestlize matici A prevedeme
podobnostni transformaci na diagonalni ¢i obecnéji trojihelnikovou, tak na di-
agonale najdeme jeji vlastni cisla.

Definice 10.23 (Diagonalizovatelnost). Matice A € C"*" je diagonalizovatelnd,
pokud je podobné néjaké diagonélni matici.

Priklad 10.24. Ne kazda matice je diagonalizovatelna, napf.

01
=0 0)
neni. Jeji vlastni ¢islo (dvojnasobné) je 0. Pokud by A byla diagonalizovatelna,
pak by byla podobna nulové matici, tedy A = S0S5~! = 0, coZ je spor. O



10.3. Diagonalizovatelnost 165

Véta 10.25 (Charakterizace diagonalizovatelnosti). Matice A € C"*" je diago-
nalizovatelnd prave tehdy, kdyZ md n linedrné nezdavislyjch vlastnich vektori.

Diikaz. Implikace ,=. Je-li A diagonalizovatelna, pak A = SAS™! kde S je reg-
ularni a A diagonalni. Rovnost prepiseme AS = SA a porovnanim j-tych sloupcu
dostaneme

AS*j — (AS)*] = (SA)*j = SA*] = SAjjej = AjjS*j,
coz muzeme nazorné zapsat jako

| | | |
AS=A|Sa ... Sw| = | (A11Sa) ... (AwmSwn) | = SA.

Tedy Aj; je vlastni ¢islo a S,; je piislusny vlastni vektor. Sloupce matice S jsou
linearné nezavislé diky jeji regularité.

Implikace ,,<=*. Analogicky opa¢nym smérem. Necht A ma vlastni ¢isla Ay, ..., A\,
a jim prislusi linedrné nezavislé vlastni vektory xi,...,z,. Sestavme regularni
matici S = (z1 | -+ | #,) a diagonalni A := diag(\, ..., \,). Pak

(AS).j = AS,; = Axj = Ny = Aj;Siy = S(Ajje5) = SNy = (SA)y;.
Tedy AS = SA, z ¢ehoz A = SAS—L. ]

Diikaz véty byl konstruktivni, tedy dava navod jak diagonalizovat matici ze
znalosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti. Podobné i naopak ze znalosti diago-
naliza¢niho rozkladu A = SAS™! snadno uré¢ime vlastni vektory (jsou to sloupce
matice S v poradi odpovidajicim vlastnim ¢isliim na diagonale A).

Jiny pohled na diagonalizaci je geometricky: vime, Ze vlastni vektor predstavuje
invariantni smér pii zobrazeni x — Ax. Nyni si pfedstavme, ze A predstavuje
matici néjakého linedrntho zobrazeni f: C" — C" vzhledem k bazi B. Bud S =
wlid] 5 matice pfechodu od B k jiné bazi B'. Pak SAS™ = plid|p 5|flg plidlp =
wlf]p je matice zobrazeni f vzhledem k nové bazi B’. Nyni diagonalizovatelnost
muzeme chapat jako hledani vhodné baze B’, aby piislugna matice byla diagonalni,
a tak jednoduse popisovala chovani zobrazeni.

Piiklad 10.26 (Geometricka interpretace diagonalizace). Bud

()
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Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A jsou:
M=4, 2= (1DT, N=2 z=(-1,1)T.

Diagonalizace ma tvar:

Cenelt (1 =1\ [4 0\ /[ 3
oot =(13) (02) (4

Geometrickéd interpretace: v souradném systému vlastnich vektort je matice zo-
brazeni diagonélni a zobrazeni predstavuje jen skalovani na osach. Na obrazku dole
je znézornény jednotkovy Ctverec a jeho obraz pii zobrazeni x — Ax. Nalevo je
situace, kdy pracujeme v souradném systému kanonické baze, a napravo v soufad-
ném systému baze z vlastnich vektor.

DN D=
v

) )

0 1 x T

]

Nyni ukdZeme, Ze riznym vlastnim ¢isliim odpovidaji linearné nezavislé vlastni
vektory.

Véta 10.27 (Vlastni vektory riznych vlastnich ¢isel). Necht' A1, ..., Ai jsou navzd-
jem riznd vlastni ¢isla (ne nutné vsechna) matice A € C"". Pak odpovidajict
vlastni vektory x4, ..., xy jsou linedrné nezduvislé.

Diikaz. Matematickou indukcei podle k. Pro k = 1 zfejmé, nebot vlastni vektor je
nenulovy.
Indukéni krok k£ <— k — 1. Uvazme linearni kombinaci

oa1xr] + ...+ apxr = o. (10.1)
Pak prendsobenim matici A dostaneme

Al + .o+ apzg) = Az + .o+ Az = ag iz + ..+ apAgxg = o.
(10.2)
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Odectenim Aj-nasobku (I0.I) od (I0.2)) dostaneme
&1()\1 — )\k)xl + ...+ @k—l()\k—l — )\k)xk_l = o.

Z, indukéntho predpokladu jsou xq,...,xr_1 linedrné nezavislé, tedy a; = ... =
a1 = 0. Dosazenim do (I0.1]) mame ayxp = o, neboli oy, = 0. N

Dusledek 10.28. Pokud matice A € C™" md n navzdjem riznych vlastnich
cisel, pak je diagonalizovatelnd.

Nyni predvedeme nékolik teoretickych i praktickych aplikaci diagonalizace.

Piiklad 10.29 (Mocnina matice). Bud A = SAS™! diagonalizace matice A €
C™" Pak A% = SAS1SAS™! = SA257L. Obecngji:

Moo
AP =8SAFS =510 - o |Sh
0 0 M
Miuzeme studovat i asymptotické chovani. ZjednoduSeneé:
lim AP =8 0 0 St
o 0 0 limg o AF
0, pokud p(A) < 1,
= ¢ diverguje, pokud p(A) > 1,

konverguje / diverguje, pokud p(A) = 1.
Pripad p(A) = 1 se neda obecné rozhodnout: Pro A = I,, matice konverguje k 1,,,
pro A = —1I,, matice osciluje mezi I,, a —1I,. ]

Véta 10.30. Bud A, B € C"". Pak matice AB i BA maji stejnd vlastni ¢isla

véetné ndasobnosti.
AB 0 0 0
B o) P \B BA

Diikaz. Matice
jsou blokové trojihelnikové, proto maji stejna vlastni ¢isla jako AB resp. BA, plus
navic n-nasobné vlastni ¢islo 0. Nyni staci ukézat shodu spekter obou blokovych

matic. Tyto matice jsou podobné skrze matici S = ({4), nebot

(5 o) 7)=(% 50)=01)(5s) °



168 Kapitola 10. Vlastni ¢isla

Piedchozi véta plati i pro obdélnikové matice A, BT € R™ ", ale znéni plati
pouze pro nenulova vlastni ¢isla; nasobnost nulovych vlastnich ¢isel muze byt (a
typicky je) odligna.

Priklad 10.31 (Rekurentni vzorecky a Fibonacci). Uvazujme posloupnost ay, as, . . .
zadanou rekurentnim vztahem

Ap = Pap-1 + qap—2,
kde a1, as jsou dané prvni hodnoty posloupnosti a p,q konstanty. UkédZeme, jak

,rozbit® rekurzi a vyjadrit explicitné n-ty prvek posloupnosti. Uvedeny postup

vvvvvv

Rekurenci vyjadiime maticove

()= () (o),
wim (o) 4= (18)

Ty — Axn_l = AZSUn_Q = ...= An_2$2.

Oznac¢ime-li

pak rekurence ma tvar

Potfebujeme tedy urcit vyssi mocninu matice A. K tomu poslouzi postup z piik-
ladu [0.29 Diagonalizujeme A = SAS™!, a pak x, = SA"" 2S5 1zy. Nyni jsme
hotovi, explicitn{ vyjadfeni a, je skryto v prvni slozce vektoru z,, = SA" 25 Lx,.
Ukazme si postup konkrétné pro Fibonacciho posloupnost, které je dana rekurenci
ap = Gp_1 + ap_9 a prvoimi ¢leny a; = as = 1. Ozna¢me @ = %(1 + \/5) hodnotu

zlatého Tezu. Nyni
(1 (1 1\ 1
e (1), as (t D)2

s— (71 ¥, 5—1:6 l—¢ 1\ _(l-w 0}
p 1 5 1 -1 0 o

Tudiz

kde

5+ 3V
+7\/_g0n_2,

- 1 . n—2
—— (1 —¢p) 10
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10.4 Jordanova normalni forma

Nejjednodussi tvar matice, ke kterému lze dospét pomoci elementarnich radkovych
uprav, je redukovany odstupnovany tvar. Jaky vsSak je nejjednodussi tvar matice,
ke kterému lze dospét pomoci podobnosti? Diagonéalni matice to neni, protoze
jiz vime, Ze ne vSechny matice jsou diagonalizovatelné. Nicméné kazdou matici
1ze podobnostni transformaci pfevést na pomérné jednoduchy tvar, nazyvany Jor-
danova normalni forma’)

Definice 10.32 (Jordanova bunka). Bud A € C, k € N. Jordanova burika Ji(\)
je ¢tvercova matice fadu k definované

A1 0 ... 0
0 :
Jk(A)Z : 0
: SRR
O ... ... 0 X

Jordanova bunka ma vlastni ¢islo A, které je k-nasobné, a prislusi mu pouze
jeden vlastni vektor, protoze matice Ji(A) — Al ma hodnost k& — 1.

Definice 10.33 (Jordanova normalni forma). Matice J € C"*" je v Jordanové
normdlni formé, pokud je v blokové diagonalnim tvaru

Jo() 0 ... 0
J— 0 el T :
: T 0

0 ... 0 Ju(\)

a na diagonale jsou Jordanovy bunky Ji, (A1), .., Jg, (Am)-

Hodnoty A; a k; nemusi byt navzajem rizné. Stejné tak néjaka Jordanova
bunka se mize vyskytovat vicekrat.

3) Autorem je francouzsky matematik Marie Ennemond Camille Jordan. Spolutvircem Gaussovy-Jordanovy
eliminace je v8ak nékdo jiny, némecky geodet Wilhelm Jordan.
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Véta 10.34 (O Jordanové normélni formé). Kazdd matice A € C"™" je podobnd
matici v Jordanoveé normdini formé. Tato matice je aZ na poradi bunéek urcena
jednoznacné.

Diikaz. Uplny ditkaz viz napi. [Becvai, 2005; Bican, 2009; Horn and Johnson,
1985]. Zde tekneme alespon péar myslenek z dikazu a konstrukce Jordanovy nor-
malni formy. Hleddme tedy bézi, vici niz ma zobrazeni x — Ax Jordanovu nor-
malni formu. Ukazeme, jak vypadaji Jordanovy bunky a odpovidajici ¢ast baze
pro vlastni ¢islo A. Bez ijmu na obecnost bud A = 0, jinak pouzijeme transformaci
A=A,

Uvazujme podprostory C™:

Ker(A) G Ker(A%) G -+ G Ker(A4?) = Ker(A"™) = ...

Bud v € Ker(AP)\Ker(AP™1), a uvazujme bazi B tvorenou vektory AP v, ..., Av, v.
Na podprostoru generovaném témito vektory pak linearni zobrazeni x — Ax méa
matici vici bazi B rovnou Jordanové buiice J,(0).

Podobné dostaneme i ostatni Jordanovy buiiky, jen postup trochu zobecnime.
Namisto vektoru v vezmeme systém vektora vy, . .., vy o velikosti dim Ker(A?) —
dim Ker(AP™1), ktery doplije néjakou bazi Ker(AP~!) na bazi Ker(AP). Kazdy
7 téchto vektori je zdrojem fetizku vektort AP~ lw;, ..., Av;, v;, ktery odpovida
Jordanové buiice J,(0); téchto bunék je tedy ¢. Pokud ¢ := dim Ker(A?™!) —
dim Ker(AP72) — £ > 0, tak musime vektory Avy, ..., Av, doplnit o nové vektory
Vgit, - - -, Vo, aby opét dopliiovaly né&jakou bazi Ker(AP~2) na béazi Ker(AP™1).
Tyto nové vektory se stanou zakladem Fetizki AP~ 2v;,. .., Av;, v}, které odpovi-
daji ¢ Jordanovym buikdm typu J,—1(0). Tento postup opakujeme az do di-
menze 1. [

Priklad 10.35. Matice

o =2 2 =2 0
0O 6 -1 3 2
A=12 2 7 -2 =2
2 3 1 2 -4
-2 =2 -2 6 11

m4 vlastni ¢isla 5 (dvojnasobné) a 7 (trojnasobné). Protoze 3 = rank(A — 515) =
rank(A — 5I5)?, tak budeme hledat dva fetizky o délce 1. Najdeme dva linearné
nezavislé vektory x1, zo € rank(A — 5I5), napiiklad 1 = (—2,1,1,0,0)T a 29 =
(—1,1,0,—1,1)T, a ty tvoif zédklad hledané baze.
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Pristupme k vlastnimu ¢islu 7. Nyni méame rank(A — 715) = 3 a rank(A —
715)? = rank(A — 715)% = 2. Zvolime tedy x4 € Ker(A — 715)* \ Ker(A — 5I5),
napiiklad x4 = (1,0,1,0,0)7 a pifslusnou ¢ast baze tvoii fetizek 3 = (A —
7I5)xy = (0,—1,2,3, —4)T, z4. Poslednim vektorem baze bude vektor z Ker(A —
715) linedrné nezavisly s vektorem w3, tedy napitklad x5 = (0,1,1,0,1)7,

Hledana béze je tvofena vektory xq,...,x5. Dame-li tyto vektory do sloupct
matice S, pak

50000
05000
J=81TAS=]100710
00070
0000O0T
je hledana Jordanova normélni forma matice A. H

Jordanova norméalni forma je nestabilni v tom smyslu, Ze i nepatrna zména
v ptivodni matici zptusobi skokovou zménu Jordanovy formy — nenf to tedy spojita
funkce vzhledem k prvkim matice A. To je také duvod, pro¢ tifeba vypocetni
systém Maple odmitl zaradit vypocet Jordanovy formy do své knihovny.

Diikaz véty [[0.34] naznacil postup jak spocitat Jordanovu normalni formu pro
danou matici A, ted se ale zaméfime na urcité rysy Jordanovy formy. Vime, Ze
pocet (linearné nezavislych) vlastnich vektori, které odpovidaji vlastnimu ¢islu A,
je roven dimenzi Ker(A — Al,), tedy ¢islu n — rank(A — AI,). Tato hodnota se
podobnostn{ transformacf neméni, nebot je-li A = SJS™1, pak rank(A — \I,,) =
rank(SJS™! — ASI,,S71) = rank(S(J — A\I,)S™!) = rank(J — AI,). Vzhledem
k tomu, ze kazdé Jordanové bunce odpovidé jeden vlastni vektor, tak jsme prave
odvodili:

Tvrzeni 10.36. Pocet vsech Jordanovijch bunék odpovidajicich \ je roven poctu
vlastnich vektori pro .

Jako disledek déle dostavame, ze (algebraickd) nasobnost kazdého vlastniho
¢isla A\ je vzdy vétsi nebo rovna poctu vlastnich vektorii, které mu piislusi (tedy
geometrické nasobnosti).

Disledek 10.37. Ndsobnost viastniho cisla je vétsi nebo rovna poctu vlastnich
vektori, které mu prislust.

Nicméné ani tyto znalosti jesté nemusi stacit k urceni Jordanovy normalni
formy. Obecné potiebujeme znét jesté néjakou informaci navic, napt. jak to déla
nasledujici vzorecek.
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Poznamka 10.38 (Velikosti a pocet bunék). Pocet bunék Ji(A) matice A € C"*"
ve vysledné Jordanové normélni formeé je roven

rank ((A — )\In)k_l) — 2rank ((A — )\In)k) + rank ((A — )\In)kﬂ) :

Dikaz viz napft. Horn and Johnson [1985]; Meyer [2000]. Vzorecek je mozno téz
odvodit z myslenky dikazy véty [[0.34] o Jordanové normalni formeé.

V nasledujicich prikladech ukadzeme nékolik aplikaci Jordanovy normalni formy:.
Priklad 10.39 (Mocnéni matice). Jiz v prikladu [[0.29] jsme zminili vyuziti diago-

nalizace pro poc¢itani mocniny matice. Pomoci Jordanovy normalni formy muzeme
tvrzeni zobecnit pro libovolné A € C™": Bud A = SJS~!, pak

J,(A)F 0 L. 0
Ar=gprsti=g| O 0 5.
0 o 0 T, (A)E

Zde je tfeba si trochu rozmyslet, jak se chovaji mocniny Jordanovych bunék
J.(A)E, i = 1,...,m. Asymptoticky pak dostaneme stejné jako pro diagonali-
zovatelné matice:

0, pokud p(A) < 1,
k}im AF = ¢ diverguje, pokud p(A) > 1,
— 00

konverguje / diverguje, pokud p(A4) =1

Piiklad 10.40 (Maticova funkce). Polozme si otdzku: Jak zavést maticovou funkci
jako napf. cos(A), e, atp.? Pro realnou funkci f: R — R a matici A € R™*" lze
zavést f(A) tak, ze aplikujeme funkei na kazdou slozku matice zvIast,

flan) .. flaw)
f(A) = : A (10.3)
flan) .. flanm)

je sice mozné, ale moc péknych vlastnosti to mit nebude. Zkusme jiny ptistup.
Predpokladejme, ze funkce f: R — R se da vyjadiit nekone¢nym rozvojem f(z) =
> o0 g aix’; realné analytické funkce jako napr. sin(z), exp(z) aj. tento predpoklad
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spliji. Pak je tedy prirozené zavést f(A) = >, a;A’. Mocnit matice jiz umime,
proto je-li A = SJS™!, tak

F(A) =) @SS =Sf(I)S
i=0
Déale snadno nahlédneme, ze
f(J,,(A1)) 0 ... 0
o 0 L :
)= : S 0
0 o 00 f(Jk, (M)

Chybi tedy jesté zavést obraz Jordanovych bunek Ji. (A;). Pro k; = 1 je to trivialni,

T

(ki=1)( .
FO) ) e
FO) = O
: e ()
0 o0 f)
Naptiklad funkce f(z) = x? ma maticové rozsfieni f(A) = A2 jedna se tedy

o klasické maticové mocnéni. Na druhou stranu, predpis (I0.3) by naznacoval
mocnit jednotlivé prvky matice zvlast, coz neni to, co bychom chtéli. ]

Priklad 10.41 (Soustava linearnich diferencialnich rovnic). Uvazme tzv. soustavu
linearnich diferencialnich rovnic:

u(t) = Au(t) (10.4)

kde A € R™". Cilem je nalézt nezndmou funkci v: R — R" spliujici tuto soustavu
pro uritou pocatecni podminku tvaru u(tyg) = ug. Pro ptipad n = 1 je feSenim
diferencialni rovnice u(t)" = au(t) funkce u(t) = v - e”, kde v € R" je libovolné
(voli se tak, aby byla splnéna poc¢atecni podminka). To nas motivuje (ale je za tim
hlubsi teorie) hledat feSeni obecného pripadu ve tvaru

u(t) = (ur(t), ..., un(t)) = (vie™, ... v,e) = eMu,
kde v, A jsou neznamé, i = 1,...,n. Dosazenim u(t) := e*v do (I0.4) dostaneme

AeMo = eMAv, neboli v = Av.
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To je primo tloha vypocétu vlastnich ¢isel a vektori. Necht matice A ma vlastni
sla A, ..., A, a vlastni vektory x1, . . ., z,,. Pak feent (I0.4) je u(t) = > | azeitay,
kde a; € R se ziskd z poc¢atecnich podminek.

Uvazme konkrétni priklad:

uy(t) = Tuy(t) — dus(t)
ug(t) = buy(t) — 2us(t)

: 7T —
Matice A = 5 9
a (1,1)T. Reseni tlohy jsou tvaru

(40 = (&) et (1), cnencm

Pro teSeni linearnich diferencialnich rovnic je tedy znalost vlastnich cisel a
vlastnich vektoru dulezita. Jordanova norméalni forma se pouzije, pokud matice
A neni diagonalizovatelnd a deficience poctu vlastnich vektort se projevi tim,
ze ve vyjadieni u(t) nebudou «; jiz skalary, ale polynomy proménné ¢ stupit
odpovidajicich ndsobnostem ;. O

4) ma vlastni &isla 2 a 3, jim odpovidaji vlastni vektory (4, 5)

10.5 Symetrické matice

Realné symetrické matice maji fadu pozoruhodnych vlastnosti tykajici se vlastnich
¢isel. Mezi stézejni vlastnosti patii to, ze jsou vzdy diagonalizovatelné a jejich
vlastni ¢isla jsou realné.

Nejprve se podivejme na zobecnéni transpozice a symetrickych matic pro kom-
plexni matice.

Definice 10.42 (Hermitovskd matice a transpozice). Hermitovskd tmnspozz'ce

. . . —T . . . .
matice A € C"*" je matice A* := A . Matice A € C™" se nazyva hermitovskad,

pokud A* = A.

Hermitovska transpozice ma podobné vlastnosti jako klasicka transpozice, napf.
(A )" = A, (aA)" =aA*, (A+ B)*= A"+ B*, (AB)* = B*A*.

Pomoci hermitovské transpozice mizeme unitarni matice (rozsifujici pojem
ortogonalni matice pro komplexni matice, viz definice 8.44]) definovat jako matice
Q € C™" gplnujici Q*Q = I,,.

4)Charles Hermite (1822-1901) byl francouzsky matematik. Dokazal mj., %e e je transcendentni, to jest neni
korenem z&adné polynomu s racionalnimi koeficienty.
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Priklad 10.43. Z matic

2 1+ 2 1+
1+2 5 )7 1—2 5

je prvni symetricka, ale ne hermitovska, a druhéa je hermitovské, ale ne symetricka.
Pro realné matice oba pojmy splyvaji. ]

Véta 10.44 (Vlastni ¢isla symetrickych matic). Viastni ¢isla redlnijch symetrick-
ych (resp. obecnéji komplexnich hermitovskych) jsou redlnd.

Dikaz. Bud A € C"" hermitovskd a bud A € C jeji libovolné vlastni ¢islo a
x € C" prisludny vlastni vektor jednotkové velikosti, tj. ||z]o = 1. Pak Az = Az,
prenasobenim x* mame x*Ax = Ax*xr = . Nyni

A=Az = 2" A'r = (2" Ax)" = \".
Tedy A = \* a proto A € R. H

Poznamenejme, zZe komplexni symetrické matice mohou mit ryze komplexni
vlastni cisla.

Nasledujici véta 1ika, ze symetrické matice jsou diagonalizovateln. Navic jsou
diagonalizovatelné specifickym zptsobem: z vlastnich vektori lze vybrat ortonor-
malni systém, tedy matice podobnosti je ortogonalni.

Véta 10.45 (Spektralni rozklad symetrickych matic). Pro kaZdou symetrickou
matici A € R™" existuje ortogondlni () € R™" a diagondlni A € R"™" tak, Ze

A=QAQT.

Diikaz. Matematickou indukei podle n. Pripad n = 1 je trividlni: A=A, Q = 1.

Indukéni krok n <— n—1. Bud A vlastni ¢islo A a x odpovidajici vlastni vektor
normovany ||x|| = 1. Dopliime z, jakozto ortonormélni systém (dtsledek 822]),
na ortogonalni matici S := (z | - -+ ). Protoze (A—AIl,)z = 0, mdme (A—\I[,,)S =
(o), atudiz ST(A=AI,)S = ST(o|---)=(o]--+). AjelikoZ je tato matice
symetrickd, mame

T . OOT
S(A—Mms_(oA>,

5 Augustin Louis Cauchy, r. 1829.
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kde A’ je néjaka symetrickd matice fadu n — 1. Podle indukéniho predpokladu ma
spektralni rozklad A" = Q'A'Q'", kde A’ je diagonalni a Q' ortogonalni. Matice a
rovnost rozsitime o jeden 7ad takto:

0 o\ (1 o'\ [0 o\ (1 oF
OA/_OQIOAIOQ/T’

coz snadno miizeme ovérit pronasobenim. Oznac¢me

)
Matice R je ortogonalni (véta BA8(4)]), matice A” diagonalni. Nyni muzeme psat
ST(A—\I,)S = RA"R”,
z ¢ehoz
A= SRAN'R"ST + \I,, = SRA"RTST + A\SRRTST = SR(A" + \I,,)R"S”.

Nyni mame hledany rozklad A = QAQT, kde Q := SR je ortogonalni matice a
A = A" + A\, je diagonalni. O

Podobné muzeme spektralné rozlozit hermitovské matice A = QAQ™, kde
je unitarn{ matice.

Poznamka 10.46 (Jina forma spektralniho rozkladu). Necht symetrickda A €
R™ ™ ma vlastni ¢isla A\, ..., A\, a odpovidajici ortonormalni vlastni vektory =1, ..., x,.
Tedy ve spektralnim rozkladu A = QAQT je Aji = \i a Q. = z;. Upravme

A=QAQ" =Q (Zn: )\ieief> Q" = Zn: AiQe;e] QT = Zn: XiQuiQL; = zn: Az
i=1 i=1 i=1 i=1

Tvar A = Y 1, Mol je tak alternativni vyjadieni spektralniho rozkladu, ve
kterém matici A rozepisujeme na soucet n matic hodnosti 0 nebo 1. Navic, 2]
je matice projekce na primku span{x;}, tudiz z geometrického hlediska se na zo-
brazeni x — Ax muzeme divat jako soucet n zobrazeni, kde v kazdém provadime

projekei na piimku (kolmou na ostatni) a skalovani podle hodnoty ;.
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Jednim z péknych diisledki spektralntho rozkladu je nasledujici, byt trochu
teoreticky, vzorecek na vypocet nejvétsiho a nejmensiho vlastniho cislalfl. Riké,
ze nejvetsi resp. nejmensi vlastni ¢islo se d& vyjadrit jako nejveétsi resp. nejmensi
hodnota kvadratické funkce f(z) = 27 Az na jednotkové sfére.

Véta 10.47 (Courant—Fischer). Necht A\; > - -+ > X, jsou vlastni ¢isla symetrické
matice A € R"". Pak

A\ = max z'Az, N\, = min 2! Ax.
x:||z|l2=1 x:||z||2=1

Diikaz. Pouze pro A\, druhé c¢éast je analogické.
Nerovnost ,,<*: Bud z; vlastni vektor prislusny k A; normovany ||z1[ls = 1.
Pak Az = \jx;. Pfenasobenim 7 zleva dostaneme

Al = Alx{xl = xlTAxl < max x! Ar.

x:||zl|2=1

Nerovnost ,,>“: Bud = € R" libovolny vektor takovy, ze ||z|l2 = 1. Oznacme
y = QTx, pak ||ylla = 1 (véta BAY(2)). S vyuzitim spektralntho rozkladu A =
QAQT dostaneme:
wTAr =2TQAQTr = y"Ay =) Nyl <> Myl =Alyli =M. O
i=1 —1

1=

10.6 Teorie nezapornych matic

Perronova—Frobeniova teorie nezapornych matid’) je pokrocila teorie kolem vlast-
nich ¢isel nezapornych matic. Uvedeme jen zakladni vysledek bez dikazu.

Véta 10.48 (Perronova).

(1) Bud A € R™™ nezdpornd matice (tj. a;; > 0 pro vSechna i, j). Pak nejuétsi
(v absolutni hodnoté) vlastni cislo je redlné nezdporné a prislusny vlastni
vektor je nezdporny (ve vSech slozkdch).

6)Ernst Fischer odvodil vzorec r. 1905, Richard Courant ho zobecnil pro nekone¢né rozmérné operatory r. 1920.
Jejich vzorec zahrnuje i mezilehla vlastni &isla Ao, ..., A\,_1, ale pro né je to trochu komplikovanéjsi. Tato
jednodussi verze se také nékdy nazyva Rayleigh-Ritzova véta.

") Zakladni véta je od némeckého matematika Oskara Perrona z r. 1907, a byla rozsifena Ferdinandem Georgem
Frobeniem r. 1912.
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(2) Bud A € R™" kladnd matice (tj. a;; > 0 pro vSechna i,7). Pak nejuétsi
(v absolutni hodnoté) vlastni cislo je redlné kladné, je jediné, a prislusni
vlastni vektor je kladny (ve vSech slozkdch). Navic Zadnému jinému vlast-
nimu ¢islu neodpovidd nezdaporny vlastni vektor.

Diikaz. Viz napt. [Meyer, 2000]. ]

Priklad 10.49 (Markovovy fetézce). Jednim z vyuziti mocnin matice (piiklad [10.39)
a trochu i teorie nezapornych matic jsou Markovovy tetézcefl Bud z € R”
stavovy vektor, Cili z; udava hodnotu stavu i. Bud A € R™" matice s hodno-
tami a;; € [0, 1] tak, Ze soucet hodnot v kazdém sloupci je roven 1. Na matici A
budeme nahliZet jako na pfechodovou matici, to jest, hodnota a;; je pravdépodob-
nost prechodu ze stavu j do stavu i. Pak Ax udava novy stavovy vektor po jednom
kroku daného procesu. Zajima nas, jak se bude stavovy vektor vyvijet v Case a
zda se néjak ustali. K tomu se bude hodit zjistit néco vice o matici A. P¥imo
z definice plati, ze ATe = e, kde e = (1,...,1)T. Tudiz e je vlastni vektor AT a 1
vlastni ¢islo AT (a tedy i A). Navic se da ukézat, Ze Zadné jiné vlastni ¢islo neni
v absolutni hodnoté vétsi (viz poznamka [[0.52)), tudiz 1 je vlastni ¢islo matice A
z Perronovy véty a odpovidajici vlastni vektor je nezaporny.

Dalsi analyzu ilustrujeme na konkrétnim prikladu: Migrace obyvatel USA v
sektorech mésto—predmésti—venkov probiha kazdoroc¢né podle vzorce:

z mésta: 96% zustane, 3% do predmésti, 1% na venkov,
z predmésti: 1% do mésta, 98% ztstane, 1% na venkov,
z venkova: 1.5% do mésta, 0.5% do predmésti, 98% ztistane.

Pocatecni stav: 58 mil. obyvatel ve mésté, 142 mil. na predmésti a 60 mil. na
venkové. Jak se bude situace vyvijet v ¢ase? Oznac¢me

0.96 0.01 0.015
A:= (003 098 0.005|, z5=(58,142,60).
0.01 0.01 0.98

V nultém roce je rozmisténi obyvatel ddno vektorem g a v prvnim roce vektorem
Axg, protoze Axg méa v prvni slozce vysledny pocet obyvatel ve mésté po jednoro¢ni

8) Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922), rusky matematik. Tvrdi se, ze prvni aplikaci Markovovych Fetézcu
byla analyza distribuce samohlasek a souhlasek v Puskinové Evzenu Onéginovi, kdy vytvofil model piredpokla-
dajici, ze pravdépodobnost vyskytu samohléasky ¢i souhlasky na dané pozici zavis{ jen na poslednim piredchozim
znaku, ale na zddném z predeslych uz nikoli. Tato jednoducha Markovova vlastnost se pak stala zakladem
Markovovych Fetézcti. Vice o této lingvistické aplikaci se dotete napt. v Uéiteli matematiky, 1-2(77-78), ro¢. 19,
2010-2011.
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migraci a podobné v druhé a treti slozce pro predmésti a venkov. Vyvoj v Case

probiha tedy takto: zg, Az, A%z, A3z, ..., A¥xy. Diagonalizaci spocitame
1 0 0 —0.393 —0.707 0.154
A=Q |0 095 0 |Q! kde Q~ [ —-0.729 0.707 —0.772
0 0 097 —0.561 0 0.617
7z ¢ehoz
100 0.23 0.23 0.23
lim A" =Q [0 0 0] Q'=0Q,,Q) =043 043 043
koo 000 0.33 0.33 0.33

Tedy (bez ohledu na pocatecni stav xg) se rozlozeni obyvatelstva ustéali na hod-
notach: 23% ve mésté, 43% predmésti, 33% venkov.

Tento priklad ilustruje jesté jednu véc. Ma-li vlastni ¢islo 1 nasobnost jedna
a ostatni vlastni ¢isla jsou v absolutni hodnoté mensi (coz nastane napft. pokud
A je kladna), tak A® = Q,,Q7}, kde Q.1 je vlastni vektor A k ¢islu 1, a Q! =
(1,...,1) je vlastni vektor AT k ¢islu 1. TudiZ sloupce A budou opét stejné,
a vysledné rozlozeni odpovida slozkam vlastniho vektoru Q.1 (ty jsou kladné,
podle Perronovy véty). Takze v tomto piipadé staéi jen spocitat kladny vektor
z Ker(A—1,,), coz odpovida intuici, Ze ustélené rozlozeni representované vektorem
v mé spliovat Av = v. O

10.7 Vypocet vlastnich cisel

Jak jsme jiz zminili (poznamky k vété [0.15), vlastni ¢isla se pocitaji veskrze nu-
merickymi iteracnimi metodami, a hledat je jako kofeny charakteristického poly-
nomu neni efektivni postup. V této sekci ukdzeme jednoduchy odhad na vlastni
¢isla, a jednoduchou metodu na vypocet nejvétsiho vliastniho ¢isla. Dalsi metodu,
popularni QR algoritmus, probereme v sekci[I3.3] Pro velmi presny vypocet vlast-
nich ¢isel symetrickych (zvlasté tzv. positivné definitnich) matic se pouziva také
Jacobiho metoda (viz napf. |[Rohn, 2004]) a pro velké fidké symetrické matice
napt. Lanczosova metoda?®! (viz [Meyer, 2000)).

Nejprve uvedeme jednoduchy odhad pro vlastni cisla, tzv. Gerschgorinovy
disky")

9) Algoritmus pochézi z r. 1950 od madarského matematika Cornelia Lanczose.

10)Pochézi z r. 1931, a autorem je bélorusky matematik Semyon Aranovich Gerschgorin. Nicméné tvrzeni bylo
znamo uz diive: L. Lévy (1881), H. Minkowski (1900), J. Hadamard (1903).
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Véta 10.50 (Gerschgorinovy disky). Kazdé vlastni ¢islo X matice A € C™™ lezi
v kruhu o stredu a;; a poloméru Y. |ai;| pro néjaké i € {1,...,n}.

Dikaz. Bud X vlastni ¢islo a x odpovidajici vlastni vektor, tedy Az = Az. Necht
i-ta slozka x ma nejvétsi absolutni hodnostu, tj. |x;| = maxg—1 ., |xk|. Protoze
1-t4 rovnice ma tvar Z;’:l a;jr; = A\x;, vydélenim x; # 0 dostavame

x;
J

A= a;; + E a;j—
x;

i ’

a tim padem

=il = | ] < el <3 bl 0

JFi

Priiklad 10.51. Méjme

2 1 0
A=1-2 5 1
-1 -2 -3

Vlastni ¢isla matice A jsou A\ = —2.78, Ay = 3.39+0.67, \3 = 3.39 — 0.6 4. Spolu
s Gerschgorinovymi disky jsou nakresleny dole:

Vidime, Ze ne kazdy kruh obsahuje néjaké vlastni ¢islo. Nicméné plati [Meyer,
2000|, ze v kazdé komponenté souvislosti je tolik vlastnich ¢isel, z kolika kruhi
dana komponenta vznikla. ]

Véta dava jednoduchy ale hruby odhad na velikost vlastnich ¢isel (existuji
i vylepseni, napt. Cassiniho ovély aj.). Nicméné, v nékterych aplikacich muze
takovyto odhad postacovat.
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Poznamka 10.52 (T¥i pouziti Gerschgorinovych diski).

1) Kritertum pro zastavent vijpoctu iteracnich metod. Napt. Jacobiho metoda
na vypocet vlastnich ¢isel spoc¢iva v postupném zmensovani nediagonalnich prvku
symetrické matice, takze matice konverguje k diagonalni matici. Gerschgorinovy
disky pak davaji horni mez na presnost vypoctenych vlastnich ¢isel. Pokud napft.
matice A € R™" je skoro diagonalni v tom smyslu, Ze vSechny mimodiagonalni
prvky jsou mensi nez 107%, pak diagonalni prvky aproximuji vlastni &isla s pres-
nost{ 107%(n — 1).

2) Diagondlné dominantni matice. Gerschgorinovy disky davaji také nasledu-
jici postacujici podminkd™ pro regularitu matice A € C*n: |ai| > >, laij|
Vi=1,...,n. V tomto pripadé totiz disky neobsahuji pocatek a proto nula neni
vlastnim ¢islem A. Matice s touto vlastnosti se nazyvaji diagonalné dominantni.

3) Markovovy matice. Bud A Markovova matice z piikladu [0.49. Vsechny
Gerschgorinovy disky matice AT maji stied v bodé v intervalu [0,1] a pravym
krajem protinaji hodnotu 1 na realné ose. To dokazuje, ze p(A) < 1, a tudiz ¢islo
1 je skutecné v absolutni hodnoté nejvétsim vlastnim c¢islem matice A.

Nyni ukazeme jednoduchou metodu na vypocet dominantniho vlastniho cislalt2)
Pres svou jednoduchost se stala zdkladem nékterych numerickych metod jako je
napi. inverzni mocninné metod, nebo metoda Rayleighova podﬂ pro sy-
metrické matice.

Algoritmus 10.53 (Mocninna metoda). Bud A € C™™.

1: Zvol o # xg € C", 1 =1,

: while not splnéna ukoncovaci podminka do
Yi = A.I'i_l,

9
3

. 1
& =R
5 P—it 1,
6

: end while

Vystup: A1 = z! ;y; je odhad vlastniho &fsla, v; = x; je odhad p¥islugného
vlastniho vektoru.

1) Tzy. Lévyho-Desplanquesova véta.

12)Mocninou metodu, anglicky power method, predstavil americky matematik a fyzik Richard Edler von Mises
r. 1929.

13) Autorem je némecky matematik Helmut Wielandt, z r. 1944, anglicky inverse iteration.

14) Autorem anglicky fyzik John William Strutt, lord Rayleigh, nositel Nobelovy ceny za fyziku (1904), anglicky
Rayleigh quotient iteration.
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Priiklad 10.54. Méjme

2 4 2
A=142 2|, zo=(1,0,1)".
2 2 —1
Postup vypoctu a zdrojovy kod pro Matlab / g N
Octave: A=[242;422; 22
: e Tl L
0 (1.00,0.00,1.00)7 x=11;0;1];
(067,100,017 5 for 1=1:4
2 (1.00,0.88,0.56)”  6.32 {'Aiz)
3 (0.97,1.00,047)7  6.94 Ay /morn(y) :
4 (1.00,1.00,0.50)" 7 x/max (abs (x)) ,
end
. []

Metodu ukonéime ve chvili, kdyZ se hodnota 7 ,y; resp. vektor z; ustalf; potom
x; =~ x;_1 je odhad vlastniho vektoru a xf_lyi = xiT_lel-_l ~ xiT_l)\xZ-_l ~ A\ odhad
odpovidajiciho vlastniho ¢isla. Metoda muze byt pomalé, Spatné se odhaduje chyba
a mira konvergence a navic velmi zalezi na pocatec¢ni volbé xy. Na druhou stranu je
robustni (zaokrouhlovaci chyby nemaji velky vliv) a snadno aplikovatelna na velké
ridké matice. Ne vzdy konverguje, ale za urc¢itych predpokladi se to da zajistit.

Véta 10.55 (Konvergence mocninné metody). Bud A € R™" s vlastnimi ¢isly
A1l > [No] > ... > |A\s] a odpovidagicimi linedrné nezdvislymi vektory vy, . .., vy,
velikosti 1. Necht xq md nenulovou soutadnici ve sméru vy. Pak x; konverguje (aZ
na znaménko) k vlastnimu vektoru vy a x1 y; konverguje k viastnimu ¢islu ;.
Diikaz. Nechtzg = Y7 | a;jv;, kde g # 0 podle predpokladu. Pak z; = Al
a

I\Azw [

3}0— (Z@]Uj> ZZainvj:ZOzj Uj—>\ (Oélvl—f—zoéj(il)i )
j=1 j=1

J7#1

Protoze vektory x; postupné normujeme, nidsobek A} nis nemusi zajimat. Zbyly
Y .
/\_1‘ — 0 pro 7 — oo.

Nyni predpokladejme, Ze x; jiz dobie aproximuje vlastni vektor v1. Pak 21 jy; =
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Z dikazu véty vidime, Ze rychlost konvergence vyrazné zavisi na pomeéru ‘:\\—f :
Poznamenejme, ze vzhledem k tomu, Ze A\; je dominantni vlastni ¢islo, tak pro
realnou matici A musi byt realné a v, rovnéz tak (véta [[0.12).

Mocninna metoda poc¢ita jen dominantni vlastni ¢islo a vektor. Nésledujici
technika ale umoznuje jednoduchou transformaci vynulovat jedno vlastni ¢islo,
napi. to dominantni, a pak miizeme rekurzivné dopocitat mocninnou metodou i
zbyla vlastni ¢isla. Nejprve uvadime jednoduchou verzi pro symetrické matice, a
potom v poznamce [I0.57 jak postupovat obecné.

Véta 10.56 (O deflaci vlastniho ¢isla). Bud’ A € R™ ™ symetrickd, A1, ..., A\, jeji
vlastni cisla a vy, ...,v, odpovidajici ortonormdlni vlastni vektory. Pak matice
A — Ml md vlastni ¢isla 0, Xa, . .., A, a vlastng vektory vy, . .., v,.

Diikaz. Podle poznamky M0.46] lze psat A = >0 Nvul. Pak A — Mool =
Ovyvf + >0, Awu]| coz je spektralni rozklad matice A — Ajvqvf . ]

1717

Poznamka 10.57 (K deflaci vlastniho ¢isla obecné matice). Bud A vlastni ¢islo
a x odpovidajici vlastni vektor matice A € R"*". Doplime x na regularni matici

S tak, aby S,; = x. Pak

0

§7AS =57 ) =57 ] = el = () )

Z podobnosti mé matice A’ stejné vlastni ¢isla jako A, pouze A mé o jedna mensi
nasobnost. Tudiz zbyvajici vlastni ¢isla matice A muZeme najit pomoci A’.

Piiklad 10.58 (Vyhledavac Go gle™ a PageRan). Uvazujme webovou sit s témito

parametry:
N webovych stranek,
1 j-ta stranka odkazuje na i-tou,
Ais =
Y 0 jinak,
b; = pocet odkazl z j-té stranky,
x; = dulezitost i-té stranky:.
Cilem je stanovit dulezitosti xq, . . . , x5 jednotlivych stranek. Zakladni myslenka

autoru googlovského PageRanku spoc¢iva ve stanovent dulezitosti i-té stranky tak,
aby byla tmérna souctu dulezitosti stranek na ni odkazujicich. Resime tedy x; =

15)7 1. 1997, autory jsou Sergey Brin a Larry Page.
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Z?Zl abij:z:j, i=1,...,N. Maticové A’z =z, kde a;; = i—; Tedy z je vlastni vek-
tor matice A p¥islusny vlastnimu ¢islu 1. Vlastni &fslo 1 je dominantni, coz snadno
nahlédneme z Gerschgorinovych diskii pro matici A7 (soucet sloupcti matice A’
je roven 1, tedy vSechny Gerschgorinovy disky maji nejpravéjsi konec v bodé 1).
Podle Perronovy véty [10.48 je vlastni vektor x nezéporny. Ten pak normujeme
tak, aby ||z]l« = 10, to jest, aby slozky byly v intervalu [0, 10]. Nakonec slozky
zaokrouhlime, aby mély hodnoty v rozmezi 0,1, 2,. .., 10.

V praxi je matice A’ obrovské, fadové ~ 1019, a zaroveii Fidka (vétSina hodnot
jsou nuly). Proto se na vypocet x hodi mocninnd metoda, staci =~ 100 iteraci.
Prakticky se navic jesté matice A’ trochu upravuje, aby byla tzv. stochasticka,
aperiodicka a ireducibilni (vadilo by napt. pokud by z néjaké stranky nebyl odkaz
na zadnou jinou), vice viz |Langville and Meyer, 2006; Ttama, 2003].

Na matici A" se miizeme divat i z pohledu Markovovych fetézct (piiklad 10.49).
Pokud budeme symbolicky prochézet po webové siti a se stejnou pravdépodobnosti
se na kazdé strance rozhodneme, kam pokracovat, tak A" odpovida prechodové
matici a hledany vektor x rovnovaznému stavu.

Priklady Page ranku (k roku 2010):

WWw.google.com 10
WWW.cuni.cz 8
www.mff.cuni.cz 7
kam.mff.cuni.cz 6
kam.mff.cuni.cz/"hladik 4 []

Problémy

10.1. Bud A € R™" singularni. Dokazte, Ze existuje posloupnost regularnich
matic A;, i = 1,..., konvergujici po slozkiach k A. (MnozZina regularnich
matic je tzv. hustd v R" ")

10.2. Ukazte piimo (bez Jordanovy normélni formy), Ze algebraickd nasobnost
vlastniho ¢isla je vzdy vétsi nebo rovna geometrické nasobnosti.

10.3. Dokazte pfimo Cayleyho—Hamiltonovu vétu [I0.I7 pro diagonalizovatelné
matice.

10.4. Dokazte Cayleyho-Hamiltonovu vétu za pouziti Jordanovy normalni formy.

10.5. Ukazte, ze kazda matice A € R™" mé invariantni podprostor dimenze 1
nebo 2.
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10.6. Dokazte nasledujici odhad pro hodnost druhé mocniny matice A € R"*"
rank(A) — & < rank(A?) < rank(A).

Hint: Vyuzijte faktu, ze A je podobna matici v Jordanové normalni formeé.
10.7. Domyslete detaily dikazu véty [[0.34] o Jordanové normélni forme:

(a) Ukazte, ze pro kazdou matici A € C"*" existuje p € N takové, ze
Ker(A) & Ker(A%) G -+ C Ker(AP) = Ker(AP!) = . ..
(b) Bud v € Ker(AP) \ Ker(AP1). Ukaite, 7e vektory v, Av, ..., APl
jsou linearné nezavislé.

(c) Dokazte vzorecek z poznamky [[0.38 o velikostech a po¢tu Jordanovych
bunék.
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Kapitola 11

Positivné (semi-)definitni
matice

Definice 11.1 (Positivné (semi-)definitni matice). Bud A € R™" symetricka.
Pak A je positivné semidefinitni, pokud 7 Az > 0 pro viechna z € R”, a A je
positivné definitni, pokud 7 Az > 0 pro viechna z # o.

Ztejmé, je-li A positivné definitni, pak je i positivné semidefinitni.

Kromé positivné (semi-)definitnich matic 1ze zavést i negativné (semi-)definitni
matice pomoci obracené nerovnosti. Zabyvat se jimi nebudeme, protoze A je neg-
ativné (semi-)definitni pravé tehdy, kdyz —A je positivné (semi-)definitni, ¢ili vie
se redukuje na zakladni pripad.

Poznamka 11.2. Definice dava smysl i pro nesymetrické matice, ale ty miizeme
snadno zesymetrizovat tpravou 5(A + A”), nebot

tT3(A+ ANy = 32T Az + 32T ATz = Lo Az + (%xTAx)T = o7 Aw.
Tedy pro testovani podminky lze ekvivalentné pouzit symetrickou matici %(A +
AT). Omezen{ na symetrické matice je tudiz bez Gjmy na obecnosti. Dtivod, pro¢ se
omezujeme na symetrické matice, je, ze fada testovacich podminek funguje pouze
pro symetrické matice.

Priklad 11.3. Prikladem positivné semidefinitni matice je 0,. Prikladem posi-
tivné definitni matice je I,,, nebot 27 Az = 27 I,z = 272 = ||z||3 > 0 pro viechna
x # o. ]

Poznamka 11.4 (Nutné podminka pro positivni (semi-)definitnost). Bud A €
R™"™ symetrickd matice. Aby byla positivné semidefinitni, musi podle definice

187
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xT Az > 0 pro viechna z € R". Postupnym dosazenim z = e;, i = 1,...,n,
dostaneme 27 Ax = el Ae; = a; > 0. Tim padem, positivné semidefinitni matice
musi mit nezdpornou diagonalu a positivné definitni matice dokonce kladnou.

Poznamka 11.5. Matice A = (a) € R je positivné semidefinitni pravé tehdy,
kdyz a > 0, a positivné definitni pravé tehdy, kdyz a > 0. Tim padem se muzeme
divat na positivni semidefinitnost jako na zobecnéni pojmu nezapornosti z ¢isel na
matice. Proto se také positivni semidefinitnost matice A € R™*" znacivi A = 0
(narozdil od A > 0, coz se pouziva pro nezapornost v kazdé slozce).

Véta 11.6 (Vlastnosti positivné definitnich matic).
(1) Jsou-li A, B € R"™" positivné definitni, pak i A+ B je positivné definitnt,
(2) Je-li A € R"" positivné definitni a o > 0, pak i A je positivné definitni,
(3) Je-li A € R™™ positivné definitni, pak i A~ je positioné definitni.

Diikaz. Prvni dvé vlastnosti jsou trivialni, dokdZeme pouze tu treti.

Nejprve ovéiime regularitu matice A. Bud z Feseni Az = o. Pak 27 Az =
270 = 0. Z predpokladu musi z = o.

Nyni ukazeme positivni definitnost. Sporem necht existuje = # o takové, ze
T A lr < 0. Pak

eT A e = 2T A7 AA 2 = yT Ay <0,
kde y = A~z # 0. To je spor, nebot A je positivné definitni. O

Analogie véty plati i pro positivné semidefinitnf matice. Cast plati beze
zmeény, ¢ast plati pro vSechna o > 0, ale ¢ést uz obecné neplati.

Soucinem positivné definitnich matic se zabyvame v prikladu [12.16]

Nasledujici véta dava dilezitou charakterizaci positivné definitnich matic jed-
nak pomoci vlastnich éisel a jednak pomoci tvaru UTU; s timto vyrazem jsme se
skryté setkali uz napf. v metodé nejmensich étverci (sekce BH]) u soustavy nor-
mélnich rovnic AT Az = ATb, nebo obecné pii explicitnim vyjadieni ortogonalni
projekce v R™ (véta B38).

Véta 11.7 (Charakterizace positivni definitnosti). Bud A € R"™*" symetrickd.
Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) A je positivné definitni,

(2) vlastni cisla A jsou kladna,
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(3) existuje matice U € R™™ hodnosti n takovd, Ze A = UTU,

Diikaz. Implikace (1) = (2): Sporem necht existuje vlastni ¢islo A < 0, a x
je prislusny vlastni vektor s eukleidovskou normou 1. Pak Ax = Ax implikuje
2T Az = \z"Tx = X < 0. To je spor s positivni definitnosti A.

Implikace (2) = (3): Protoze A je symetrickd, mé spektralni rozklad A =
QAQT, kde A je diagonélni matice s prvky Ai,..., A\, > 0. Definujme matici A’
jako diagonalni s prvky v/, ...,V , > 0. Pak hledani matice je U = A'Q7,
nebot UTU = QANANQT = QA?QT = QAQT = A. Uvédomme si, ze U ma
hodnost n a je tudiz regularni, nebot je soucinem dvou regularnich matic.

Implikace (3) = (1): Sporem necht 27 Az < 0 pro n&jaké x # o. Pak 0 >
2T Az = 2TUTUx = (Ux)TUx = (Uz,Ux) = ||Uz|3 Tedy musi Ur = o, ale
sloupce U jsou linearné nezavislé, a tak = = o, spor. ]

Pro positivni semidefinitnost mame nasledujici charakterizaci. Dikaz jiz neu-
vadime, je analogicky.
Véta 11.8 (Charakterizace positivni semidefinitnosti). Bud A € R™" symet-
rickd. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) A je positivné semidefinitni,

(2) vlastni cisla A jsou nezdpornd,

(3) existuje matice U € R™" takovd, e A= UTU.

11.1 Metody na testovani positivni definitnosti

Nyni se zaméifime na konkrétni metody pro testovani positivni definitnosti. Rada
z nich vychézi z nésledujiciho rekurentniho vztahu. Povsimnéme si, Ze pro testovani
positivni semidefinitnosti pouzit ani jednoduSe prizpiisobit nelze.

Véta 11.9 (Rekurentni vzorecek na testovani positivni definitnosti). Symetrickd
matice A = (3‘ ‘f; ), kde « € R, a € R, A € RO-DX0=1) ge positioné definitni
prave tehdy, kdyz o >0 a A — Laa” je positivne definitni.

a
Diikaz. Implikace ,=“. Bud A positivné definitni. Pak 27 Az > 0 pro viechna
x # 0, tedy specialné pro x = e; dostavame o = el Ae; > 0. Dale, bud # € R" 1,
T # o. Pak

T - T~ - R a a\ (—Ld"%
(A - Laa" )z = 3T AF — L(a'7)? = (—2a’z ZT) (a fl) ( o ) > 0.
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Implikace ,,<=*. Bud z = (7) € R". Pak

<
o= (9 ) (¢
~ &7 (A~ oo

Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz & = o a druhy ¢tverec je nulovy, tj. 5 =0. O

Q

;?) ( ) = af%+28a" 7 + iT A%

Nz + (Va B+\/—ax) > 0.

Ptestoze rekurentni vzorecek je pro testovani positivni definitnosti pouzitelny,
vétsi roli hraje nasledujici Choleského rozklad).

Véta 11.10 (Choleského rozklad). Pro kaZdou positivné definitni matici A €
R™ ™ existuje jedind dolni trojuhelnikovda matice L € R"*™ s kladnou diagondlou
takovd, e A = LLT.

Diikaz. Matematickou indukei podle n. Pron = 1 mame A = (a11) a L = (y/a11).

Indukéni krok n < n — 1. Méme A = <3‘ i) Podle véty I[1.9 je a > 0 a

A - éaaT je positivné definitni. Tedy dle indukéntho predpokladu existuje dolni
trojahelnikova matice L € R("~1*=1) g kladnou diagonalou tak, ze A — éaaT =

jadiiad (0% OT
LLT. Potom L = ( 47, ), nebot
\/a

LLT: \1/5 Oir \/5\%@@71 _ (0] | aT~~ _ 4
N L 0 LT a aaaT—l—LLT

Pro diikaz jednoznac¢nosti méjme jiny rozklad A = L'L'", kde L' = (g 0; ) Pak

a a’ 17T 3’ Bb"
(a A)‘A_LL _<[3b bbT+D£'T>'

Porovnanim matic dostaneme: § = (/a, b = ﬁa a A= o + L'L'", neboli
'Lt = A - 1 a®. Jenze podle indukéniho predpokladu je A — éaaT = LIT
jednoznacné, tedy LI'="L,atudizi L' = L. O

D André-Louis Cholesky, francouzsky diistojnik (pravdépodobné polského ptivodu), metodu z r. 1910 vyvinul
pro udely triangularizace a vytvofeni pfesnéjsich map (v podstaté pro FeSeni soustavy norméalnich rovnic v metodé
nejmensich ¢tvercti), ale publikovana byla aZ po jeho smrti roku 1924.
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Choleského rozklad existuje i pro positivné semidefinitni matice, ale neni uz
jednoznacny.

Véta byla spise existen¢niho charakteru, nicméné sestrojit Choleského rozklad
je veelku jednoduché. Zakladni idea je postupné porovnavat shora prvky v prvnim
sloupci matice A = LLT, pak ve druhém atd. Odvozeni a vysledny postup jsou
popsany nize. Jestlize A je positivné definitni, algoritmus najde rozklad, a pokud
A neni, tak to algoritmus ohlési.

Algoritmus 11.11 (Choleského rozklad). Bud A € R™" symetricka.
1: L:=0,,

2: for k:=1tondo / /v k-tém cyklu uré¢ime hodnoty L.y
k—1

3: if apr — Z l,%j < 0 then return ,,A neni positivné definitni®,
j=1

4: lkk = Akl — Z lk_]’

D: fori::k+1t0ndo

6: lip == E (a,k lelkj>

7 end for

8: end for

9: return A = LLT.

Odvozeni Choleského rozkladu. Predpokladejme, ze mame spocitany prvni az (k—
1)-nf sloupec matice L. Ze vztahu A = LLT odvodime

n n k
awe =) Lig(L =D Uy =D 1y
j=1 j=1 j=1

Jedind neznama v tomto vztahu je hodnota lx;, a pokud ji z rovnice vyjadiime,
dostaneme vyraz z kroku [l

Nyni predpokladejme, Ze z matice L mame navic uréeny hodnoty prvnich ¢ —1
prvku sloupce k. Ze vztahu A = LLT odvodime pro i > k

k
g = Z Li; (L) Z Lijles = > Lijli.
j=1
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V tomto vyrazu je jedind neznamé hodnota [;; a jejim vyjadienim dostaneme
vzorec z kroku [0 O

Popsany algoritmus zaroven miuze poslouzit jako alternativni dikaz jednoz-
nacnosti Choleského rozkladu. Prvky matice A jednoznac¢né urcily prvky matice
L, nikde jsme neméli na vybér z vice moznosti.

Priklad 11.12. Choleského rozklad matice A:

2 —1 2
0 3 1
LT 0 0 1
L| A 2 0 0 4 —2 4
1 3 0 2 10 1

2 1 1 4 1 6 [

Priklad 11.13. Pouziti Choleského rozkladu pro reSeni soustavy Ax = b s pos-
itivné definitni matici A. Pokud mame rozklad A = LL”, pak soustava méa tvar
L(LTz) = b. Nejprve vyfesime soustavu Ly = b, potom LTz = y a jeji feenf je
to hledané. Postup:

1. Najdi Choleského rozklad A = LLT,

2. Najdi feseni y* soustavy Ly = b pomoci dopfedné substituce,

3. Najdi feSeni 2* soustavy LTz = y* pomoci zpétné substituce.

Tento postup je fadové o 50% rychlejsi nez feseni Gaussovou eliminaci.
Choleského rozklad muzeme pouzit i k invertovani positivné definitnich matic,

protoze A7t = (LLT)™! = (L7Y)T L1 a inverze k doln{ trojthelnikové matici L se

najde snadno. [

Rekurentni vzorecek mé jesté dalsi dusledky, které vyjadruji, jak testovat pos-
itivni definitnost pomoci Gaussovy—-Jordanovy eliminace a pomoci determinantii.

Véta 11.14 (Gaussova eliminace a positivni definitnost). Symetrickd matice A €
R™ ™ je positivne definitni praveé tehdy, kdyzZ 71 Gaussova eliminace prevede do
odstupnovaného tvaru s kladnou diagondlou za pouZiti pouze elementdrni upravy
prictent ndsobku radku s piwotem k jinému rdadku pod nim.

Dikaz. Méme A = (O‘ a’

" A) positivné definitni. Prvni krok Gaussovy eliminace

prevede matici na tvar (ij A_alTaaT ) Podle véty IT @ je o > 0 a A — Laa” je zase

(0%

positivné definitni, takZze muzeme pokracovat induktivné dal. ]
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Véta 11.15 (Sylvestrov kriterium positivni definitnosti). Symetrickd matice
A € R™™" je positivnée definitni prave tehdy, kdyZ determinanty vSech hlavnich
vedoucich podmatic Ay, ..., A, jsou kladné, pricemz A; je levd horni podmatice A
velikosti i (tj. vznikne z A odstranénim poslednich n — i 7ddki a sloupcii).

Dikaz. Implikace ,,=“. Bud A € R™*" positivné definitni. Pak pro kazdé i =
1,...,n je A; positivné definitni, nebot pokud a7 A;xz < 0 pro jisté & # o, tak
(2T oT)A (%) = 2T Ajz < 0. Tedy A; ma kladna vlastni ¢isla a jeji determinant je
také kladny (je roven souc¢inu vlastnich ¢isel).

Implikace ,,<=“. Béhem Gaussovy eliminace matice A jsou vSechny pivoty
kladné, nebot pokud je i-ty pivot prvni nekladny, pak det(A;) < 0. Podle véty IT.14]
je tedy A positivné definitni. ]

Z nezapornosti determinant vSech hlavnich vedoucich podmatic jesté posi-
tivni semidefinitnost nevyplyva (najdéte takovy piiklad!). Analogie Sylvestrovy
podminky pro positivné semidefinitnosti matice je nasledujici.

Véta 11.16 (Sylvestrovo kriterium positivni semidefinitnosti). Symetrickd matice
A € R™" je positivne semidefinitni prave tehdy, kdyz determinanty vSech hlavnich
podmatic jsou nezdporné, pricemz hlavni podmatice je matice, kterd vznikne z A
odstranénim urc¢itého poctu (i nulového) Fadki a sloupci s tiymiz indexy.

Diikaz. Je-li A positivné semidefinitni, pak zfejmé hlavni podmatice jsou také
positivné semidefinitni, a tudiz maji nezaporny determinant (= soucin vlastnich
cisel).

Diikaz opacné implikace provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni
ziejmeé.

Indukéni krok n <~ n — 1. Pro spor bud A < 0 vlastni ¢islo A, a necht x je
odpovidajici vlastni vektor znormovany tak, ze ||z||s = 1. Jsou-li vSechna ostatni
vlastni ¢isla kladna, pak det(A) < 0, a jsme hotovi. V opa¢ném piipadé bud p < 0
dalsim vlastnim ¢islem A a bud y, ||y|| = 1, odpovidajici vlastni vektor. Nyni
nalezneme o € R takové, Ze vektor z := x + ay mé aspon jednu slozku nulovou;
necht je to ¢-ta. Protoze = 1 y, mame

Az = (2 4+ ay)T Az + o) = (z + ay)’ (Az + aAy)
= (z + ay)" Mz + auy) = \elz + oPpuy’y = X+ o*p < 0.

2) James Joseph Sylvester, anglicky matematik, spoluzakladatel teorie matic. Jako prvni pouZil pojem ,,matice®
v préaci z r. 1850. Kriterium je z r. 1852.
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Necht A’ vznikne z A odstranénim ¢-tého Fadku a sloupce, a 2z’ necht vznikne ze z
odstranénim i-té slozky. Pak 27 A’2' = 2T Az < 0, tudiz hlavni podmatice A’ nenf
positivné semidefinitni a aplikujeme indukéni predpoklad. ]

Zatimco Sylvestrovo kriterium positivni definitnosti vyzaduje poc¢itani n deter-
minantil, pro positivni semidefinitnost pocet vzroste na 2" — 1, a proto neni moc
pouzitelnou metodou. Lepsi zptsob ukizeme pozdéji v sekci (dusledek I2.13]).

Prestoze jsme uvedli nékolik metod na testovani positivni definitnosti, nék-
teré jsou si dost podobné. Dikaz véty [11.14] ukazuje, ze rekurentni vzorecek a
Gaussova eliminace funguji v podstaté stejné. A pokud pocitame determinanty
Gaussovou eliminaci, tak i Sylvestrovo pravidlo je varianta prvnich dvou. Naproti
tomu Choleského rozklad je metoda principialné odligna.

11.2 Aplikace

Véta 11.17 (Skalarni soucin a positivni definitnost). Operace (x,y) je skaldrnim
soucinem v R™ prdve tehdy, kdyz md tvar (z,y) = xT Ay pro néjakou positivné
definitni matici A € R™"™,

Diikaz. Implikace ,=“. Definujme matici A € R™*" predpisem a;; = (e;, e;). Ta
je zjevné symetricka. Pak

<33= y> - <Z Ti€i, Z yj€j> = Z inyjaij = xTAy.
i=1 j=1

i=1 j=1

Matice A je positivné definitni, nebot (z, z) = 27 Az > 0 a nulové jen pro x = o.

Implikace ,,<=*. Necht A je positivné definitni. Pak (x,y) = 27 Ay tvoii skalarni
soucin: (x,x) = 27 Az > 0 a nulové jen pro x = o, je linedrni v prvni sloZce a je
symetricky nebot

(z,y) = 2" Ay = (" Ay)" =y" ATw = y" Ax = (y, z). O

Vime, Ze skalarni soucin indukuje normu (definice 8.4]). Norma indukovana vyse
zminénym skalarnim soucinem je ||z || = vV aT Az. V této normé je jednotkova koule
elipsoid (viz priklad I2.18). Pro A = I,, dostavame standardni skalarni soucin v R"
a eukleidovskou normu.

Pfestoze nestandardni skalarni soucin (z,y) = x7 Ay mize vypadat podivné,
jeho vztah ke standardnimu je velmi blizky. Protoze matice A je positivné definitni,
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Ize rozlozit jako A = RTR, kde R je regularni. Bud B baze tvofena sloupci
matice R~!, tudiz R = glid],,, je matice pfechodu od kanonické béze do B. Nyni
2T Ay = 2T RT Ry = (Rx)T(Ry) = [2]%[y] 5. To ukazuje, Ze nestandardni skaldrni
soucin lze vyjadrit jako standardni skalarni soucin vzhledem k urc¢ité bazi.

Dalsi aplikaci je odmocnina z matice. Pro positivné semidefinitni matice mizeme
zavést positivné semidefinitni odmocninu v/A. Odmocnina je dokonce jednoz-
nacné, dikaz viz Rohn [2003].

Véta 11.18 (Odmocnina z matice). Pro kaZdou positivné semidefinitni matici
A € R™™ existuje positivné semidefinitnd matice B € R™" takovd, Ze B> = A.

Diikaz. Necht A m4 spektralni rozklad A = QAQT, kde A = diag(\y,..., \,),
AL, ..., Ay > 0. Definujme A’ = diag(v/A1,...,vVA,) a B = QN'QT. Pak B? =
QNQTQNQT = QAPQT = QAQT = A, s

Zde je zajimavé porovnat odmocninu z matice s maticovymi funkcemi z ptik-
ladu 10.40. Odmocninu lze vyjadrit nekoneénym rozvojem pouze v malém okoli
daného kladného ¢isla, nicméné tam, kde existuje, se budou obé definice shodovat.

Poznamka 11.19. Positivni (semi-)definitnost je dilezita i v optimalizaci pfi
urcovani minima funkce. Matice, ktera zde vystupuje, je tzv. hessian, matice
druhych parcidlnich derivaci. Za predpokladu, Ze jsme v bodé x* s nulovym gra-
dientem, pak positivni definitnost dava postacujici podminku pro to aby x* bylo
lokalni minimum, a naopak positivni semidefinitnost dava nutnou podminku.

Hessian se podobné pouziva i pfi uré¢ovani konvexity funkce. Positivni definit-
nost na néjaké oteviené konvexni mnoziné implikuje konvexitu funkce f. Vice napf.
viz |[Rohn, 1997].

Positivné definitni matice hraji v optimalizaci jesté jednu dilezitou roli. Semidefinitni
program je takova optimaliza¢ni tloha, pfi niz hleddme minimum linearni funkce
za podminky na positivni semidefinitnost matice, jejiz prvky jsou linearni funkei
proménnych |Gértner and Matousek, 2012|. Formalné, jedna se o tlohu

m
min ¢! z za podminky Ay + Z A;x; je positivné definitni,
i=1

kde ¢ € R™, Ay, Ay,..., Ayn € R jsou dany a © = (1,...,2,)7 je vektor
proménnych. Semidefinitnimi programy dokazeme nejen modelovat vétsi tiidu tloh
nez linearnimi programy (poznamka [[.TH)), ale stale jsou TeSitelné efektivné za
rozumny c¢as. Umoznily mj. velky pokrok na poli kombinatorické optimalizace,
protoze rfada vypocetné slozitych problémii se da rychle a tésné aproximovat prave
pomoci vhodnych semidefinitnich programi.
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Vyskyt positivné (semi-)definitnich matic je jesté sirsi. Napiiklad ve statis-
tice se setkavame s tzv. kovarian¢ni a korela¢ni matici. Obé dévaji jistou infor-
maci o zavislosti mezi n nahodnymi veli¢inami a, ne ndhodou, jsou vzdy positivné
semidefinitni.

Na zaveér této sekce ukazeme jesté aplikaci z chemie.

Priklad 11.20 (Urcovani struktury bilkovin). Jedna ze zakladnich tloh mode-
lovani bilkovin je urceni trojrozmérné struktury bilkovin. Typicky postup je urc¢eni
matice vzdalenosti jednotlivych atomt pomoci jaderné magnetické rezonance a pak
odvozeni struktury.

Struktura bilkoviny. [zdroj: Wikipedial

Bud X € R™3 matice pozic jednotlivych atomii, to jest, fadek X;, udava
soufadnice i-tého atomu v prostoru. Matici D € R"™™"™ si oznac¢ime vzdélenosti
jednotlivych atomt, tedy d;; = vzdélenost i-tého a j-tého atomu. JestliZe zname
X, tak D spoc¢itame nasledujicim zptisobem. Posuneme soutadny systém, aby n-ty
atom byl v pocatku, tj. X,. = (0,0,0) a z matice X odstranime posledni radek,
ktery je nyni redundantni. Ozna¢me pomocnou matici D* := X X7 a soufadnice
libovolnych dvou atomt u == X, v = Xj,. Vztah matic D a D* je tento:

& = |lu =l = (u—v,u —v) = (u,u) + (v,0) = 2(u,v) = d;; + dj; — 2d;;.
(11.1)

Nas problém stoji typicky naopak: ze znalosti namérenych vzdéalenosti D potre-
bujeme urcit X, ¢imz ziskdme predstavu, kde v prostoru se jaky atom nachézi a
tim padem jaka je struktura bilkoviny. Ze vztahu (I1.I]) odvodime

* 1 * * 2 1 2 2 2
dij - §(dm + djj - dij) - §(dzn + djn - dij)'
Timto predpisem z matice D spoc¢itame matici D*. Protoze D* je symetricka a pos-
itivné definitni, ze spektralnfho rozkladu D* = QAQT, kde A = diag(A1, A2, \3),
sestrojime hledanou matici X = @) - diag (\/)\1, VA, \/)\3). Pak totiz mame D =
XXT.
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Poznamenejme, ze X se da nékdy spocitat i za ¢astecné informace vzdalenosti
(matice D neni znama celd), ale tato tloha muze byt vypocetné slozita (tzv. NP-
tplny problém).

Jiny problém z tohoto oboru je tzv. Prokrustiv problém, vV némyz porovhavame
dvé struktury bilkovin jak moc jsou podobné. Oznac¢me matice dvou struktur X, Y.
Linearni zobrazeni s ortogonalni matici ) zachovava thly a vzdalenosti (véta8.48),
tudiz Y Q) odpovida té samé strukture, jako Y, pouze néjakym zptusobem otocené ¢i
zrcadlené. Cheeme-li urcit podobnost obou struktur, hledame takovou ortogonélni
matici Q € R3*3, aby matice X a Y Q byly ,.co nejblizsi“. Matematicka formulace
vede na optimaliza¢ni tlohu minimalizovat hodnotu maticové normy || X —Y Q|| na
mnoziné ortogonélnich matic ). Tato tloha trochu pfipomin& metodu nejmensich
ctvercu. []

Problémy

11.1. Porovnejte pocet aritmetickych operaci (nejhorsi pripad) nasledujicich metod
na testovani positivni definitnosti matice A € R™*": rekurentni vzorecek,
Choleského rozklad, Gaussova eliminace a Sylvestrovo kriterium. Ktera
metoda vychazi nejlépe?

11.2. Ukazte, ze kazda symetrickd matice se da zapsat jako rozdil dvou positivné
definitnich matic.

11.3. Bud A € R™ " positivné definitni. Ukazte, Ze A;;(A™1); > 1 pro viechna
1=1,...,n.

11.4. Budte A, B € R™" symetrické a necht vSechna vlastni ¢isla A jsou vétsi
nez vlastni ¢isla B. Dokazte, ze A — B je positivné definitni.

3)Prokrustes nebyl matematik, ale Feckd mytologickd postava, lupi¢ z Attiky, ktery pocestnym usekéval
koncetiny nebo jim je natahoval, aby se pfesné vesli na jeho loze. Jeho Zivot ukondil az Theseus.
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Kapitola 12

Kvadratické formy

Prestoze se linearni algebra zabyva prevazné linedrnimi zalezitostmi, i kvadratické
modely zde maji své opodstatnéni. V zasadé jsme se s nimi setkali jiz u eukleidovské
normy (str. [[14]) a positivni definitnosti (definice I1.1]). V této kapitole probereme
kvadratické formy podrobnéji. Ukazeme souvislosti s positivni (semi-)definitnosti,
znaménky vlastnich ¢isel a popisem urcitych geometrickych objekti.

12.1 Bilinearni a kvadratické formy

Definice 12.1 (Bilinearni a kvadratickd forma). Bud V' vektorovy prostor nad T.
Bilinedrni forma je zobrazeni b: V2 — T, které je linearni v prvni i druhé sloZce,
t.

blau + v, w) = ab(u,w) + fb(v,w), Vo, €T, Yu,v,w €V,

b(w, au + pv) = abw,u) + Bb(w,v), Va,B €T, Yu,v,w € V.

Bilinearni forma se nazyva symetrickd, pokud b(u, v) = b(v,u) pro viechna u, v €
V. Zobrazeni f: V — T je kvadratickd forma, pokud se da vyjadrit f(u) = b(u, u)
pro né¢jakou symetrickou bilinearni formu b.
Priklad 12.2.

e Kazdy realny skalarni soucin je bilinearni formou.

e Komplexni skaldrni sou¢in neni bilinedrni formou, protoze neni linearni v
druhé slozce (viz strana [[14]). Formy takovéhoto typu se nazyvaji seskvi-
linearni (vice viz Becvai [2005]).

199
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e Bud V = R2 Pak
b(w,y) = x1y1 + 27192 + 47291 + 102232
je prikladem bilinearni formy,
O'(z,y) = z1y1 + 32192 + 3w2y1 + 1029y
je prikladem symetrické bilinearni formy a
f(z) =V (2, x) = 22 + 62129 + 1023

odpovidajici kvadratické formy.

e Vzdy plati b(o,v) = b(v,0) =0, f(0o) =0. O

V této kapitole se budeme prevazné zabyvat kvadratickymi formami, i kdyz
bilinearni formy jsou také zajimavé, napt. pravé vztahem se skalarnim soucinem.

V analogii s teorii linearnich zobrazeni, i bilinearni formy jsou jednoznac¢né
urceny obrazy bazi a daji se vyjadiit maticove. Ctenafi proto doporucujeme porov-
nat pojmy a vysledky této sekce se sekci a uvédomit si jistou paralelu.

Definice 12.3 (Matice bilineérni a kvadratické formy). Bud b: V2 — T biline4rni
forma a B = {wy,...,w,} baze prostoru V. Pak definujme matici A € T™*"
bilinearn{ formy vzhledem k bazi B predpisem a;; = b(w;, w;). Matice kvadratické
formy f: V — T je definovana jako matice libovolné symetrické bilinearni formy
indukujici f.

Pomoci matic forem muzeme elegantné vyjadrit jejich funkéni hodnoty explic-

itnim predpisem.

Véta 12.4 (Maticové vyjadieni forem). Bud B bdze vektorového prostoru V' a
bud b bilinedrni forma na V. Pak A je matice formy b vzhledem k bdzi B prdvé
tehdy, kdyz pro kazZdé u,v € V plati

b(u,v) = [u]5A[] 5. (12.1)

Ddle, je-li b symetrickd forma, pak odpovidajici kvadratickd forma f pro kaZdé
u €V spliuge

f(u) = [ulpAlu] p.
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Diikaz. Oznacme x = [u]p, y = [v]p, a necht B se sklada z vektora wy, . .., wy,.
Je-li A matice formy b, tak

b(u,v) = b<2xiwi, Z ijj> = Z inyjb(wi, w;j) = Z Z Ty = aT Ay.
i=1 =1

i=1 j=1 i=1 j=1

Naopak, pokud plati (I2.1]) pro kazdé u,v € V, tak dosazenim u = w;, v = w;
dostaneme b(w;, w;) = [wi]pA[w;]p = e] Ae; = a;; pro vechna i,j = 1,...,n.
Konecné, f(u) = b(u,u) = 27 Az. O

Kazda bilinearni forma je jednoznacné urcena obrazy vSech dvojic bazickych
vektorti.

Disledek 12.5. Bud' B = {wy, . .., w,} bdze vektorového prostoru V nad T a bud
A € T, Pak existuje jedind bilinedrni forma b: V? — T takovd, Ze b(w;, w;) =
a;j pro vsechnai,j =1,...,n.

Diikaz. ,Existence.* Sta¢f ovérit, Ze zobrazeni b: V2 — T dané piedpisem b(u, v) =
[u]EA[v] 5 splituje podminky bilinearn{ formy. To se nahlédne snadno, nebot zo-
brazeni u — [u]p je linearni (srov. tvrzeni [6.30).

,Jednoznac¢nost.” Z (I2.1)) plyne, Ze pro kazdé u,v € V je b(u,v) = [u]5A[v],
tedy obrazy jsou jednoznacné dany. ]

Ve vektorovém prostoru R” maji bilinearni formy specialni tvar.
Disledek 12.6. KaZdd bilinedrni forma na R" se dd vyjddrit ve tvaru
b(w,y) = ' Ay

pro urcitou matici A € R"™", a kaZdd kvadratickd forma na R™ se dd vyjadrit ve
tvaru

f(z) =2 Az

pro urcitou symetrickou matici A € R™*".

Diikaz. Staci vzit A jako matici formy vzhledem ke kanonické béazi. Pak b(x,y) =
[:E]EanA[y]kan = :UTAy'

Pro kvadratickou formu pak plati f(x) = b(x,z) = 2T Ax. Pokud A neni
symetricka, nahradime ji matici %(A + AT) ve smyslu poznamky IT.2 O
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Priklad 12.7. Uvazme bilinearni formu na R?

b(x,y) = x1y1 + 2x1y2 + 4oy + 1022ys.

1
4 10

bz, y) = aTAy = (21 ) (411 120> (z;) .

Tato bilinearni forma neni symetricka, narozdil od bilinearni formy

Matice b vzhledem ke kanonické béazi je A = ( ) , coz snadno nahlédneme i

z vyjadreni

V(x,y) = 2191 + 321y + 3x2y1 + 10x930.

Matice b’ vzhledem ke kanonické bazi je A" = (; 130> , tedy V(x,y) = 2T Aly.

Odpovidajici kvadraticka forma spliiuje

f(2) = ¥(z,2) = aTAw = (21 ) (; 13()) (2) . u

Poznamka 12.8. Mohli bychom si klast otazku, pro¢ kvadratickou formu defin-
ujeme pouze pomoci symetrickych bilinearnich forem. Vzdyt nic nam nebrani za-
vést f(u) = b(u,u) i pro nesymetrickou bilinearni formu b. Duvod je podobny
jaky jsme uvedli u positivné definitnich matic, viz poznamka 1.2l Miizeme zavést
bilinearni formu b,(u, v) == 1(b(u, v) + b(v, u)), kterd jiz bude symetrickd. Navic,
jak se snadno nahlédne, obé formy b, by indukuji stejnou kvadratickou formu f.

Zde ovsem téleso T nesmi mit charakteristiku 2, jinak by zlomek nedaval smysl.

Matice forem zavisi na volbé baze. Jak se zméni matice, kdyz prejdeme k jiné
bazi?

Véta 12.9 (Matice kvadratické formy pii zméné béze). Bud A € T™" matice

kvadratické formy f vzhledem k bdzi B prostoru V. Bud B' jind bdze a S = glid] g,
matice prechodu od B' k B. Pak matice f vzhledem k bizi B' je STAS, a odpovidd
stejné symetrické bilinedrni formé.

Dikaz. Bud u,v € V a b symetrickd bilinearni forma indukujici f. Pak
b(u,v) = [u]pAlv]p = (plid]p [u]p)" A( plid] g [v]p) = [u] ST AS[v] .

Podle véty TZ4 je STAS je matice formy b, a tim i f, vzhledem k bazi B’ ]
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Riuznou volbou béaze prostoru V' dosahujeme rizné maticové representace.
Nasim cilem bude najit takovou bazi, vii¢i niz je matice co nejjednodussi, tedy
diagonalni.

Zde je jista paralela z diagonalizaci pro vlastni ¢isla, kde jsme transformovali
matici pomoci podobnosti. Nyni transformujeme matici tpravou ST AS, kde S je
regularni. Misto podobnosti nyni méame tzv. kongruenci. Jak uvidime, u kvadrat-
ickych forem je situace jednodussi — kazdou matici lze diagonalizovat.

12.2 Sylvestriiv zakon setrvac¢nosti

V této sekci nadale uvazujeme realny prostor R™ nad R. Z definice je patrné, ze
matice kvadratické formy je symetricka. Tato vlastnost budeme velmi potfebovat.

Véta 12.10 (Sylvestriv zékon setrvaénost). Bud f(z) = aT Az kvadratickd
forma. Pak existuje baze, vici niz md [ diagondln? matict s proky 1, —1,0. Nawvic,
tato matice je aZ na poradi prvki jednoznacnd.

Diikaz. ,Existence. Protoze A je symetrickd, tak ma spektralni rozklad A =
QAQT, kde A = diag(\, ..., \). Tedy A = QT AQ je diagonalizace formy. Aby-
chom docilili na diagonéle +1, tak provedeme jesté tpravu A'QT AQA’, kde A’ je
diagonalnf matice s prvky A%, = |\;| "2, pokud A\; # 0 a A, = 1 jinak. Nyni mitzeme
QA povazovat za matici |, [id] 5 prechodu od hledané baze B do kanonické baze.
Tudiz bazi B vycteme ve sloupcich matice QA’.

,Jednoznacnost”. Sporem predpoklddejme, Ze mame dvé ruzné diagonalizace
D, D' pro bazi B = {wy,...,w,}abazi B' = {w],...,w,}. Bud u € R" libovolné
a necht mé soutadnice y = [u]p, z = [u]p. Pak

f(u):yTDy:y%—F...—l—yZ—y;H—...—y§+0y§+1+...+0yfb,
D=2+ 42— — . =2+ 02 ..+ 022

Plati ¢ = t, nebot D = ST D’S pro néjakou regularni S, a proto D, D’ maji stejnou

hodnost. Chceme ukazat, ze nutné p = s. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme

p > s. Definujme prostory P = span{wy,...,w,} a R = span{w,,,...,w,}. Pak

dmPNR=dmP+dimR—-dim(P+R)>p+(n—s)—n=p—s>1

D Anglicky Sylvester’s law of inertia, z r. 1852.
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Tedy existuje nenulovy vektor u € P N R a pro ng mame u = » &, y;w; =
n / o “ ,
D j—sr1 ZjW5, 7 Cehoz dostdvame

yi+ .+ yE >0,
flu) = 2 )
25— ...— 2z <0.
To je spor. O]

Poznamenejme, ze baze, vi¢i niz matice kvadratické formy je diagonélni, se
nazyva poldrni bdze. Tedy béaze z véty je prikladem poléarni baze, ale typicky
existujiidalsi. Da se také ukazat, ze polarni baze existuje nejen pro realné prostory,
ale 1 pro prostory nad libovolnym télesem charakteristiky rtzné od 2.

Geometricky vyznam Sylvestrova zakona setrvac¢nosti spoc¢iva v tom najit vhodny
soufadny systém (tj. bazi), ve kterém mé kvadraticka forma jednoduchy diagonélni
tvar. Algebraicky pohled na véc je ten, Ze danou symetrickou matici A transfor-
mujeme na diagonélni tvar pomoci tprav ST AS, kde S je regularni.

Piiklad 12.11 (Kvadratické formy v R?). Podle Sylvestrova zdkona majf kvadrat-
ické formy v R? v podstaté jeden z nasledujicich tvari v soufadném systému
vhodné baze.
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0 ]

Vyznam Sylvestrova zakona nespociva ani tak v existenci diagonalizace, jako
spis v jeji jednoznacnosti (odtud nazev ,setrvacnost). Tato jednoznacnost opraviuje
k zavedeni pojmu signatura jako trojice (p, q, z), kde p je pocet jednicek, ¢ pocet
minus jednicek a z pocet nul ve vysledné diagonalni matici. Navic mé radu dusledki
tykajici se mj. positivni (semi-)definitnosti a vlastnich ¢isel.

Dusledek 12.12. Bud A € R™™" symetrickd a STAS prevedeni na diagondini
tvar. Pak pocet jednicek resp. minus jednicek resp. nul na diagondle odpovidd poctu
kladnijch resp. zdaporniych resp. nulovych vlastnich cisel.

Diikaz. Staci uvazovat kvadratickou formu f(x) = zT Az, kterd ma matici A.
Z, diikazu véty je patrné, Ze jednu diagonalizaci ziskdme ze spektralniho rozkladu.
Ze setrvacnosti pak musi poc¢ty vzdy souhlasit. O

Diagonalizaci matice A tedy nenajdeme vlastni Cisla, ale uré¢ime kolik jich je
kladnych a kolik zdpornych. Pokud tento postup aplikujeme na matici A — al,
tak zjistime, kolik vlastnich ¢isel matice A je vétsich / mensich / rovno ¢islu
a. Takto lze postupnym pilenim intervalu omezovat potencialni rozsah vlastnich
¢isel a limitné konvergovat k jejich hodnotam. Tento postup se kdysi pouzival pro
vypocet vlastnich ¢isel, ale nyni je jiz prekonany (mj. to neni moc stabilni metoda).

Dusledek 12.13. Bud A € R™" symetrickd a STAS prevedeni na diagondini
tvar. Pak

(1) A je positivné definitni prdve tehdy, kdyz STAS md kladnou diagondlu,
(2) A je positivné semidefinitni prdve tehdy, kdyz STAS md nezdpornou di-

agondlu.

Diikaz. 7 dusledku I2.12 a vztahu mezi positivni (semi-)definitnosti a vlastnimi

¢isly (veta [T1.T). O
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Sylvestriv zakon tedy dava navod, jak jednou metodou rozhodnout o posi-
tivni definitnosti resp. positivni semidefinitnosti resp. negativni (semi-)definitnosti
v jednom.

Zbyvéa otazka, jak matici kvadratické formy prevést na diagonalni tvar. Dikaz
véty o Sylvestrové zakonu sice dava navod (pfes spektralni rozklad), ale muzeme
jednoduse adaptovat elementarni maticové upravy. Co se stane, kdyz symetrickou
matici A pfevedeme na ETAE, kde ET je matice elementarni fadkové tpravy?
Provede se rfadkova tprava a na sloupce i analogicka sloupcova tprava. Budeme
na matici tedy aplikovat radkové dpravy a odpovidajici sloupcové upravy. Tim
budeme nulovat prvky pod i nad diagonélou, az matici prevedeme na diagonalni
tvar.

Algoritmus 12.14 (Diagonalizace matice kvadratické formy). Bud A € R™"
symetricka. Aplikovanim elementarnich radkovych tprav a odpovidajicich sloup-
covych uprav preved matici na diagonalni tvar.

Priklad 12.15. Diagonalizujme matici

1 2 -1 1 2 -1 1 0 -1
A=12 5 3|~ 0 1 1]~ 0 1 —1]~
-1 -3 2 -1 -3 2 -1 -1 2

1 0 -1 1 0 0 100
~10 1 -1)]~10 1 -1]~({0 10
0 -1 1 0 -1 1 00O

Matice A mé dvé kladné vlastni ¢isla a jedno nulové, je tedy positivné semidefinitni.
I

Priklad 12.16. Ukazte, Ze soucin positivné definitnich matic A, B € R"*" nemusi
byt positivné definitni matice, a to ve smyslu ptivodni definice, nejen ze AB neni
nutné symetricka.

Zajimavé ale je, ze AB, prestoze ne nutné symetricki, méa stale kladné vlastni

-1
¢isla. Snadno je to vidét z vyjadieni AB = VAV AB. Vynasobenim vA = zleva
a VA zprava dostaneme podobnou matici vVABVA, ktera ze setrvacnosti ma
stejnou signaturu jako B, coz znamena kladné vlastni ¢isla. O]

Poznamka 12.17. Zde je uziteéné ukazat vztah s rekurentnim vzoreckem na
T

testovan{ positivni definitnosti (véta I1.9). Pokud uvazujeme matici A = (‘;‘ “ )

jako matici kvadratické formy a elementéarnimi dpravami vynulujeme prvky pod
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a napravo od pivota, vysledna blokové diagonalni matice se d4 maticové vyjadrit

jako
o ol
o A— %aaT '

Tato matice je positivné definitni pravé tehdy, kdyz vSechny bloky jsou positivné
definitni matice, tj. « > 0a A — éaaT je positivné definitni. Tim jsme dostali jiné
odvozeni rekurentniho vzorecku.

Kuzelosecky a kvadriky

Pomoci kvadratickych forem lze popisovat geometrické utvary zvané kvadriky. To
jsou (stru¢né feceno, podrobnéji viz napt. [Bican, 2009]) mnoziny popsané rovnici
2T Az + b'z 4+ ¢ = 0. Specialnim pifpadem jsou kuzelosecky, coz jsou kvadriky
v R2. Pomoci riznych charakteristik, jako jsou vlastni ¢isla apod., miizeme pak
snadno kvadriky klasifikovat.

Piiklad 12.18 (Elipsoidy). Rovnice %x% - bi:zsg = 1 popisuje elipsu se stFfedem
v pocatku, poloosy jsou ve sméru souradnych os a maji délky a resp. b. Podobné
pro vyssi dimenze.

N

Nyni uvazme rovnici 27 Az = 1, kde A € R™" je positivné definitni a
x = (z1,...,2,)7 je vektor proménnych. Nahlédneme, Ze rovnice popisuje elip-
soid v prostoru R”. Bud A = QAQT spektralni rozklad. P¥i substituci y = QTx
dostaneme

n n 1
1=x"Az = xTQAQTx = yTAy = Z )\iyf = Z wyf

=1 1=1 ( 4 )

Dostavame tedy popis elipsoidu se stfedem v pocatku, poloosy jsou ve sméru
soufadnic a maji délky \/LAT’ e f\ . Nicméné, tento popis je v prostoru po trans-
formaci y = QTx. Vratime zpét transformaci x = Qy. Protoze ) je ortogonalni
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matice, dostaneme stejny elipsoid se stfedem v pocatku, jen néjak pootoceny.
Protoze kanonicka baze ey, . .., e, se zobrazi na sloupce matice @) (coz jsou vlastni
vektory matice A), tak poloosy ptivodniho elipsoidu budou ve smérech vlastnich
vektori A.

I9 \
Q*l
Q*Q
- =
AL
0 T

Je-li A symetricka, ale ne positivné definitni, analyza bude stejna. Jenom ne-
dostaneme elipsoid, ale jiny geometricky utvar (hyperboloid aj.)

Piiklad 12.19 (Nekteré kvadriky v R3). Nésledujici obrazky znazoriuji nékteré
dalsi tridimenzionalni kvadriky.

2 2l 2 2l
2 =0 ZL 72
a2 b2 a2 b2

hyperbolicky paraboloid hyperbolicka valcova plocha
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ry | Lo T3 ry Lo T3
2 e 2] 2 pteT!
jednodilny hyperboloid dvojdilny hyperboloid ]

Problémy

12.1. Diskutujte jednoznacnost matice kvadratické formy, a jednoznacnost kvadrat-
ické formy ze znalosti obrazu néjaké baze.

12.2. Ukazte, 7Ze bilinearni formy na prostoru V' tvori vektorovy prostor a urcete
jeho dimenzi.

12.3. Ukazte, ze kvadratické formy na prostoru V' tvoii vektorovy prostor a urcete
jeho dimenzi.

12.4. Bud V vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky rizné od 2. Ukazte,
7e kazda symetrickd bilinearni forma b: V2 — T je uréena hodnotami
b(v,v), v € V. To v disledku znamend, ze ze znalosti kvadratické formy
jsme schopni zrekonstruovat jednoznacnou symetrickou bilinearni formu,
ktera ji indukuje.

12.5. Plati Sylvestriv zakon setrvacnosti na komplexnim prostoru?

12.6. Vyjadiete kvadratickou formu f(x) = z7 Az s positivné definitni matici
A € R™™ jako soucet ¢tverci linearnich forem. (Pozndmka. Plati dokonce,
ze kazdy nezéaporny polynom se da vyjadrit jako zlomek, kde ¢itatel i jmen-
ovatel jsou ve tvaru souctu ¢tverci.)

12.7. Bud f: V — R kvadraticka forma a h: V' — V isomorfismus.

(a) Ukazte, ze f o h je kvadraticka forma na V.

(b) Ukazte, ze obé kvadratické formy f, f o h maji stejnou signaturu.

12.8. Bud f kvadratickd forma na realném prostoru V' a bud (p,q, z) jeji sig-
natura. Ukazte, Ze v prostoru V' existuje podprostor dimenze z 4+ min(p, q),
na kterém je kvadraticka forma f nulova, a vétsi takovy podprostor neex-
istuje.
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Kapitola 13

Maticové rozklady

Maticové rozklady byly zarazeny do Top 10 algoritmu 20. stoleti. S nékolika rozk-
lady jsme se jiz setkali (Choleského rozklad, spektralni rozklad, . ..), ale QR rozk-

vt viw e

je zakladem QR algoritmu. Jeho dilezitost je tedy patrna.
Top 10 algoritmy 20. stoleti podle [Dongarra and Sullivan, 2000; [Cipra, 2000]

jsou:

1.

Metoda Monte Carlo (1946, J. von Neumann, S. Ulam, a N. Metropolis)
Pomoci simulaci s nahodnymi ¢isly spocitame priblizna reSeni problémii,
které jsou velmi tézké na to spocitat jejich reseni presné.

Simplexovd metoda pro linedrni programovdni (1946, G. Dantzig)

Metoda na vypocet optimaliza¢nich tloh s linearnim kriteriem i omezenimi,
tj. v jakém bodu polyedru se nabyde nejmensi hodnota linearni funkce (viz
sekce [L5 a poznamka [T.15]).

Iteracéni metody Krylovovych podprostord (1950, M. Hestenes, E. Stiefel, C.
Lanczos)

Metody na feseni velkych a fidkych soustav linearnich rovnic.
Dekompozice matic (1951, A. Householder)

Maticové rozklady jako je napft. Choleského rozklad, LU rozklad, QR rozk-
lad, spektralni rozklad, Schurova triangularizace nebo SVD rozklad.

Prekladac¢ Fortranu (1957, J. Backus)

Informatikiim netfeba pfredstavovat prekladac¢ programovaciho jazyka For-
tran, ktery jako jeden z prvnich umoznil ndroéné numerické vypocty.

211
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6. QR algoritmus, (1961, J. Francis)

Algoritmus pro vypocet vlastnich ¢isel.

7. Quicksort (1962, A. Hoare)

Algoritmus na tridéni.

8. Rychld Fourierova transformace (1965, J. Cooley, J. Tukey)

Pro rychlé nasobeni polynomi a ¢isel, zpracovani signalu a mnoho dalsich
vect.

9. Algoritmus , Integer relation detection® (1977, H. Ferguson, R. Forcade)

Zobecnéni Euklidova algoritmu postupného déleni na problém: Dano n real-
nych ¢isel xq, ..., z,, existuje netrivialni celoc¢iselna kombinace a;z1+. ..+
anx, = 07

10. Metoda vice péli — ,, Fast multipole algorithm“ (1987, L. Greengard, V. Rokhlin)

Simulace v problému vypoctu sil dalekého dosahu v tloze n téles. Seskupuje
zdroje lezici u sebe a pracuje s nimi jako s jedinym.

V této kapitole budeme uvazovat standardni skalarni soucin v R" a euklei-
dovskou normu (pokud neni explicitné feceno jinak).

13.1 Householderova transtformace

Pripomenme (piiklad 8.47), ze Householderova matice je definovana jako H(z) =
I, — %xazT, kde o # x € R". Tato matice je ortogonélni a symetricka. A jak
ukdZzeme, miize nahradit elementarni matice pii vypoctu odstupnovaného tvaru

matice. Tento postup se nazyva Householderova transformace!)

Véta 13.1 (Householderova transformace). Pro kazdé z,y € R", x # vy, ||z||s =
llylle plati y = H(x — y)x.

D Alston Scott Householder (1904-1993), americky numericky matematik, transformace je z r. 1958. Byl
spoluzakladatelem numerické matematiky a pry nikdy necestoval letadlem, nebot si byl védom, kde vSude pii
vypoctech konstrukce mohlo dojit k chybé.
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Diikaz. Pocitejme

2 T
Az —y)o = <[n_ (x—y)T(x—y)(x_y)(x_y) )x
B L .
B (x;y)T(%_?/)(T ’ (x—y)T(x—y)( g
_ HxHZ_;‘—xHy—H;é 2 ) —a—(r—y) =y O

Householderova matice tedy prevadi jeden vybrany vektor x na jiny y se stej-
nou normou tim, ze vynasobime vektor x zleva vhodnou Householderovou matici.
Specialné lze prevést kazdy vektor na vhodny nasobek jednotkového vektoru:

Diusledek 13.2. Bud x € R" a definujme

. {H(:c —|lzllaer), pokud x # ||z[|ze1,

I, Jinak.
Potom Hx = ||x||2€1.
Diikaz. Pripad z = ||z||2€1 je jasny. Jinak pouzijeme vétu [I3.1], vektory z, ||x||2€e1
maji stejnou normu. ]

Piiklad 13.3. Bud z = (2,2,1)7. Pak ||z]|s = 3 a tedy

1 2 2 1
H:H(x—?)el):§ 2 -1 -2
1 -2 2

Nyni Hx = (3,0,0)7, tedy linearni zobrazeni & — Hax zobrazuje vektor z =
(2,2,1)T na nasobek jednotkového vektoru. O

Méjme matici A € R"™*" a H sestrojime podle prvniho sloupce A. Vynéa-
sobenim HA tak vynulujeme prvky v prvnim sloupci A az na prvni z nich.
Rekurzivnim volanim transformace pak prevedeme matici do odstupnovaného tvaru.
Tento postup je tedy alternativou k elementarnim radkovym tpravam. Mame tu
vSak jesté néco navic, a to tzv. QR rozklad, o némz hovorime podrobnéji v nasle-
dujici sekei.

Podobné lze pouzit i Givensova matice, ale ta nuluje pouze jeden prvek (stejné
jako elementarni matice), takze ji musime pouzit vicekrat (Problém [I3.T]).
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13.2 QR rozklad

Véta 13.4 (QR rozklad). Pro kazdou matici A € R™*™ existuje ortogondlni @ €
R™ ™ a horni trojihelnikovd matice R € R™*™ s nezdpornou diagondlou tak, Ze

A=QR.

Diikaz. Matematickou indukei podle n, tj. poctu sloupct. Je-lin = 1, pak A =
a € R™ a pro matici H sestrojenou podle duasledku I3.2 plati Ha = ||a||2€e;1. Staci
polozit Q == HT a R = ||al|2e;.

Indukéni krok n < n — 1. Aplikaci dusledku na prvni sloupec matice A
dostaneme H A, = || As1][2e1. Tedy HA je tvaru

a bf
HA= (0 B) ,
kde B € R0"Dx(n=1) 3 ¢ = ||A,|| > 0. Podle indukéniho predpokladu existuje

rozklad B = Q'R’, kde Q' € R D*m=1 je ortogonalnf a R € Rm=Dx(n=1)
horni trojuhelnikova s nezapornou diagonalou. Upravme

T T T T
o) ma=(ar) (a) =0 r) o

1 ol a bT
Q::HT(O Q,), R::(O R,).

Matice @) je ortogonalni a R je horni trojuhelnikova s nezapornou diagonalou.
Nyni rovnice (I3.1) mé tvar QT A = R, neboli A = QR je hledany rozklad. O

Ozna¢me

Véta dava i ndvod na konstrukei QR rozkladu. Poznamenejme, Ze v pribéhu
algoritmu plati invariant: A = QR a @) je ortogonélni. Podstata tedy spociva
v tom, Ze postupné R preménime na horni trojihelnikovou matici. Symbol R(j :
m, j) znaci vektor (rj;, ..., rm;)".

Algoritmus 13.5 (QR rozklad). Bud A € R™*™.
1. Q=1, R=A,
2: for j :=1 to min(m,n) do
3: = R(j:m,j),
4: if x # ||z]|2e1 then
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5: xr = 1x — ||z|e1,
6: H(z) = Ly_js1 — —=za’,
. _ (L1 0
C ()
8: R:=HR, Q= QH,
9: end if
10: end for
Vystup: A = QR.
Priklad 13.6 (QR rozklad). Bud
0 —20 —14
A=13 27 —4
4 11 =2
Prvni iterace:
r=Aq— HA*1H€1 = (_57374)T7
o 1 0 15 20 5 25 —4
lelg—zT:% 15 16 —12], Q1A= 1|0 0 -10
v 20 —12 9 0 —25 —10

Druhé iterace:

= (0,-25)" — 25¢; = (~25,-25)",
o2t 0 —1 0 -—10 25 10

Vysledek:

- L [0 —20 ~15 5 25 —4
Q:Q1<O Q>:— 15 12 —-16|, R=110 25 10 |.
2/ 25 \99 _—9 12 0 0 10 0

QR rozklad je jednozna¢ny jen za urcitych predpokladii. Napt. pro nulovou
matici A = 0 je R = 0 a @ libovolna ortogonalni matice, tedy jednoznacnost tu

nenastava.
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Véta 13.7 (Jednoznacnost QR rozkladu). Pro reguldrni matici A € R™" je QR
rozklad jednoznacny a R md na diagondle kladné hodnoty.

Diikaz. Ze vztahu A = QR plyne, Zze R je regulérni, a proto musi mit nenulovou,
tudiz kladnou, diagonalu.

Jednoznac¢nost ukazeme sporem. Necht A mé dva ruzné rozklady A = Q1 R; =
Q2Ry. Pak QTQ, = R2R1_1, a tuto matici oznacime jako U. Ziejmé U je orto-
gonalni (je to soucin ortogonalnich matic QI a @) a horni trojuhelnikova (je
to soucin hornich trojuhelnikovych matic R, a Ry ). Specialné, prvni sloupec U
ma tvar U,y = (u11,0,...,0)7, kde uy; > 0. Aby mél jednotkovou velikost, musi
u11 = 1 a proto U,y = ey. Druhy sloupec je kolmy na prvni, proto us; = 0, a aby
meél jednotkovou velikost, musi uge = 1. Tedy U,s = e5. Atd. pokracujeme dale az
dostaneme U = I,,, z ¢ehoz ()1 = (Y2 a Ry = R,. To je spor. ]

Véta se da zobecnit i na pripad kdy A € R™*™ ma4 linearné nezévislé sloupce.
Pak matice R a prvnich n sloupcti @ je jednozna¢né urceno, a diagonala matice
R je kladna.

Poznamka 13.8 (QR rozklad pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace). QR
rozklad matice A € R™*" lze sestrojit i pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonal-
izace. Prakticky se to sice nedéla, protoze pravé diky pouziti ortogonalnich matic
je Householderova transformace numericky lepsi, ale pro pochopeni vztahu obou
metod je to uzitecné.

Zakladni myslenka je nésledujici: Zatimco Householderovymi transformacemi
(tj., sekvenci ortogonalnich matic) upravujeme matici A na horni trojihelnikovou,
Gramova—Schmidtova ortogonalizace funguje pfesné naopak — pomoci sekvence
vhodnych hornich trojihelnikovych matic upravime A na matici s ortonormalnimi
sloupci.

Konkrétné popiseme Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci takto. Méjme matici
A € R™" jejiz sloupce chceme zortonormalizovat. Budeme postupovat podle
algoritmu s tim, ze vektory x1,...,x, jsou sloupce matice A a v prubéhu
vypoctu budeme sloupce matice A nahrazovat vektory yi a zp. Krok 2] algoritmu
ma tvar

k—1
Yp = Tp — Z(xk, 2)2;.

J=1
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Tuto operaci vyjadiime maticové tak, ze matici A vynasobime zprava matici

1 aq

kde a; = — (2, 25), j = 1,...,k — 1. Podobné krok [3 ktery ma tvar

1
Rk = 771 Yk,
[l
vyjadifme vynasobenim matice A zprava diagonalni maticis prvky 1,...,1, =, 1,...,1

llyell®
na diagonéle. Protoze obé matice, kterymi jsme néasobili A zprava, jsou horni tro-

juhelnikové, miizeme celou ortogonalizaci vyjadrit jako
ARy... Ry = Q,

kde Rq,..., Ry jsou horni trojuhelnikové matice a () mé ortonormélni sloupce.
Hledany QR nyni dostaneme tak, Ze vyjadifme A = QR, kde R := (Ry... R;)™}
je rovnéz horni trojuhelnikova matice.

13.3 Aplikace QR rozkladu

QR rozklad se da pouzit na feSeni mnoha tuloh, se kterymi jsme se doposud
setkali. Jeho hlavni vyhodou je, Ze pracuje s ortogonalni matici (). Protoze or-
togonalni matice zachovavaji normu (véta B48(2)]), tak se zaokrouhlovaci chyby
prilis nezvétsuji. To je duvod, pro¢ se ortogonalni matice hojné vyuzivaji v num-
erickych metodéach.

QR rozklad a soustavy rovnic

Uvazujme soustavu linedrnich rovnic Az = b, kde A € R™*" je reguléarni. Resent
vypocitame nasledujicim zptisobem: Vypocitej QR rozklad A = QQR. Pak soustava
ma tvar QRz = b, neboli Rx = QTb. Protoze R je horni trojihelnikova matice,
feSeni dostaneme snadno zpétnou substituci.

Oproti Gaussové eliminaci je tento zptisob priblizné dvakrat pomalejsi, na
druhou stranu je numericky stabilnéjsi a presnéjsi.
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QR rozklad a ortogonalizace

Pro néasledujici si nejprve zavedeme tzv. redukovany QR rozklad. Necht A € R™*"
ma linedrné nezavislé sloupce. Pak QR rozklad rozepiseme blokoveé

a-or-(@ @) (7) -on

kde Q € R™ " tvori prvnich n sloupct matice @ a R tvoif prvnich n fadki matice
R. Matice R je regularni.

Nyni se podivejme, jak QR rozklad aplikovat k nalezeni ortonormélni baze
daného prostoru; je to tedy alternativa ke Gramové-Schmidtové ortogonalizaci
v R™. Necht A € R™*" ma linearné nezdvislé sloupce a chceme sestrojit ortonor-
malni bazi sloupcového prostoru S(A). Z rovnosti A = QR a regularity R vyplyva
(véta[548), ze S(A) = S(Q). Tedy ortonormalni bazi S(A) tvoif sloupce Q.

Vzhledem k vlastnostem ortogonalnich matic pak @' tvoif ortonormalni bazi
Ker(AT), protoze Ker(AT) je ortogonalnf doplnék k S(A). Z QR rozkladu matice
A resp. AT tedy dokéZeme vyéist ortonormalni bazi viech zékladnich maticovych
prostort — fadkového, sloupcového a jadra.

QR rozklad a rozsifeni na ortonormalni bazi

Nekolikrat jsme v tomto textu pouzili vlastnost, Ze ortonormélni systém vektort
jde rozsitit na ortonormalni bazi. Zameérime se na specialni pripad jak rozsirit
vektor jednotkové velikosti na ortonorméalni bézi. Tento pripad se objevil napf.
v dikazu véty o spektralnim rozkladu symetrickych matic.

Bud a € R", |la|ls = 1, abud a = Qr jeho QR rozklad. Aby byl vektor r, brano
jako matice s jednim sloupcem, v hornim trojtuhelnikovém tvaru s nezapornou
diagonalou, musi mit tvar r = («,0,...,0)T pro n&jaké a > 0. Protoze ||a|s = 1
a @ je ortogondalni, musi ||r||2 = 1. Tudiz r = e, z ¢ehoz a = Q1. Vektor a tak lezi
v prvnim sloupci () a ostatni sloupce predstavuji jeho rozsifeni na ortonormalni
bazi.

QR rozklad a projekce do podprostoru

Necht A € R™" m4 linearné nezavislé sloupce. Vime (véta R3]), ze projekce
vektoru x € R™ do sloupcového prostoru S(A) je tvaru 2/ = A(ATA)tATx.



18.3. Aplikace QR rozkladu 219

Vyraz mizeme zjednodusit s pouzitim redukovaného QR rozkladu A = QR:

A(ATA) 1AT QR(RTQTQR) 1RTQT QR(RTR) 1RTQT
= QRR'(RN)T'RTQT = QQ".

Matice projekee je tedy QQT a vektor z se projektuje na vektor 2/ = QQ”x.

QR rozklad a metoda nejmensich ctverci

Metoda nejmensich ¢tverct (sekce BH) spociva v priblizném teseni preurdené sous-
tavy rovnic Az = b, kde A € R"™*" m > n. Necht A ma hodnost n, pak priblizné
reseni metodou nejmensich ¢tverci je

T = (ATA) 1ATb _ (RTQTQR) 1RTQTb _ (RT) 1RTQTb _ _1QTZ).

Jinymi slovy, z ziskdme jako TeSeni regulédrni soustavy Rx = QTb, a to zpét-
nou substituci protoze matice R je hornf trojihelnikova. Poviimnéme si analogie
s TeSenim reguldrni soustavy Ax = b, kter¢ vedlo na Rr = QTb; nyni mame
offznutou soustavu Rz = Q7.

QR algoritmus

QR algorz’tmu je metoda na vypocet vlastnich ¢isel matice A € R™™", ktera se
stala zakladem soudobych efektivnich metod.

Algoritmus 13.9 (QR algoritmus). Bud A € R™*™.
1: Ag:=A,1:=0,

2: while not splnéna ukoncovaci podminka do

3 sestroj QR rozklad matice A;, tj. A; = QR,

4: Aip1 = RQ,

5 i=i 1

6

- end while

Vystup: A;.

2) Autory jsou anglicky informatik John G.F. Francis a ruska matematicka Vera Nikolaevna Kublanovskaya,
ktefi jej vyvinuli nezavisle r. 1961.
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Tvrzeni 13.10. Matice Ay, A1, ... jsou si navzdjem podobné.
Dikaz. Aiv1 = RQ = I,RQ = QTQRQ = QT A;Q. O]

Matice A; na vystupu je podobna s A, a ma tim padem i stejné vlastni ¢isla. Jak
je zjistime? Algoritmus vesmés konverguje (piipady kdy nekonverguje jsou ridké,
skoro umélé; dlouho nebyl znam piipad kdy by nekonvergoval) k blokové horni
trojuhelnikové matici s bloky o velikosti 1 a 2. Bloky o velikosti 1 jsou vlastni
¢isla, a z bloki o velikosti 2 jednoduse dopocitame dvojice komplexné sdruzenych
vlastnich ¢isel.

Priklad 13.11. Iterace QR algoritmu pro danou matici A:

2 4 2 6.1667 —2.4623 0.8616
A=14 2 2 | — | —24623 —1.2576 —0.2598
2 2 —1 0.8616 —0.2598 —1.9091
6.9257 0.7725  0.2586 6.9939 —0.2225 0.0742
— |1 0.7725 —1.9331 0.0224 | — | —0.2225 —1.9945 —0.0018
0.2586 0.0224 —1.9925 0.0742 —0.0018 —1.9994
6.9995 0.0636 0.0212 7 —0.0182 0.0061
— [ 0.0636 —1.9996 0.0001 | — [ —0.0182  —2 —107°
0.0212 0.0001 —1.9999 0.0061 —107° —2
Zdrojovy kod pro Matlab / Octave:
[ A=[2 4 2; 42 2; 22 -1]; |
for i=1:5
[Q,RI=qr(4);
A=RxQ,
end

Symetrickd matice konverguje k diagonélni. Pfesnost vypocitanych vlastnich
¢isel urcuje véta [[0.500 o Gerschgorinovych discich. ]

13.4 SVD rozklad

Stejné jako QR rozklad je SVD rozklad?) jednou ze zakladnich technik v numer-
ickych vypoctech.

3)Zkratka za Singular value decomposition, rozklad na singularni ¢sla. Byl objeven r. 1873 nezévisle fadou
autori jako byli napf. Ital Eugenio Beltrami, Francouz Marie E. Camille Jordan, Anglitan James Sylvester,
Némec Erhard Schmidt nebo Svycar Hermann Weyl.
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Véta 13.12 (SVD rozklad). Bud A € R™ " q = min{m,n}. Pak ezistuje di-
agondlni? matice ¥ € R™" s proky o1 > ... > 049 > 0 a ortogondlni matice
UeR™m VcR™ tak, 2e A=UXVT.

Ideu dikazu uvadime za algoritmem [3.15] ktery konstruuje SVD rozklad.
Kladnym ¢islim na diagonale o11, ..., 0, fikime singuldrni c¢isla matice A a
znacime je obvykle o1, ..., 0,. Zjevné r = rank(A).

Véta 13.13 (Vztah singularnich a vlastnich ¢éisel). Bud A € R™*", r = rank(A),
a necht AT A md vlastni ¢isla Ay > ... > \,. Pak singuldrni ¢isla matice A jsou

Ui:m; izl,...,r.
Diikaz. Necht A = UXV7T je SVD rozklad A. Pak

ATA=VvTUTusv? = velsv? = Vdiag(o?,...,02,0,...,0)VT,

Y q7 )
coZ je spektralnf rozklad positivné definitnf matice AT A. Tudiz \, = o?. O

Priklad 13.14. Bud Q € R™" ortogonélni. Pak Q7Q = I,, méa vlastni ¢isla samé
jednicky. Tedy ortogonalni matice ) méa singularni ¢isla také samé jednicky. [

Diikaz véty prozradil navic, ze matice V' je ortogonalni matici ze spektralniho

rozkladu matice AT A. Podobné, matice U je ortogonalni matici ze spektralniho
rozkladu AAT:

AAT = UsvTVvETUT = UseTUT = U diag(o?,...,02,0,...,0)U".

q7

Bohuzel, spektralni rozklady matic ATA a AAT nemiizeme pouzit ke konstrukei
SVD rozkladu, protoze nejsou jednoznacné. Pouzit muZzeme jen jeden a druhy
dopocitat trochu jinak.
Algoritmus 13.15 (SVD rozklad). Bud A € R™*™.
1: Sestroj VAVT spektralni rozklad matice AT A;
r = rank(A);
o=V, i=1...,7;
S = diag(oy,...,0.);
V1 je matice tvorenéd prvnimi r sloupci V;
U = AV S~
doplit Uy na ortogonélni matici U = (U | Us);
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Vystup: A = USVT je SVD rozklad A.

Diikaz. 7 véty vime, Ze o1, ..., 0, jsou hledané singularni ¢isla a zjevné V'
je ortogonalni. Musime dokazat, Ze U; mé ortonormalni sloupce a A = ULVT.

Z rovnosti ATA = VAVT odvodime A = VTAT AV a odfiznutim poslednich
n — r fadki a sloupctt dostaneme matici diag(A, ..., \.) = VT ATAV,. Nyni je
vidét, ze Uy mé ortonormélni sloupce, nebot

ULU, = (STHTVEATAV S = (S )T diag(My, ..., \) S = (SHT 8287 =1,
Zbyva ukazat, ze A = ULVT, neboli ¥ = UTAV. Rozlozme V = (V; | V).
Odiiznutim prvnich r fadkt a sloupcit v matici A = VTAT AV dostaneme 0 =

VL AT AV, 7 ¢ehoz AV, = 0 (dtsledek B3T). Nyni s vyuZitim rovnosti AV, = Up.S

mame

UTAV = UTA(Vy | Vo) = (UTULS | UTAV,) = (g 8) = 3. O

Piiklad 13.16 (SVD rozklad). Mé&jme

A=

SN =
S =

Spektralni rozklad matice AT A:

T ?@ 6 0 g\/g T

Urceni S:
_ (V6 0
5= (4 0)

Urceni U; (v tomto piikladu mame V; = V).

U = AVS~ ! =

§w|%w|§
eHfS ©

|
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Doplnéni Uy ortogonalni matici U:

V3 _ /6

3 0 3

U= B8 2 6
3 2 6

_ V3 V2 V6

3 2 6

Vysledny SVD rozklad:

V3 V6
G |00 (28 <omer
— 3 2 6 =
A R 0 21/ 35| =08V O
V3 V2 VG 0 0 2 2
3 2 6

Podobné jako u QR rozkladu, tak i pro SVD rozklad existuje redukovana verze,
tzv. redukovanyj (nebo té7 tenky) SVD rozklad. Bud A = UXVT hodnosti r > 0.
Rozlozme U = (Uy | Us), V = (V4 | V5) na prvnich r sloupcii a zbytek, a dale
S = diag(oy,...,0,). Pak

S 0\ (Vi
A=UsV" = (U, Us) (o o) (v;T> = U, SV

Redukovany SVD pouziva jen ¢ast informace z SVD rozkladu, ale tu podstatnou, ze
které muazeme plny SVD rozklad zrekonstruovat (doplnénim Uy, V; na ortogonélni
matice). Redukovany SVD jsme trochu pouzivali uz v dikazu algoritmu I3.15.

13.5 Aplikace SVD rozkladu

SVD a ortogonalizace

SVD rozklad 1ze pouzit k nalezeni ortonormalni baze (nejen) sloupcového pros-
toru S(A). Na rozdil od dosavadnich pfistupti nemusime predpokladat linearni
nezavislost sloupct matice A.

Véta 13.17. Necht A = USVT = U,SV{ je SVD rozklad matice A € R™™,
Pak

(1) Sloupce Uy tvofi ortonormdlni bazi prostoru S(A).
(2) Sloupce Vi tvoii ortonormdlni bazi prostoru R(A).

(3) Sloupce Vi tvori ortonormdlni bdzi prostoru Ker(A).
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Diikaz.

(1) Redukovany SVD rozklad je A = U;SV{L. Pfenasobenim V; zprava dostaneme
AV = Ui S. Nyni, S(A) 3 S(AV)) = S(U1S) = S(Uy) diky regularité
matice S. Protoze rank(A) = rank(U;), méame rovnost S(A) = S(Uy).

(2) Plyne z piedchoziho diky R(A) = S(AT).

(3) Z transpozice AT = V,SU[" dostéavame redukovany SVD rozklad matice
AT Tedy sloupce V; tvoif ortonormalni bazi prostoru S(AT) = R(A) =
Ker(A)*+. Proto sloupce Vs, které doplituji sloupce V4 na ortonorméalni bézi
R" pfedstavuji ortonormalni béazi Ker(A). O

SVD a projekce do podprostoru

Pomoci SVD rozkladu mizeme snadno vyjadiit matici projekce do sloupcového (a
radkového) prostoru dané matice. Dokonce k tomu nepotiebujeme predpoklad na
linearni nezavislost sloupcii matice, coz bylo potieba ve vété [R.38|.

Véta 13.18. Necht A = UXVT = U, SV{T je SVD rozklad matice A € R™ ", Pak
matice projekce do

(1) sloupcového prostoru S(A) je U,UL,
(2) vddkového prostoru R(A) je ViV,

Dikaz.

(1) Z vety I3I70je S(A) = S(Uy). Sloupce Uy jsou linearné nezavislé, a proto
matice projekce méa dle véty B38 tvar Uy (UL U UL = U (1)UL =
U7

(2) Plyne z piedchoziho diky R(A) = S(AT). O

Podobnym zptsobem lze odvodit i vzorecek pro priblizné feseni soustavy Ax =
b metodou nejmensich ¢tverca. Nicméné, pozdéji ve vété ukazeme silnéjsi
vysledek.

SVD a geometrie lineArniho zobrazeni

Bud A € R™*" regularni matice a studujme obraz jednotkové koule pii zobrazeni
x +— Azx. Z SVD rozkladu A = UXVT plyne, Ze linearni zobrazeni lze rozlozit
na slozeni tif zakladnich zobrazeni: ortogonalni zobrazeni s matici V7, gkdlovani
podle ¥ a ortogonalni zobrazeni s matici U. Konkrétné, zobrazeni s matici V71
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zobrazi kouli na sebe sama, 3 ji zdeformuje na elipsoid a U ji oto¢i/prevrati. Tedy
vysledkem bude elipsoid se stfedem v pocatku, poloosy jsou ve smeérech sloupci
U a délky maji velikost o1, ..., 0.

Hodnota Z—; > 1 se nazyva mira deformace a kvantitativné udava, jak moc
zobrazeni deformuje geometrické utvary. Je-li hodnota rovna 1, elipsoid bude mit
tvar koule, a naopak ¢im vétsi bude hodnota, tim protahlejsi bude elipsoid. Vyznam
této hodnoty je ale nejenom geometricky. V numerické matematice se podil ;’—i
nazyva Cislo podminénosti a ¢im je vétsi, tim hife podminéné je matice A ve
smyslu, Ze vykazuje Spatné numerické vlastnosti — zaokrouhlovani v pocitacove
aritmetice s pohyblivou fadkovou ¢arkou zpusobuje chyby (viz sekce [[L2)).

Empirické pravidlo fika, ze je-li ¢islo podminénosti fadové 10%, pak pii vypoctech
s matici (inverze, feSeni soustav, atp.) ztracime presnost o k desetinnych mist. Or-
togonalni matice maji ¢islo podminénosti rovné 1, a proto se v numerické matem-
atice Casto pouzivaji. Naproti tomu napi. Hilbertovy matice z prikladu B.41] maji
¢islo podminénosti velmi vysoké:

n ¢islo podminénosti H,,

3 ~ 500
5 ~ 10°
10 ~ 1013
15 ~ 1017

SVD a numericky rank

Hodnost matice A je rovna poctu (kladnych) singularnich ¢isel. Nicméné, pro
vypocetni ucely se hodné malé kladné ¢islo povazuje za praktickou nulu. Bud
e > 0, pak numericky rank matice A je max{s; o5 > ¢}, tedy pocet singularnich
Cisel vétsich nez e, ostatni se berou za nulova. Napt. Matlab / Octave bere ¢ =
max{m,n} - o1 - eps, kde eps ~ 2 - 1071 je presnost pocitacové aritmetiky.

SVD a low-rank aproximace

Bud A € R™" a A = ULV jeji SVD rozklad. Jestlize ponechdme k nejvétsich
singularnich ¢isel a ostatni vynulujeme o1 = 0, ..., 0, = 0, tak dostaneme
matici

A' = U diag(oy,...,04,0,...,0)V7
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hodnosti k, kterd dobre aproximuje A. Navic tato aproximace je v jistém smyslu
nejlepsi mozna. To jest, v urcité normé (viz sekce [[3.7)) je ze vSech matic hodnosti
k pravée A’ nejblize matici A. Low-rank aproximaci vyuZzijeme v nésledujicim:

SVD a komprese dat

Predpokladejme, ze matice A € R™*" reprezentuje data, které chceme zkomp-
rimovat. Pokud rank(A) = r, tak pro redukovany SVD rozklad A = U, SV’
si potfebujeme zapamatovat mr +r + nr = (m + n + 1)r hodnot. Pfi low-rank
aproximaci A ~ U diag(o1, ..., 0%,0,...,0)V7T sistaci pamatovat jen (m-+n-+1)k
hodnot. Tedy kompresni pomeér je k : r. Cfm mensi k, tim mensi objem dat si staci
pamatovat. Ale na druhou stranu, mensi k znaci horsi aproximaci.

Piiklad 13.19. Zminény postup ilustrujeme na kompresi obrazku (srov. piik-
lad B.50). Predpokladame, ze matice A € R™*" reprezentuje obrézek, ve kterém
pixel na pozici (4,j) ma barvu s ¢islem a;;. Nasledujici obrazky ilustruji kom-
primaci pro riznou volbu k. Pro k& = 480 mame originalni obrazek, pro 150 asi
tfetinovou kompresi bez znatelné Gjmy na kvalité obrazku, pii k = 50 uz dochéazi
k zrnéni a pii k = 5 je obrazek znacné rozmazéan (ale na to, ze mame zhruba 1%
puvodniho objemu dat, je vysledek stale slusny).

original (k = 480)
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k =50

Obrézek predstavuje foto z konference o numerické algebte v Gatlinburgu z r.
1964, a zaznamenava nejvetsi numerické matematiky své doby, zleva: James H.
Wilkinson, Wallace Givens, George Forsythe, Alston Householder, Peter Henrici,
a Fritz Bauer. Obrézek se sklada z 480 x 640 pixelu, SVD rozklad trval cca 5 sec
(11.5.2010). Zdrojovy kod pro Matlab / Octave:

load gatlin,

[X,S,Y] = svd(X);

figure(2), clf,

k = 150;

Xk = X(:,1:k)*S(1:k,1:k)*Y(:,1:k)’;
image (Xk) ,

colormap (map),

axis equal, axis off,

SVD a mira regularity

Jak jsme uvedli v poznamce 0.8 determinant se jako mira regularity moc nehodi.
Zato singularni ¢isla jsou pro to jako stvorena. Bud A € R™". Pak o, udava
vzdélenost (v jisté normé, viz sekce [[3.7)) k nejblizsi singularni matici, podrobnéji
Viz m, |. Takze je to v souladu s tim, co bychom si pod takovou mirou
predstavovali. Ortogonélni matice maji miru 1, naproti tomu Hilbertovy matice
maji malou miru regularity, tj. jsou témeér singularni:
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n  on(Hpy)
3 =~ 0.0027
5 =~107°
10 ~ 10713
15 ~10718

13.6 Pseudoinverzni matice

Je prirozenou snahou zobecnit pojem inverze matice i na singularni nebo obdél-
nikové matice. Takové zobecnéné inverzi se 1ka pseudoinverze a existuje nékolik

v s

druhii. Nejcastéjsi je tzv. Mooreova—Penroseova pseudoinverz, ktera spociva na
SVD rozkladu.

Definice 13.20 (Mooreova—Penroseova pseudoinverze). Bud A € R™*" matice
s redukovanym SVD rozkladem A = U;SV{L. Je-li A # 0, pak jeji pseudoinverze je
AT = V,S7IUT € R™™. Pro A = 0 definujeme pseudoinverzi predpisem AT = A7
Priklad 13.21. Pseudoinverze nenulového vektoru a € R" je al = ﬁaT, specialné
napi. (1,1,1,1)" = $(1,1,1,1)". O
Véta 13.22 (Vlastnosti pseudoinverze). Bud A € R™ " pak

(1) Je-li A reguldrni, tak A~! = AT,

(2) (A = A
(3) (AT)! = (A1),
(4) A= AAiA,

(5) At = ATAAT,

(6) AAT je symetrickd,

(7) ATA je symetrickd,

(8) At = (AT A)TAT

(9) md-li A linedrné nezdvislé sloupce, pak AT = (AT A)~TAT,
(10) md-li A linedrné nezdvislé vadky, pak AT = AT(AAT)~1,

Y)Nezavisle ji objevili americky matematik Eliakim Hastings Moore r. 1920 a anglicky fyzik, slavny popular-
izator, Roger Penrose r. 1955.
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Diikaz. Vlastnosti se dokdzou jednoduse z definice. Pro ilustraci ukazeme jen dveé
vlastnosti, zbytek nechavame ¢tenari.

ideﬁnice AATA = U SVEIV STWUTU,SVE = U,SS71SVE = U, SV =

[(9)] Z predpokladu je V4 ¢tvercova, tedy ortogonalni. Pak
(ATA) T = (VSUTU SV T = (WS T = s
z ¢ehoz (ATA)TAT = vV,S72VIV, SUL = V,S~UL = AT, ]

Prvni vlastnost tika, zZe se skuteéné jedna o zobecnéni klasické inverze. Vlast-
nosti jsou zajimavé v tom, ze davaji alternativni definici pseudoinverze; ta
se totiz ekvivalentné da definovat jako matice, ktera splituje podminky |(4)H(7)} a
takova matice kupodivu existuje vzdy pravé jedna.

Poznamenejme, Ze nékteré vlastnosti, u kterych bychom ocekavali ze plati, tak
obecné platit nemusi. Napi. obecné AAT # ATA a (AB)T # BTAT.

Pomoci pseudoinverze elegantné vyjadiime matice projekce do maticovych
prostor.

Véta 13.23. Bud A € R"™*". Pak matice projekce do
(1) sloupcového prostoru S(A) je AAT,
(2) rddkového prostoru R(A) je ATA,
(3) jadra Ker(A) je I, — ATA.
Diikaz.
(1) S pouzitim redukovaného SVD rozkladu A = U;SV{! upravme

AAT = U SVIv,sTtul = UUl

Podle véty 318 je to hledan4 matice projekce U,U{ .
(2) Analogicky jako v piedchozim je ATA = V;V/I, coz je matice projekce do

R(A).
(3) Plyne z véty B39 a vlastnosti Ker(A) = R(A)* (véta R3H). O

Zajimava je interpretace pseudoinverze z hlediska linedrnich zobrazeni.

Véta 13.24 (Pseudoinverzni matice a linearni zobrazeni). Uvazujme linedrni zo-
brazeni f(x) = Az, kde A € R™™,
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(1) Pokud definicni obor f(x) omezime pouze na prostor R(A), tak dostaneme
isomorfismus mezi R(A) a f(R").

(2) Inverzni zobrazeni k tomuto isomorfismu md tvar y — Aly.

Diikaz.
(1) Zobrazeni s omezenym definiénim oborem je ,na‘, protoze podle disledkuR3T(2)]
je

JRY) = S(A) = R(AT) = R(AAT) = S(AAT) = {Ay; y € R(A)} = [(R(A)).

Jelikoz prostory f(R") a R(A) maji stejnou dimenzi (véta [5.49), musi byt
zobrazeni isomorfismem.

(2) Podle vety I3.23(2)| se kazdy vektor x € R(A) pfi zobrazeni x + AlAx
zobrazi na ATAx = x. Tudiz AT je matice inverzniho zobrazeni k zobrazeni
x — Ax. I

Vv s

nych soustav a mnoziny pribliznych feseni metodou nejmensich ¢tvercti netesitel-
nych soustav. V obou piipadech je ATh v jistém smyslu vyznacné feseni.

Véta 13.25 (Pseudoinverzni matice a feSeni soustav rovnic). Bud A € R™*",
b e R™ a X mnoZina veseni soustavy Ax = b. Je-li X # (), pak

X =ATb 4+ 81, — ATA).

Navic, ze vsech vektori z mnoZiny X md A'b nejmensi eukleidovskou normu, a
je to jediné reseni s touto vlastnosti.

Dikaz. ,=" Bud = € X, tj. Az = b. Potom podle véty je AATL =
AATAx = Ax = b, tedy ATh € X. Podle véty T4 je X = 29+ Ker(A), kde xg je
libovolné feseni. Podle véty je Ker(A4) = S(I,, — ATA) a za z( miizeme
volit ATh.

,Norma.“ Bud z € X. Podle véty I3.24(2)| je ATb = ATAz € R(A), a podle
vety I3.23(3)] je R(A)* = Ker(A) = S(I,, — ATA). Nyni podle Pythagorovy véty
pro kazdé y € S(I,, — ATA) plati

14T + ylI3 = [IATD]I3 + [|y]13 > | ATb]3.

Tedy ATh nejmensi eukleidovskou normu. Kazdy jiny vektor z X mé normu vétsi,
protoze y # 0 implikuje ||y||2 > 0. O
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Véta 13.26 (Pseudoinverzni matice a metoda nejmensich ¢tverci). Bud A €
R™" b e R™ a X mnoZina pribliznijch Teseni soustavy Ax = b metodou nej-
mensich ctverci. Pak

X =Ab+S(I, — ATA).

Navic, ze vsech vektord z mnoziny X md A'b nejmensi eukleidovskou normu, o
je to jediné reseni s touto vlastnosti.

Diikaz. Mnozina piibliznych Feseni soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tverct
je popsana soustavou AT Az = ATb, viz véta R4l Dosazenim x = A'b dostaneme

ATA(ATD) = AT(AANTD = (AATA)Tb = ATD,
tudiz ATh € X. Protoze X # ), podle véty mame
X = (ATA)(ATY) + S(I, — (AT A)T(AT A)).

Jelikoz podle véty I3.2(8)|je (AT A)TAT = AT a tim padem (AT A)T(ATA) = ATA,

mnozina X mé pozadovany popis a A'h pozadovanou vlastnost. ]

Piedchozi dvé véty tedy mj. ifkaji, ze A'b je vyznacény vektor. V piipadé, ze
soustava Ax = b mé reSeni, pak je jejim feSenim s minimélni normou. A v pripadé,
ze soustava Az = b nemé feseni, pak je jejim pribliznym fesenim (opét s minimalni
normou) metodou nejmensich ¢tverca.

13.7 Maticova norma

Nyni se vratime zpét k norméam a podivame se na to, jak zavést normu pro matice.
Ptestoze normy jsme probirali v sekci[8.1], dilezitou maticovou normu piedstavuje
nejvetsi singularni ¢islo matice, proto zafazujeme tuto cast k SVD rozkladu.

V zasadé, matice z R"*™ tvoii vektorovy prostor, proto na matice mizeme
pohlizet jako na vektory. Nicméné, pro maticovou normu se uvazuje jesté jedna
vlastnost navic, proto mame specialni definici.

Definice 13.27 (Norma matice). Ttida zobrazeni || - ||: R™*" — R je realna
maticovd norma, pokud je to norma pro libovolné m, n a navic spliuje:

AB| < ||A]| - ||B]| pro vSechna A € R™*? B e RP*",
I
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Prvni priklad maticové normy, se kterym se seznamime, je Frobeniova norma:

1Al 7 =

Je to vlastné eukleidovskéd norma vektoru tvoreného vSemi prvky matice A. Jinou
charakterizaci dava nasledujici véta

Véta 13.28 (Frobeniova norma). Bud A € R™" se singuldrnimi ¢isly o1, ..., 0.

Pak ||Allr = /3 2i- 07

Diikaz. Podle véty [0 10 a véty I3 I3 mame ||A||p = \/Zz 12; 1 zg
22:1 01'2~ -

Druhy priklad maticové normy je maticovd p-norma:

[All, = max [[Az],.

|zl p=1

V této definici pouzivame vektorovou p-normu. Vyslednou normu si muzeme pied-
stavit takto: Zobrazime jednotkovou kouli (v p-normé, tedy vektory spliwjici ||z||, =
1) lineéLrnim zobrazenim x r—> Ax av obrazu Vybereme vektor S nejvétéi normou.

vvvvvv

nasledujici véta.

Véta 13.29 (Maticové p-normy). Bud A € R™ ™. Pak maticové p-normy pro
p € {1,2,00} maji tvar

(1) ||All2 = o1(A)  (nejuétsi singuldrni ¢islo),

(2) 1Al = maxjoy o> 202y laij),

(3) | Alloc = maxi—y..m 35— la| = [[AT]|1.
Diikaz.

(1) Jak jsme jiz zminili, || A||2 je velikost nejvétsiho bodu elipsy, vzniklé obrazem
jednotkové koule pii zobrazeni x — Ax. Ze sekce [3.5 (SVD a geometrie
linearniho zobrazeni) vime, zZe tato hodnota je o1(A).

trace(ATA) =
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(2) Ozna¢me ¢ := max;j_1__, 2 . |a;;|. Piipomenme, Ze ||x|1 = > ;_; |kl
Pro jakékoli x takoveé, ze ||x||y = 1, plati

m n n m n
<SS loslasd =3 ol (Sl ) < D lasle =
j=1 i=1 j=1

i=1 j=1

m

|Azli =7

1=1

n

E CLZ'jQ?j

J=1

Zaroven se nabyde rovnost ||Azx|l; = ¢ vhodnou volbou jednotkového vek-
toru x = ;. Proto dostévame max,.,,-1 ||Az|; = c.

(3) Ozna¢me ¢ = max;—1__m Y., |a;;|. Pfipomenme, Ze ||| = maxg_1,_n|Tkl|.
Pro jakékoli x takové, ze Hxﬂoo = 1, plati
n

E CLZ'jQ?j
m

[Azfl = max
1 s

=1,..,

n n
< max E |aijl|z;] < max E |ai;| = c.
i=1,....m & 1=1,....m <
j=1 j=1

Zaroven se nabyde rovnost || Az||~ = ¢ vhodnou volbou vektoru x € {41}".
Proto dostavame max,.| .. -1 [|Az|« = c. O

Poznamka 13.30. Méjme vektor v € R" a libovolné p. Nyni vyraz ||v||, muze
oznacovat jak vektorovou, tak maticovou p-normu. To vSak nevadi, protoze obé
davaji stejnou hodnotu. Zacneme s maticovou normou a ukéZeme, Ze se rovné
vektorové:

folly = _max_[loall, = max fozl, = || £ ol = ol

Vime z véty B.48| Ze prenasobeni vektoru ortogonalni matici neméni jeho euk-
leidovskou normu. Nyni tvrzeni zobecnime pro Frobeniovu a maticovou 2-normu.

Tvrzeni 13.31. Bud A € R™*" q budte Q € R™™, R € R™" ortogondlni. Pak
(1) |QAR|F = [|Allr,
(2) [|QAR]|2 = [|All2.

Diikaz.
(1) Analogicky jako v ditkazu véty mame

|QAR||% = trace((QAR)" (QAR)) = trace(RT ATQTQAR)
= trace(RT AT AR) = trace(AT ARR") = trace(AT A) = || A||%,

kde jsme navic vyuzili fakt, ze trace(BC') = trace(C'B) pro kazdé B, C €
RTLXTL.
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(2) Odvodime

|QAR|2 = xma)il |QARz|s = max | ARx||2

d[Ed[p z:||z|2=1
— max [yl = max [[Aylls = [|A] =
vl RTyl2=1 y:llyll2=1

Maticové normy se objevuji v riiznych souvislostech. Nejprve ukazme, ze davaji
odhad na velikost vlastnich ¢isel.

Véta 13.32 (Odhad spektralniho poloméru pomoci normy). Bud A € R™ ™. Pak
pro kazdou maticovou normu p(A) < ||A]l.

Duikaz. Bud X € C libovolné vlastni ¢islo a x odpovidajici vlastni vektor matice A,
tedy Az = Az. Definujme matici X = (z | o | --- | 0). Protoze plati AX = \X,
muzeme odvodit

AL XL = X = [JAX < [LAJ- 1]
Vydélenim || X || # 0 dostavame |A| < ||A]l. O

Dalsi velmi zajimava vlastnost singuléarnich ¢isel je, Zze o; udava v 2-normé
vzdalenost matice k nejblizsi matici hodnosti nanejvys ¢ — 1. V diikazu nasledujici
véty je schované i to, jak tuto matici sestrojit — ne ndhodou je to matice z low-rank
aproximace (sekce [3.1).

Véta 13.33 (Interpretace singularnich ¢isel). Bud A € R™*" se singuldrnimi ¢isly
01y...,00. Pak o; = min{||A — Blls; B € R™", rank(B) <i—1} pro kazZdé
1=1,...,7.

Diikaz. Nerovnost ,>“. Necht A = UXV7T je SVD rozklad matice A. Definujme
matici predpisem B := U diag(oy,...,0;-1,0,...,0)VT. Pak

|A=Bll> = |U diag(0, .., 0, 05, ... o)V |ls = || diag(0, ... 0.4, ... ) |2 = o

Nerovnost ,,<“. Bud B € R™*" libovolna matice hodnosti nanejvys i — 1 a
ukazeme, ze ||A — Blls > ;. Necht V; sestéava z prvnich i sloupct matice V. Bud
0o # z € Ker(B)NS(11), to jest Bz = o, a navic normujeme z tak, aby ||z||s = 1.
Takovy vektor existuje, protoze dim Ker(B) >n —i+ 1 a dimS(V;) = i. Pak

lA =Bl = max [(A-B)z|; > [I(A— B)z|3 = Az = [USV" ;.

x:||z]|2=1
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Protoze z € S(V1), lze psat z = Vy pro n&jaky vektor y = (y1,...,¥:0,...,0)T,
pricemz [[y|l> = [[V"z[|l2 = ||2]|2 = 1. Nyni

IUSVT2)3 = USVIVY3 = 1Syl =) oty; =Y oty =orllyl3 =0 O
j=1 j=1

Specialné, nejmensi singuléarni ¢islo o, matice A € R™" udéava vzdalenost
k nejblizsi singularni matici, srov. sekce (SVD a mira regularity). To znamena,
ze matice A + C' je regularni pro vSechny matice C' € R™" splaujici ||C||2 < op.
Dalsi zajimavé souvislosti viz [Prasolov [1994].

Problémy

13.1. Navrhnéte metodu na QR rozklad za pouziti Givensovych matic.

13.2. Za pouziti QR rozkladu popiste vSechna reseni soustavy Ax = b, kde A ma
linearné nezavislé radky.

13.3. Ukazte, ze Frobeniova a p-norma jsou skuteéné maticovymi normami.

13.4. Bud A € R™". Dokazte || All2 < ||A||lr < /1Al

13.5. Bud A € R"*". Dokazte, ze ze vSech symetrickych matic je matice %(A +
AT) nejblize k matici A ve Frobeniové a maticové 2-normé.
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Kapitola 14
Zavérem

K sepsani tohoto zavéru meé inspiroval kolega, ktery na zkousce z linearni algebry
polozil studentovi otazku: ;A k ¢emu to vlastné je?* Tato otazka samoziejmé nemé
jednoznacnou odpovéd a lidé se lisi podle priorit, které kladou riznym pohledum.
Kromé zékladnich znalosti, které jsou potieba pro dalsi studium informatiky a
matematiky, kromé osvojeni si prace s matematickymi pojmy jako je definice-véta-
dikaz a matematické vyjadirovani viibec, kromé tohoto vSeho je dobré v linearni
algebfe hledat i néjaké hlubsi myslenky a souvislosti. Zkusim zde zdtiraznit nékolik
z nich:

o Algebraicky vs. geometricky pohled.

Na vétsinu pojmu linearni algebry lze nahlizet algebraicky nebo geometricky.
Ani jeden pristup nenf silnéjsi nez druhy, oba maji stejnou dokazovaci schop-
nost. Presto je dobré se na véci divat z vice thla pohledu, protoze nam to
pomitize porozumét podstaté véci.

Pro ilustraci: Na soustavy linearnich rovnic se mtuzeme divat algebraicky,
kdy hledame vektor spliiujici dané rovnice, nebo se na né mizeme divat ge-
ometricky jako na nadroviny a feseni je jejich prisecik. Jiny piiklad: inter-
pretaci determinantu jako objem rovnobéznosténu jsme dokazali algebraicky
ve vete 0.2 ale stejné tak lze myslenku nahlédnout geometricky, jak jsme
ucinili v poznamece [9.22] Dalsi ptiklad: Vlastni ¢isla a vektory muzeme vy-
jadrovat algebraicky pomoci rovnice z definice, nebo geometricky jako invari-
antni sméry. V tomto rozliseni je relace podobnosti bud'to algebraické tprava
vynasobeni matici a jeji inverzi, anebo zmeéna soutadného systému (baze), ve
kterém zkoumame linearni zobrazeni. Posledni piiklad: Kvadratické formy a
Sylvestruv zakon setrvacnosti. Algebraicky pohled je maticova transformace
A — STAS, kdezto geometrické je opét jako zména baze kvadratické formy.

237
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e [nvarianty a zdkladni tvary.

Invarientem rozumim operaci, kterd neméni néjakou zakladni vlastnost, o
kterou nam jde. Je to dulezity princip vyskytujici se i v jinych oblastech
matematiky. Naptiklad v souvislosti s feSenim soustav linearnich rovnic jsou
to elementarni radkové tpravy, které méni matici, ale neméni mnozinu reseni.
Linearni zobrazeni se nezméni, kdyz zménime bazi, zméni se pouze matice,
ktera ho representuje. Pro determinant to byly také elementarni radkové ci
sloupcové tpravy. Ale pro vlastni ¢isla uz jsme museli hledat jinou dpravu,
a byla ji podobnost. A pro kvadratické formy to byla kongruence.

S invarianty souvisi zakladni tvary matic, tedy v jistém smyslu nejjednodussi
tvary, ke kterym se danou operaci mizeme dostat: RREF pro elementéarni
radkové tpravy, Jordanova normalni forma pro podobnost a diagonalni mat-
ice pro kongruenci.

e Axiomatizace.

Néekteré pojmy jsme zavedli konstruktivné, napriklad determinanty, ale zvlastni
zpusob definice je pomoci axiomi, tedy vlastnosti, které ma dany objekt
spliovat. Takto jsme definovali pojem grupy, télesa ¢i vektorového prostoru.
Prestoze je tento zptsob hodné abstraktni, je v matematice casto vyuzivan
pravé pro obecnost definovanych pojmu. Vektorem tedy neni néjaky smér v
prostoru, ale v riznych souvislostech to mize byt i polynom, matice, nebo
treba funkce.

Problémy

14.1. Jaké souvislosti vidite v linearni algebte Vy?



/naceni

U+V
U+a

spojeni podprostori, U +V = {u+v; u € U,v € V'}, str.
soucet mnoziny vektoru a vektoru, U +a = {v 4 a; v € U}, str. [[1]
souradnice vektoru v vzhledem k béazi B, str.

existencéni kvantifikator (,existuje), str.

univerzalni kvantifikator (,,pro vSechna®), str. §

matice linearniho zobrazeni f vzhledem k bazi By, Bs, str.
norma matice A, str.

norma vektoru x, str.

eukleidovska norma, ||z|ls = /> ., @2, str.

podprostor, str.

produkt (soucin), str. [7]

slozené zobrazeni, (g o f)(x) = g(f(x)), str. §

skalarni souc¢in vektoru x, y, str. [(7]

suma (soucet), str. [7]

Householderova matice vytvorena z a, str.

ortogonalni doplnék mnoziny M, str. 83

adjungovana matice k A, str.

i-ty fadek matice A, str. [I4]

j-ty sloupec matice A, str. [I4]

pseudoinverze matice A, str.

Hermitovské transpozice matice, A* = ZT, str.
transpozice matice, str.

inverze a transpozice matice, A= = (A7)~ = (A™H7T str.
mnozina komplexnich ¢isel, str.

matice spole¢nice polynomu p(x), str.
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det(A)  determinant matice A, str.

diag(v)  diagonalni matice s diagonalnimi prvky vy, ..., v,, str.

dim V' dimenze prostoru V', str. [b4l

ei jednotkovy vektor, str.

Ei(a) elementarni matice pro vynéasobeni ¢-tého radku ¢islem o # 0, str.
Eij elementarni matice pro prohozeni dvou radku i, j, str.

Eij(a) elementarni matice pro pri¢teni a-nasobku j-tého radku k 2-tému, str.
f(U) obraz mnoziny U pii zobrazeni f, str.

Im(2) imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z, str.

I,, I jednotkova matice, str.

Je(N) Jordanova buiika, str.

kan kanonicka baze, str. Bl

Ker(A)  jadro matice A, str.
Ker(f)  jadro zobrazeni f, str.
N mnozina prirozenych ¢isel

pa(N) charakteristicky polynom matice A, str. [104]

P prostor realnych polynomu proménné x stupné nanejvys n, str. [47]
Q mnozina racionalnich cisel

R mnozina realnych ¢isel

rank(A) hodnost matice A, str.

Re(z) realné ¢ast komplexniho ¢isla z, str.

REF odstupnovany tvar matice, str.

p(A) spektralni polomér matice A, str. [104]

RREF redukovany odstupnovany tvar matice, str. [I7]
R(A) fadkovy prostor matice A, str.

S(A) sloupcovy prostor matice A, str.

sgn(p) znaménko permutace p, str.

Sy, mnozina vSech permutaci na {1,...,n}, str.
span(W) linearni obal mnoziny vektori W, str. 49

T néjaké téleso, str. 4

trace(A) stopa matice, trace(A) = > " | a;;, str.

komplexné sdruzené ¢islo, str.

|
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mnozina celych ¢isel
mnozina {0,1,...,n — 1}, str. @]
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