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Predmluva

Skriptum z linearni algebry, které pravé dostavate do rukou, obsahuje latku pred-
nasky ,Linedrni algebra® urcené pro studenty Fakulty elektrotechniky a informatiky
VSB - Technické univerzity Ostrava s hlubsim zajmem o teoretické obory inZenyr-
ského studia. Cilem skript je uvést c¢tenare do studia linearni algebry a seznamit
jej se zakladnimi pojmy tak, aby mohl pochopit jejich tlohu pti feSeni technickych
problémni.

Linearni algebra je jednim ze zakladnich kament matematického vzdélani mo-
derniho inzenyra, nebot se zabyva jak konkretnimi vypocetnimi postupy, tak abs-
traktnimi pojmy, jejichz zvladnuti je uzite¢né pro popis technickych problémui. Kdo
zvladne zékladni pojmy tak, ze bude védét jak spolu souvisi, jaky maji vyznam pro
pocitani a pro formulaci technickych problémt, pro toho bude mnohem snadnéjsi
nejen dalsi studium, ale i sledovani rozvoje zvoleného oboru.

Ve vykladu maji vyznamné misto dikazy. Jejich cilem je zejména ukazat ctenari
uvahy, které vedou casto od drobnych pozorovani k pojmim a zavérim, které jsou
dilezité pro aplikace. Studium dikazt tak rozviji vSeobecnou schopnost analyzovat
a Tesit problémy.

Do skripta je zatazena také méné tradiéni latka, jako nékteré rozklady nebo
elementarni ivod do principt varia¢nich metod. Autora k tomu vedlo ptresvédcent,
Ze tato latka neni o nic tézsi nez tradicéni latka linedarni algebry, jako treba teorie
determinanti, avsak zpristupnuje ¢tenatri pojmy, které se vyuzivaji v soucasnych me-
todach Teseni technickych problémi. Jako priklady uvedme bilinearni formy, které
jsou zakladnim prostiedkem pro variacni formulaci rovnic elektromagnetického pole
nebo rovnic rovnovahy, na niz je zalozeno jejich feseni pomoci prakticky jakého-
koliv moderniho software, nebo singularni rozklad, ktery lze vyuzit mimo jiné pfi
implementaci vyhledavaci.

Do textu byla zarazena i latka, ktera byva tradi¢né soucasti numerickych metod,
jako trojuhelnikové rozklady a jejich pouziti. Zde byla ddna prednost vykladu ,,od
problému k teseni®, ktery se zda byt pro technické skoly prirozeny. Navic byla tech-
nika rozklad® vyuzita i v fadé dikaz, takze ji pozorny ¢tenar miize dobte pochopit.

Radi bychom na tomto misté podékovali vSem, ktefi se na vzniku skripta ptimo
¢i neprimo podileli, a to zejména Mgr. Janovi Zapletalovi, ktery vysézel do TEXu
prevaznou cast skripta véetné obrazki, pani Petfe Frélichové za konecénou redakci
skript, RNDr. Liboru Sindelovi, ktery ¢etl peclivé vSechny verze rukopisu, RNDr.
Petfe Sarmanové, Ph.D., ktera obohatila skripta svymi pifklady k procvic¢eni, Ing Ol-

il



drichovi Vlachovi, Ph.D, za podil na kapitole 25.6 a za editaci vzorovych prikladi,
a pani Ing. Martiné Litschmannové za pomoc s prvni kapitolou. Diky za c¢etné pri-
pominky patii i Doc. Ing. Niné Castové. Za viechny dalsi zdroje inspirace a radosti
z prace bychom radi podékovali Prof. RNDr. Ivo Markovi, DrSc. z MFF UK/CVUT
Praha za prispéni k pocitu, ze linearni algebra je nejen dulezitd disciplina, ale také
zajimava Svanda.

V Ostrave 24.4. 2012 autori
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Kapitola 1

Zobrazeni a linearni rovnice

Soustavy linedrnich algebraickych rovnic casto vznikaji pfi feseni praktickych pro-
blémt. V této tvodni kapitole si nejprve odvodime soustavu lineadrnich rovnic, kterou
muzeme povazovat za matematicky model elektrického obvodu. Potom si pripome-
neme pojem zobrazeni a ukazeme si rtuzné interpretace reSeni vysledné soustavy.
Uvodni pifklad ndm bude v dalsim vykladu slouzit k ilustraci a motivaci zavedeni
neékterych novych pojmu.

1.1 Elektricky obvod se zdrojem a spotrebici

Uvazujme elektricky obvod na obr. 1.1 se zadanymi odpory spotiebici Ry, Ry, R3, Ry4.
K odvozeni rovnic pro neznamé potencialy x, xo, x3, s jejichz pomoci miizeme vy-
pocitat neznamé hodnoty napéti na spottebic¢ich Uy, Uy, Us, Uy a hodnoty proudt
prochézejicich spotiebici Iy, I, I3, 14, pouzijeme zékladni fyzikalni zakony a nasle-
dujici konvence:

(i) Jeden uzel, v nasem pripadé uzel 3, je uzemnén, tedy x5 = 0.

ii) Hodnota napéti na spotrebici je dano rozdilem potenciali na jeho svorkach
J J
(napt. Uy = xo — 7).

(iii) Proud ve sméru Sipky méa kladnou hodnotu.

(iv) Hodnoty napéti i proudu mohou byt kladné i zaporné. Proud se zapornou hod-
notou ma smér opacny, nez je jeho smér vyznaceny ve schématu. Obdobné
zaporna hodnota napéti charakterizuje skutecny pokles potencialu v opacném
SMEru.

V dalsim textu si postupné vyjadiime napéti a proudy pomoci potenciali a pro
proudy vyjadiené vztahy obsahujici potencialy si napiseme Kirchhoffiv zakon prou-

du.

Poznamka. Pokud jste se (zatim) s elektrickymi obvody nespratelili, mizete se na



1.2 Vztah mezi napétimi a potencialy 3
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Obr. 1.1: Modelovy elektricky obvod se zdrojem a spotiebici.

nasledujici predpisy ¢i rovnice divat jako na zadanda zobrazeni.

1.2 Vztah mezi napétimi a potencialy

Hodnoty napéti na spotiebicich jsou dany podle obr. 1.1 nasledujicim predpisem:

Uy = T — I3
Up = — 11 + 1y (1.1)
Us = Ty — I3
Uy, = Ty — I3

Je to predpis, ktery kazdé trojici potencidli xy, x9, x3 pritazuje ¢tvefici hodnot
napéti Uy, Uy, Us, Uy. Snadno se zjisti, ze pro nékteré hodnoty napéti neexistuji
potencialy (napt. pro Us # Uy). Ani kdyz potencidly k hodnotdm napéti existuji,
nejsou urceny jednoznacné: jsou-li rovnice (1.1) splnény pro xi, zo, z3, pak jsou
splnény i pro xy + ¢, o + ¢, x3 + ¢, kde ¢ je libovolné realné ¢islo. Jednoznacnost
vsak bude zarucena, pokud pridame rovnici x5 = 0.

1.3 Zobrazeni

Predpis (1.1) je zvlastnim pripadem jednoho ze zdkladnich matematickych pojmu.

Definice 1.1. Zobrazeni f : U — )V mnoziny U do mnoziny V je predpis, ktery
kazdému prvku mnoziny U pritazuje néjaky prvek mnoziny V. Mnozina U se nazyva
definiéni obor zobrazeni f, mnozina V se nazyva obor hodnot zobrazeni f.
Zobrazeni f se nazyva zobrazeni na mnozinu V, jestlize kazdy prvek mnoziny V je
obrazem néjakého prvku mnoziny . Jestlize maji kazdé dva rtzné prvky mnoziny
U 1zné obrazy, nazyva se zobrazeni f prosté. Zobrazeni, které je soucasné prosté
a na (mnozinu), se nazyva vzdjemné jednoznacné.
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Predpis (1.1) tedy muzeme povazovat za zobrazeni, jehoz definiénim oborem je
mnozina vsech trojic realnych ¢isel zq, xo, x3 a oborem hodnot je mnozina vsech
¢tveric redlnych c¢isel Uy, Us, Us, Uy. Jak jsme si ukézali vyse, toto zobrazeni neni
ani prosté ani na (mnozinu vsech usporadanych ¢tveric), takze neni vzajemné jed-
noznacné.

1.4 Proud a napéti

Vztah mezi hodnotami proudu a napéti je dan Ohmovym zdkonem:

L = =U

1 Rl 1 )

I = — U,

Ry (1.2)

I; = —U

3 Rg 3 X
L = —U

4 R4 4

Predpis (1.2) zfejmé definuje prosté, vzajemné jednoznacné zobrazeni (alespon
za prirozeného predpokladu R; > 0). Nés vsak zajima vyjadieni hodnot proudu
pomoci potencidlu, které ziskdme, kdyz dosadime vztahy (1.2) do (1.1):

; 1 1
! R, R, ®
I ! -+ !
= — =X —x
? Ry " Ry’ (1.3)
; 1 1
= —Xy — —T
3 Ry?  RyP
1 1
[ p— _— —
4 R TR

1.5 Kirchhoffiv zakon proudu

Kirchhofftv zédkon proudu tvrdi, ze soucet proudii v uzlu je nula. V nasem pripadé
dostaneme postupné:

Uzel 1 : —Il + 12 = 0 (14&)
Uzel 2 : —]2—]3—]4: —10 (14b)
Uzel 3 : [1 + Ig + [4 = 10 (14C)

Pokud Iy, Iy, I3, 14 splnuji prvni dvé rovnice, pak ziejmé splnuji i tfeti, nebot
tato je souctem prvnich dvou s opacnym znaménkem. Tteti rovnice tedy nenese
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zddnou novou informaci a lze ji vynechat. Dosadime-li do rovnic (1.4a) a (1.4h)
vyrazy pro potencidly (1.3), dostaneme po tprave:

( 1 N 1 > N 1 N 1 0

—_ R JE— €T _ €T B — €T =

R, Ry) ' R, 2 Ry ’ (1.5)
L L + L + L + L + L 10
— 1 — =+ —=—+—= |7 —+ — | 3 = —
Ry """ \R, Ry Ri) 7" \Ry R

Zvolime-li Ry = Ry = R3 = Ry = 1 a vezmeme-li v tivahu, Zze 3 = 0, dostaneme
soustavu:

—2 = 0
Ty + X9 (16)

ry — 332'2 = —10
Soustava se nazyva linearni, protoze neobsahuje mocniny ani souc¢iny neznamych.
Jak se da ocekavat z fyzikalniho vyznamu tlohy, soustavu (1.6) spliuje jedina dvojice
potenciali x1, xo. Matematické argumenty si ukdzeme pozdéji.

1.6 Interpretace reseni soustavy rovnic

Regeni soustavy (1.6) miize byt interpretovino zcela nezavisle na pivodni tloze.

Prvni interpretaci dostaneme, kdyz se na soustavu (1.6) budeme divat po rddcich.
Jednotlivé rovnice jsou vlastné rovnicemi piimek a tikolem je najit jejich prusecik,
jak je to znazornéno na obr. 1.2. Jelikoz primky maji rtizné smérnice, je ziejmé, ze
prisecik existuje. Pro soutadnice priseciku plati x; = 2, x5 = 4. Snadno si ovérime,
ze splnuji soustavu (1.6).

-2x,+x,=0

I

-10 X1

Obr. 1.2: Geometrické znézornéni soustavy (1.6) po radcich.

Na soustavu (1.6) se vSak muzeme také divat po sloupcich. V tomto ptipadé je

SV . . -2 v
nasim ukolem najit x; a xy tak, aby se x;-nasobek vektoru [ 1 } seCteny s xo-
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0 Mp s v s . -
3 } rovnal vektoru [ 10 } Ciselné Teseni je ovsem totéz,

[ ] =[]

-nasobkem vektoru {

nebot

2 2
L1y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1
-4 -2 1 4
e O
_10 1
| A 1
12 3

Obr. 1.3: Sloupcova interpretace soustavy (1.6).

Soustavu (1.6) lze popsat i pomoci zobrazeni

931}_)[—2931 + x4
T2 T — 31

A:Rza[ ]6R2,

kde R? zna¢i mnoZinu vSech uspoiddanych dvojic realnych &sel. Oznacime-li si

=) =[]

pak tiloha najit FeSeni rovnice (1.1) je ekvivalentni tiloze najit x € R? tak, aby

A(x) =b.
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Soustava rovnic (1.6) ma feSeni, pravé kdyz b € H(A), kde H(A) je obor hodnot
zobrazeni A. Jestlize b € H(A) a A je prosté zobrazeni, pak soustava rovnic (1.6)
ma jediné reseni.

u():()

C1
bom
m
2
o
my
3

I/l3=0

Obr. 1.4: Soustava pruzin.

Priklady k procviceni

1.1. Necht je zaddna mechanickd soustava sestdavajici ze t¥i pruzin a dvou téles jako na
obrazku 1.4. Najdéte rovnice pro posunuti ug, us, vite-li, ze:
e Prodlouzeni i-té pruziny je dano vztahem I; = u; — u;—1.
o uyg = ugz = 0.

e Sila y; v natazené i-té pruziné splnuje Hookuv zakon y; = ¢;l;. Vertikdlni pruzina
tedy pusobi na dolni téleso silou —y; a na horni téleso silou y;.

e Soucet sil pusobicich na kazdé téleso je nula. To lze vyjadrit také tak, ze hmotnost
fi = my;g i-tého télesa je vyrovnana odporem pruzin. Sila f; (kladnd je orientovdna
dolii) natahuje i-tou pruzinu a stlacuje pruzinu i + 1, takze plati f; = y; — yit1.

NAPOVEDA: Postupujte analogicky jako u elektrického obvodu z obr. 1.1.



Kapitola 2

Upravy a reseni soustav linearnich
rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat fesenim obecné soustavy linedrnich rovnic, tj.
ulohy najit zi,...,z, tak, aby pro dand ¢isla a;; a b;, 1 = 1,...,m,j7 = 1,...,n
platilo

a1y + ... + apT, = b1

(2.1)

11 + ... + GppTyn = by

Soucasti této ulohy je rozhodnout, zda viibec néjaké feseni dané soustavy exis-
tuje, kolik jich je a co o nich lze Fici v pripadé, Ze je jich nekoneéné mnoho. Kon-
krétnim pripadem soustavy (2.1) je soustava (1.6), jejimz FeSenim jsou neznamé
potencialy obvodu na obr. 1.1. Seznamime se zde zejména s velmi i¢cinnou metodou
feseni soustavy (2.1), jejiz objev je pripisovan vyznamnému némeckému matemati-
kovi K. F. Gaussovi (1777-1855). V Ciné vSak byla tato metoda zndma nejméné 180
let pred nasim letopoc¢tem pod jménem fang cheng.

2.1 Ekvivalentni Gpravy

Zakladni myslenka feseni soustavy linearnich rovnic spo¢iva v nahrazeni dané sou-
stavy jinou soustavou, kterd ma stejné feseni a je jednodussi. V pripadé dvou rovnic
o dvou neznamych je jednodussi takova soustava, ktera obsahuje alespon jednu rov-
nici s jedinou neznamou, nebof takovou rovnici uz mizeme tesit nezavisle na druhé
rovnici. Novou soustavu muzeme dostat postupnym pouzitim tzv. ekvivalentnich
uprav zvolenych tak, aby feseni ptivodni soustavy bylo i feSenim soustavy upravené:

(E1) Vzajemnda vyména libovolnych dvou rovnic soustavy.
(E2) Néasobeni obou stran nékteré rovnice soustavy nenulovym ¢islem.

(E3) Pricteni ndsobku nékteré rovnice soustavy k jiné rovnici.
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Vhodnéa tprava soustavy

—2%1 + Z9 = 0 (22&)

je napriklad vynasobeni rovnice (2.2b) dvéma, podle pravidla (E2), a pfi¢teni rovnice
(2.2a) k upravené rovnici (2.2b), v souladu s pravidlem (E3). Upravend soustava bude
mit tvar

—2.7}1 + ZTo = 0 (23&)
— 5ay = —20 (2.3b)

Z rovnice (2.3b) vypocteme zo = 4 a po dosazeni do rovnice (2.3a) dostaneme
9, +4=0, (2.4)

odkud z; = 2. Dosazenim do (2.2) si ovéfime, ze jsme opravdu ziskali feseni soustavy
(2.2).

Ekvivalentni tpravy maji tu vlastnost, Ze jejich pomoci mizeme z upravené
soustavy ziskat zpét puvodni soustavu. Napriklad soustavu (2.2) muzeme dostat ze
soustavy (2.3) tak, Ze rovnici (2.3a) odec¢teme od rovnice (2.3b) a takto upravenou
rovnici (2.3b) vyndsobime ¢islem 1.

Obecné plati:

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S vzajemnou vymeénou i-té a j-té rovnice
podle pravidla (E1), pak tatdz Gprava pouzitd na S’ nés privede zpét k S.

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S ndsobenim i-tého fadku nenulovym
¢islem « podle pravidla (E2), pak ndsobenim téhoz Fadku soustavy S’ ¢islem i
obdrzime zpatky soustavu S.

e Jestlize soustava S’ vznikla ze soustavy S prictenim a-nasobku i-té rovnice
k j-té rovnici (i # j), pak pric¢teni (—«)-ndsobku i-té rovnice soustavy S’ k j-té
rovnici soustavy S’ vede opét k S.

Dvé soustavy linedrnich rovnic nazyvame ekvivalentni soustavy, jestlize jednu
z nich lze ziskat z druhé ekvivalentnimi dpravami. Jelikoz feseni ptivodni soustavy
je také Tesenim upravené soustavy a upravenou soustavu miizeme ekvivalentnimi
upravami prevést na ptivodni soustavu, plati nasledujici véta.

Véta 2.1. Jsou-li dve soustavy linedrnich rovnic ekvivalentni, potom maji stejné
resent.
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2.2 Maticovy zapis

Pti tipravé rovnic si mizeme usettit praci, kdyz nebudeme opisovat neznamé. Sou-
stavé rovnic (2.1) bude v tomto usporném zapisu odpovidat tabulka

ay; ... Qip bl
, (2.5)

am1 --- Amn bm

kterou nazyvdme rozdirend matice soustavy (2.1). Cést tabulky bez posled-
niho sloupce se nazyva matice soustavy (2.1). Posledni sloupec se nazyva pravd
strana soustavy. Pokud budeme mluvit o tabulce, jako je matice soustavy, bez
odkazu na soustavu, budeme ji nazyvat struéné matice.

Ekvivalentnim tupravam soustavy rovnic odpovidaji operace s tadky rozsitené
matice soustavy, které nazyvame elementdrni (rddkové) operace:

(el) Vzajemnd vyména libovolnych dvou radku.

(e2) Nésobeni nékterého radku nenulovym ¢islem.

(e3) Pricteni nasobku nékterého radku k jinému radku.
Mame-li dvé matice, z nichz jedna vznikla z druhé pomoci elementarnich radkovych
operaci, fikdme, Ze matice jsou rddkové ekvivalentni. Vétu 2.1 si mizeme vyjadrit
pomoci novych pojm.

Véta 2.2. Maji-li dvé soustavy linedrnich rovnic rdadkové ekvivalentni rozsirené
matice, potom maji stejné resend.

Upravu soustavy (2.2) na (2.3) mitzeme zapsat pomoci elementarnich operaci ve
tvaru
—2 1 0 —2 1 0
{ 1 —3—10}2r1+r2'_>{ 0 —5—20}' (26)

2.3 Uprava na schodovy tvar

Podivejme se, jak mizeme pomoci elementarnich radkovych operaci prevést matici
(2.5) na tzv. schodovy tvar, tj. na tvar, v némz jsou prvni nenulové prvky radku
zvané vedoucti prvky usporadany jako schody klesajici zleva doprava. Pozaduje se
pritom, aby vedouci prvky nebyly nad sebou a aby vSechny pripadné nulové radky
byly dole. Prikladem matice ve schodovém tvaru je pravd matice ve vyrazu (2.6)
nebo matice

|
1
N
o
b
—_
ve
|
o oo
oo
SO
Q
|
o oo
o o w
oo
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Pfi tpravé matice vyuzijeme pozorovani, ze je-li v matici (2.5) prvek a;; nenulovy,
pak vynasobime-li i-ty fadek této matice ¢islem —ay;/a;; a pricteme-li ho ke k-tému
radku, bude mit upravena matice v k-tém radku a j-tém sloupci prvek

akj + (—akj/aij) aij =0. (27)

Pokud je prvek a;; nenulovy, lze takto transformovat matici (2.1) na tvar

a2 ... Qi | by
1 1 1

0 a3 ... as, | by
1 1 1

0 any --- G, | by,

Pokud bude také prvek ai, nenulovy, miizeme obdobné dosdhnout pomoci ele-
mentarnich radkovych operaci, aby i pod nim byly v upravené matici nuly. Bude-li
pokazdé al; ' # 0, dostaneme nakonec matici (2.8) ve schodovém tvaru s nenulovymi

prvky aiq, ady, ..., aglzl.

ay; Qi ... a1k ... Qip bl
0 ady ... ay ... a3, | b

k—1 k—1 | 7k—1

ag, - ag, | by (2.8)

0O ... 0 b’,jﬂ
0 0 0
0 0 0 0 0

Rozlozeni nenulovych prvkia v levé ¢asti upravené matice soustavy pripomina
trojthelnik, proto ¥ikdme, Ze matice je v trojihelnikovém tvaru. Upravu na
trojuhelnikovy tvar lze provést i v pripadé, ze pokazdé, kdyz aii_ 1'= 0, je mozno
nalézt prvek aj-i_l # 0,7 > i. Staci vzdjemné vymeénit pred tipravou i-ty a j-ty radek.

Kazdou matici vSsak nelze elementarnimi radkovymi tpravami prevést na troj-
uhelnikovy tvar. Kdyby byl napriklad cely prvni sloupec nulovy, nebyli bychom
schopni zadnou radkovou tupravou zajistit, aby se do levého horniho rohu upravené
matice dostal nenulovy prvek. V takovém pripadé bychom presli na tupravu prv-
niho nenulového sloupce. Obdobné bychom postupovali i pti tpravé dalsich radku.
Nedospéli bychom vSak k matici (2.8), ale k obecnéjsi matici ve schodovém tvaru.

Varovani. 7 nasich avah vyplyva, ze postupnym provadénim ekvivalentnich tprav
dostaneme soustavu, kterd ma stejné reseni jako ptivodni soustava. Neprovadime-li
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naslednou tpravu na upravené matici, mizeme se dopustit chyby. Naptiklad tupra-
vami

1111 1 11} 1 111 1
21 1/0frg—1r3— |0 10|-1 — |10 10|-1
20 1|1 |rg—r9 0 -1 0| 1 |r3+re 000 O

dostaneme rozsitrenou matici soustavy, ktera ma jiné feseni nez soustava odpovidajici
puvodni matici soustavy. Této chybé se mizeme vyhnout tak, ze vybereme néktery
pevné zvoleny radek, ktery neupravime, ale pouzijeme ho k tpravé ostatnich radki.
Napriklad apravy

1111 1 1 1| 1 1 1 1| 1
2110 |rg—=2r; — (0 -1 —1|-2 = | 0 -1 —1]-2
20 1|1 |[r3—2mn 0 =2 —1|—-1 |r3—2r 0O 0 1| 3

jsou ekvivalentni.

2.4 Zpétna substituce

Nyni si ukazeme, jak ziskat TeSeni soustavy s matici ve schodovém tvaru. Budeme
rozliSovat tti pripady:

e Jestlize posledni nenulovy radek rozsifené matice soustavy méa nenulovy pouze
posledn{ prvek b? 41, bak tomuto fddku odpovida rovnice

/ ’ k MR 7 v . .
kterd nema pro by, # 0 feSeni. V tomto piipadé¢ tedy dand soustava nemd
resent.

e Jestlize rozsifend matice ma trojahelnfkovy tvar (2.8) sk =n, b7, = O0aal; '
#0,1=1,...,n, pak n-td rovnice ma tvar

ze které snadno vypocteme x,. Po dosazeni do predchozich rovnic zbude
v (n — 1)-ni rovnici jedind nezndmd, kterou také snadno vypocteme. Budeme-li
takto postupovat déle, ur¢ime snadno jediné reseni soustavy.

e Jestlize rozsifend matice ma obecny schodovy tvar, pak z kazdé rovnice soustavy
vyjadiime neznamou, ktera odpovida vedoucimu prvku. Postupnym dosazova-
nim od posledniho fddku dostaneme vzorce pro neznamé odpovidajici vedoucim
prvkiim vyjadfené pomoci nezndmych na pravé strané. V tomto pripadé ma sou-
stava nekonecné mnoho resent.
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2.5 (Gaussova eliminace

Vypocetni postup pro Tfeseni soustav linearnich rovnic, se kterym jsme se prave
seznamili se nazyva Gaussova eliminace. Prvni krok, redukce na schodovy tvar, se
pri Teseni soustav nazyva doprednd redukce, zatimco feseni soustavy se schodovou
matici se nazyva zpétnd substituce.

Piiklad 2.3 (soustava s jedinym Fesenim).
Resme soustavu
229 + 3x3 =

T —|—£I}3:4

Reseni. Ekvivalentnimi radkovymi tpravami dostaneme postupné

023271 10 1]4 1014
0110 —=]o011]/0 — |01 1[0 (2.10)
1014 |n 02 3[2|r;5—2r 00 12

Resenim rovnic, které odpovidaji matici napravo, dostaneme postupné xz =
=2, 09 =—x3=—2, 11 =4 — x3 = 2, coz je jediné feSeni nasi soustavy (2.9). A

Piiklad 2.4 (soustava, kterd ma nekone¢né mnoho feseni).
Resme soustavu
Ty + To + T3 = 1

T —ZL‘3:1
$2+22§3:O

Reseni. Ekvivalentnimi tpravami dostaneme postupné

11 11 1 1 1)1 1 1 1)1
10 -1|1 |rg—1ry — |0 =1 =210 — |0 -1 =210
01 2|0 0 1 2|0 |r3+re 0 0 0]0

Posledni matice je rozsifenou matici soustavy

Ty + T + T3 = 1
— Ty — 2[E3 =
0=20

Posledni rovnice nenese zadnou informaci.

Z predposledni rovnice vypocteme x5 pomoci 3, tj. xo = —2x3. Po dosazeni za
o do prvni rovnice dostaneme x; = 1 + x3. Soustava ma tedy nekonecné mnoho
feseni ve tvaru x3 libovolné, ro = —2x3, 1 = 1 + x3. MizZeme je zapsat také pomoci
libovolného parametru p ve tvaru xs = p, xo = —2p, x1 = 1 + p. A
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Poznamka. Ma-li soustava nekonec¢né mnoho feseni, je mnoZina feseni urcena jed-
noznacné, nikoliv vsak jeji parametrizace, tj. analyticky tvar. Napriklad xo = p, 23 =
= —%p ar = —%p+ 1 je jiny tvar téhoZ teseni.
Piiklad 2.5 (soustava, ktera nema4 reSeni).

Resme soustavu
2&71 + @2 = 2

ZE1+2ZE2—Z‘3: 1

4$1 + 5$2 — 2{L‘3 = —1

Reseni. Ekvivalentnimi tpravami rozsitené matice soustavy dostaneme postupné

21 0] 2 21 0] 2 21 0] 2

12 —1|1 |2r9—171 — |0 3 —=2| 0 — 03 =2 0

4 5 =2|—1 |r3—2r; 0 3 —=2|-5 |r3—ry 00 O0|-5
Posledni rovnici 0z14+0x2+0x3 = —5 nelze splnit zadnou volbou x4, x2, x3. Soustava
proto nema feseni. A

2.6 Gauss-Jordanova metoda

Pti ekvivalentnich dpravach se nemusime zastavit u schodového tvaru. Jestlize po-
délime kazdy radek (tj. prvky kazdého radku) vedoucim prvkem a pomoci transfor-
mace (2.7) upravime matici dédle tak, aby i nad vedoucim prvkem kazdého radku
byly nuly, dostaneme matici v normovaném schodovém tvaru.

Gauss-Jordanova metoda se od Gaussovy eliminace lisi tim, ze se pri do-
predné redukci upravi rozsitena matice soustavy na normovany schodovy tvar misto
na schodovy tvar. Zpétna substituce je pak snadnéjsi a nemusi se provadét od po-
sledni rovnice.

Napiiklad dodateénou upravou rozsirené matice soustavy (2.10) dostaneme

10 1]47r —13 100 2
01 1|0 |re—13 —=|010]=2
00 12 00 1| 2

Reseni soustavy se nachézi v poslednim sloupci matice vpravo, nebof rovnice,
které odpovidaji rozsirené matici soustavy napravo, jsou x; = 2, 1o = —2 a 13 = 2.

2.7 Pracnost reseni
Gaussova eliminace je velmi efektivni metoda pro rucéni feseni malych soustav a pro

pocitacové Teseni soustav stovek az tisict rovnic. Metoda je velmi efektivni i pro po-
¢itacové Teseni vétsich soustav se specidlni strukturou rozlozeni nenulovych prvki,
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ktera usnadnuje doptrednou redukci soustavy. Pro rozsahlejsi soustavy existuji efek-

tivnéjsi metody, které se rozvijeji i v soucasné dobé.

Pracnost Teseni soustavy metodou Gaussovy eliminace Ize vystizné charakterizo-
vat poétem nasobeni. Pfimym vypoctem lze ovérit, ze pro m = n vyzaduje dopfedné
redukee ¢(2n+1)(n+1)n ndsobeni, zatimco zpétnd substituce vyzaduje asi n(n—1)

nasobenl Pro velka n pritom plati
1 4 1

6 3 2

1(27”L+1)(7’L—1—1)n~—n a —n(n—1)

12

Dopredna redukce je tedy podstatné pracnéjsi nez zpétna substituce.

2.8 Priklady

Piiklad 2.6. Reste soustavu

3.T1 —2.CE2—|-2$3: 10
I1+3I2—ZL’3: 2
r1 + 3xe — x3 = 15.

Reseni. Soustavu prepiseme do maticového tvaru:

3 —2 2 T
A=1|1 3 —1|,x= x|, b=
2 2 3 T3

Gaussovou eliminaci nyni upravime rozsitenou matici soustavy:

3 =2 2 |10 3 =2 2 |10
1 3 —-1[2 |3y -3 9 -3|6
2 2 3 |15 | 3r; 6 6 9 45
[3 —2 2 |10 | 3
—~ |10 11 —-5| -4 — O 11 —
| 0 10 5 |25
[3 —2 2 |10 | 3
— |0 11 —5|—4 — | 0 11
0 22 11|55 | r3—2r 0 0
(3 —2 210 ]
—~ (0 11 —-5|—4
0 0 1|3

3r1 — 225 + 223 = 10
1].1‘2 - 51’3 =—4

x3:3

Io —T71

Irs — 21’1

10

—4

5) ].11‘3
2 |10
-5 | —4

21 | 63

—

1
21

5713
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Dosazenim posledni rovnice do druhé dostaneme 11z —5-3 =4 < x5 =1 a nyni
dosazenim do prvni rovnice 3z1 —2-142-3 = 10 < 21 = 2. ReSenim tedy je vektor

2
x= |1
3
Provedem jesté zkousku:
3 =2 2 2 10
Ax=1|1 3 —-1|-|1|=|2]|=hb.
2 2 3 3 15
Vektor x je tedy opravdu resenim nasi soustavy. A

Priklady k procviceni
2.1. Zduvodnéte, pro¢ neni zadna z matic
01 00 01 01
SR FR YR B F
ve schodovém tvaru.

2.2. Najdéte schodovy tvar matic A, B, C, D ze cviceni 2.1.

2.3. Najdéte vSechna feseni soustavy

2¢1 — Ty + X3 — x4 =
1 + 2290 — 23 + x4 = 2
1 — 3x9 + 2x3 — 224 = —1
2.4. Reste soustavu
r1 + X9 =0

1 + 2290 + w3 =0
Tro + 21‘3 =4
a) pomoci Gaussovy eliminace,

b) pomoci Gauss—-Jordanovy metody.
2.5. Gaussovou elimina¢ni metodou vyteste soustavu

T1 + 229 + 43 =5
2x1 — x9 + 33 =5
—x1 + 3x2 + x3 =0
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2.6. Gaussovou elimina¢ni metodou vyfeste soustavu

T1 + 229 + 43 =3
2x1 — x9 + 33 =3
—x1 + 3T2 + x3 =2

2.7. Uzitim Gaussovy elimina¢ni metody najdéte pro soustavu

6x1 — 910 4+ T3z + 1024 =3
2x1 — 3xo — 33 + 4x4 =1
2x1 — 3x0 + 13x3 + 1824 =1

a) vSechna Feseni.

b) feseni pro xo = 1.
2.8. Uzitim Gaussovy eliminac¢ni metody najdéte pro soustavu

T, + 2x9 — 3 — T4 =2
2x1 — 5x2 + x3 + 314 =1
4x1 — 19 — 23 + 214 =5

a) vSechna Feseni.

b) feseni pro zo = 1.
2.9. Reste v R soustavu rovnic

201+ 319 —x3t+ x4 =1
8r1 4+ 1229 — 923 + 8x4 = 3
4z + 629 + 323 — 224 = 3
21+ 3190+ 923 — T2y = 3

2.10. Reste v C soustavu rovnic

T1+1-x0 — 223 =10
T1 — X9+ 2123 =10
x1+3i-20— (1417) 23 =30

2.11. Uzitim Gaussovy elimina¢ni metody urcete, pro kterd a, b mé dand soustava neko-
necné mnoho feseni a vyjadrete tato feseni pomoci parametru p.

azry + 2x3 =2
521 + 2z =1
r1 — 2x9 + bxg =3
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Kli¢ k prikladiim k procviceni

2.5. [x1,22,23] = [3—2p,1 —p,p], p€R

2.6. nema reseni

2.7. a') [$1,£L’2,l’3,l’4] = [#apaOaOL pe Ra b) [$1a$27$37$4] = [27 laOaO]

2.8. a) [5517172’333)354] = [1 +p’p7 -1 +3pa 0]7 pE R? b) [1:1’1"255637564] = [2’ 1’270]
2.9. [x1, 29,23, 24] = [% - %8 - %t, s, % + %t,t], s, teR

2.10. [z1,x2, 23] = [2 — 167,4 — 12i,2 — 61]

211. a=3,b=4, [x1,29, 23] = [%, w,p], pER
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Kapitola 3

Aritmetické vektory

V rovnicich, které popisuji elektricky obvod na obr. 1.1, se vyskytuji skupiny veli¢in,
jako je x1, we, x3 nebo Iy, I, I3, Iy, kterym lze pripsat spolec¢ny fyzikalni vyznam;
zde potencidly nebo proudy obvodu z obr. 1.1.

V této kapitole budeme zkoumat, jak se s takovymi skupinami manipuluje vcelku,
coz nam umozni jednodussim zptisobem zapsat vztahy podobné tém, kterymi jsme
se zabyvali v predchazejicich kapitolach, aniz bychom méli pred sebou stale vSechny
detaily. To nas privede k aritmetickym vektortiim a operacim s nimi.

3.1 Aritmetické vektory

n-rozmérny aritmeticky vektor je usporadana n-tice ¢isel, jejiz prvky se nazyvaji
slozZky. Tyto usporadané n-tice budeme zapisovat do hranatych zavorek do radki
nebo sloupct. Napriklad vektor proudii obvodu z 1.1 muzeme definovat predpisem
i= 1[I, I, I3, Iy

Aritmeticky vektor je urcen svymi slozkami. Jestlize v je aritmeticky vektor, pak
i-tou slozku vektoru v budeme znacit [v]; (napt. [ij; = ;).

Pocet slozek aritmetického vektoru nazyvame jeho rozmeérem nebo téz di-
menzi. Napriklad vektor u = [1,2] je dvourozmérny vektor, i je ¢tyfrozmérny.

Dva aritmetické vektory u a v povazujeme za stejné (piSeme u = v), jestlize
maji stejnou dimenzi n a stejné odpovidajici slozky, tj. [u]; = [v], ..., [u], = [V]a.
Vektory u a v, které nejsou stejné, jsou rizné (piSeme u # v). Jestlize tedy u =
= [1,2] a v =[2,1], pak [u]; = 1, [v]; =2, tak’ie u # v.

Dvourozmérné nebo tiirozmérné aritmetické vektory si mizeme znazornit v dané
kartézské soustavé souradnic Sipkami vedoucimi od pocatku do bodu, které maji
stejné souradnice jako prislusné vektory. Tyto Sipky se také nazyvaji polohové vek-
tory prislusnych bodt. Jelikoz vSechny Sipky vychéazi z jednoho bodu, nazyvaji se
také vdzané vektory.

Kazdy aritmeticky vektor u dimenze dvé nebo tii definuje zobrazeni posunuti
Pu, které kazdy bod A posune do polohy p,(A) tak jako na obr. 3.1. Kazdy arit-
meticky vektor dimenze dvé nebo tii si tedy miizeme predstavit také jako zobrazeni
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posunuti.

Zobrazeni py je urceno libovolnou rovnobézné prenesenou kopii polohového vek-
toru u s pocatkem v kterémkoliv bodu. Rovnobézné kopie vektoru u miizeme proto
povazovat za rtizné reprezentace jednoho a téhoz aritmetického vektoru. V takovém
pripadé mluvime o volnych vektorech.

Aritmetické vektory dimenze vyss$i nez tii si nemuzeme predstavit jako Sipky.
Mizeme si je vsak predstavovat jako funkce definované na indexech slozek, jako na
obr. 3.2. Soucin skaldru (¢isla) a a aritmetického vektoru u = [uy, ..., u,]
je vektor au definovany predpisem

au = [aug, . .., Quy).
Pro slozky au tedy plati
[ou]; = afu);, i=1,...,n, (3.1)
naptiklad
3[1,2], =3-1=3, [3[1,2]],=3-2=6.
A
Obr. 3.1: Volné a vazané vektory.
Soucet aritmetickjch vektori u = [uy,...,u,] a v = [v],...,v,] stejné

dimenze je vektor u + v definovany predpisem
U+ v =|u+v,..., U, + Uy
Pro slozky u + v tedy plati
u+v);=[ul;+[v];, i=1,...,n,

naptiklad
[1,2]+[2,3] =[1+2,2+ 3] =[3,5],
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Obr. 3.2: Znazornéni vektoru w = [1,2, 1, 2].

u
0 A

a) Vazané vektory b) Volné vektory

Obr. 3.3: Soucet vektoru.

[1,2]+(2,3]),=1+2=3, [[1,2]+[2,3]],=2+3=05.
Soucet dvourozmérnych nebo trirozmérnych aritmetickych vektoru lze znazornit

jako na obr. 3.3.
Snadno se ovéri, ze pro libovolna cisla a, 5 a vektory u, v, w stejné dimenze

plati:

u+ (v+w)=(u+v)+w (3.2a)
u+v=v+u (3.2b)
a(u+v)=au+av (3.2¢)
(a+ f)u=au+ fu (3.2d)
a(u) = (aB)u (3.2¢)
lu=u (3.2f)

Dikazy téchto tvrzeni se provadi po slozkach s vyuzitim definic a vlastnosti
¢isel. Napriklad vztah (3.2f) dokdzeme pomoci vztahu (3.1) a vlastnosti ¢isla 1. Pro
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libovolnou slozku ¢ dostaneme

coz dokazuje (3.2f).
Nové pojmy ndm umoznuji alternativni zapis vztahti z 1. kapitoly. Napriklad
vztah (1.1) lze zapsat ve tvaru

U; 1 0 -1
| | -1 1 0
U3 =T 0 + i) 1 —|— T3 _1 (33)
U, 0 1 -1
3.2 Nulovy a opacny vektor
Pti pocitani s vektory ma zvlastni dlohu vektor o = [0,...,0], ktery se nazyva

nulovy vektor, nebof mé pri sc¢itani vektort stejnou tlohu jako ¢islo nula pri
sc¢itani ¢isel. Nulovy vektor dimenze n budeme znacit o, nebo o, kdyz lze urcit
n z predpokladu, ze vyraz, ve kterém se vyskytuje, ma smysl. Je-li u libovolny
n-rozmérny vektor, pak nulovy vektor dimenze n je jediny nulovy vektor o, ktery
splnuje

u+o=u.
Je-li vektor u = [uy, . .., u,] libovolny aritmeticky vektor, pak se vektor
—u=[—uy,...,—u, =(—1u

nazyva opacny vektor k vektoru u. Opacny vektor je jediny vektor, ktery spliuje
u+(—u) =o.

Jestlize u a v jsou libovolné aritmetické vektory stejné dimenze, pak jediny vektor
x, ktery spliuje
u+x=v
lze zapsat ve tvaru

X=v+(—u)=(—u)+v. (3.4)

Poznamka. V rovnici (3.4) jsme se vyhnuli zapisu x = v —u, protoze se v ném vy-
skytuje rozdil aritmetickych vektori, ktery jsme si zatim nedefinovali. Mohli bychom
to ovsem snadno dohnat predpisem

v—u=v-+(—u).
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Priklady k procviceni

3.1. Vypoctéte, pripadné oznacte vyrazy, které nejsou definovany:

a) 3 [1,2]
b) [1,2] + [3,4]
c) [1,2] +[1,2,3]

3.2. Necht tii pracovnici P, P>, P3 maji hodinové mzdy 50, 80 a 120 K¢ v pracovni dny
a 60, 100 a 150 K¢ v sobotu a v nedéli. Oznac¢me si p = [50, 80, 120], s = [60, 100, 150].
a) Vycislete 40[p]1 a [40p + 8s]a.

b) Jaky je vyznam 40[p]; ve slovnim vyjadreni?
c) Jaky je vyznam [40p + 8s]a ve slovnim vyjadreni?

3.3. Necht u = [1,2] a v = [2,4]. Vypoctéte vektor, ktery spliiuje u + x = v.
3.4. Dokazte vztah (3.2a).

3.5. Urcete taxativné (vyctem prvki) mnozinu Ay x Ay x Az x Ay, pokud

A ={-1,0,1}
As ={1,2}
Az ={2,3}
Ay ={0}.

3.6. Obsahuje mnozina N° prvek [0, 1, —1,2, 1] nebo [2, 4, 6, 8], pii¢emz N je mnozina vsech
prirozenych ¢isel? Své rozhodnuti zdtivodnéte.

3.7. Rovnaji se vektory u, v € R*, pokud

u:[ln\/é,cosg,tgﬁ T

T sin g], v = [sin %, log 1, cotg %, coS %] ?
Své rozhodnuti zduvodnéte.

3.8. Patif do R® aritmeticky vektor [v/=2, e, tg 5, —1,1n (—3)]? Své rozhodnuti zdiivodnéte.

3.9. Vypocitejte

2 T T 5 5 1 log 10* — 4 tg (1)
— [4/btg— —Ine?, —sin —,cos =7 | — 2 [cos =, —————,
V3 4 3 6 3 2sin(5") 8

3.10. Dokazte, ze pro kazdé u,v € R" a a, 5 € R plati

a)ut+v=v+u
b) a(u+v) =au+ av
¢) (a+ f)u=au+ pu.
3.11. Urcete vypoctem i graficky

%[_4, 9]+ 2[1,2].
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Kli¢ k prikladiim k procviceni

3.5. Ay x Ay x Ag x Ay = {[~1,1,2,0],[~1,1,3,0],[-1,2,2,0],[—1,2,3,0],[0,1,2,0],
[0,1,3,0],[0,2,2,0],[0,2,3,0],[1,1,2,0],[1,1,3,0],[1,2,2,0],[1,2,3,0]}

3.6. Ne

3.7. Ano
3.8. Ne

3.9. [1,0, —3]
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Kapitola 4

Matice a vektorové operace

vvvvvv

vektora. Napriklad tfi sloupcové vektory na pravé strané vyrazu (3.3) obsahuji in-
formaci o spojeni uzlt sité z obrazku 1.1, takze spojeni uzli sité je popsano tabulkou

10 -1
-1 1 0

o (4.1)
01 -1

Podobné tabulky vznikaji v mnoha dalsich situacich, s nimiz se postupné sezné-
mime. Nejsou pro nas iplnou novinkou, nebot jsme je v ¢asti 2.2 pouzili ke stru¢nému
zapisu soustav rovnic a zavedli jsme si pro né nazev matice. Nyni budeme matice
povazovat za svébytné matematické objekty a nauc¢ime se s nimi pocitat. V této
kapitole se omezime na rozsiteni operaci s¢itani a nasobeni skaldrem na matice.

4.1 Definice a oznaceni

Necht jsou dany prvky aiq,aqs,...,an, z dané mnoziny F, jejiz prvky lze scitat
a nasobit obdobné jako ¢isla. Prvky mnoziny F nazyvame také skaldary. Matice
typu (m,n) (struéné m x n matice) je obdélnikova tabulka

ai;p ... QAip
A= ,
Am1 .. Amn
kterd ma mn prvkd a;; usporadanych do m rddkd r® a n sloupci s;-*, takze
ry
A= = [st ... 80
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r?:[aﬂ,...,am], S, =

Struéné piSeme téz A = [a;;]. Mnozinu vsech matic typu (m,n) s prvky z mnoziny
F budeme znacit F™".

Jestlize m = n, pak se A nazyva ¢tvercovd matice fadu n. Matici typu (1,n)
nazyvame rddkovgym vektorem tidu n, matici typu (m, 1) nazyvame sloupcovym
vektorem tadu m. Kromé radki a sloupcti matice A je vyznacnou ¢asti matice jeji
diagondla tvorend prvky aiy,...,as, s = min{m,n}. Diagonédla matice C z (4.1)
je tedy tvorena prvky 1,1, —1.

Matice obvykle znac¢ime velkymi pismeny, ktera mohou byt vysazena tucné. Pr-
vek v i-tém Tadku a j-tém sloupci matice A budeme znacit [A];;, takze pro matici
C z (4.1) plati [C]sy = —1. Mnozinu F, kterd obsahuje prvky matice, budeme
v pripadé potteby specifikovat prislusnym pridavnym jménem, takze budeme mlu-
vit o redlnych maticich, komplexnich maticich, polynomidlnich maticich
atd.

Dvé matice A a B povazujeme za stejné (piSeme A = B), jestlize jsou stejného
typu a mayji stejné odpovidajici prvky, tj. [A];; = [B];;. Matice A a B, které nejsou
stejné, jsou rizné (pisSeme A # B). Napiiklad

BN N

4.2 Nasobeni matice skalarem a séitani matic

Operace s¢itani a nasobeni Cislem (skaldrem), které jsme si zavedli pro aritmetické
vektory, mizeme prirozené rozsitit na matice. Soucin skaldru o a matice A je
matice A stejného typu jako A definovand predpisem

[Ali; = oA

12134

Obdobné soucet matic A a B stejného typu je matice A + B stejného typu
jako A a B definovana predpisem

Napriklad

[A + BJ;; = [A];; + [B];;.

B IR

Naptiklad
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Pro ilustraci smyslu pravé zavedenych operaci s maticemi oznacme L a P matice
doby letu a ¢asovych narokt na dopravu z centra mésta na letisté a zpét v minutach
mezi mésty Ostravou (O), Prahou (P) a Brnem (B).

O P B O P B
O] 0 50 40 O 0 100 100
L= P |50 0 30, P= P | 100 0 100
Bl 40 30 0 B | 100 100 O

Pak matice T = L + P obsahuje ¢as potfebny na cestu mezi uvazovanymi mésty
v minutach. V matici %T je tentyz cas v hodinach.

Jelikoz obé nové operace jsou definovany po slozkach, obdobné jako odpovidajici
operace pro aritmetické vektory, plati pro jakékoliv ¢iselné matice A, B, C stejného
typu a pro libovolné skalary «, 5 vztahy obdobné vztahtm (3.2):

A+B+C)=(A+B)+C (4.2a)
A+fB=B+A (4.2b)
a(A+B)=aA+aoB (4.2¢)
(a+ B)A = aA + A (4.2d)
a(GA) = (aB)A (4:2¢)

1A =A (4.2f)

4.3 Nulova matice a odecitani matic

Pti s¢itani matic ma obdobnou tlohu jako nula pri séitani ¢isel nebo nulovy vektor
pri séitani vektoru nulovd matice

0 ... 0

jejiz vsechny prvky jsou nuly. Snadno se ovéri, ze pro libovolnou matici A a nulovou
matici stejného typu plati

[A + OJ;; = [A];; + [O];; = [A];; +0 = [A]y,

takze
A+0=A.

Nulovou matici typu (m, n) znacime také O,,,, avsak indexy obvykle vynechavame,
kdyz je lze urcit z predpokladu, ze dany maticovy vyraz ma smysl.
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Obdobné, jako jsme si zavedli po slozkdch opacny vektor, mizeme ke kazdé
¢iselné matici A definovat matici opaénou —A predpisem

[—Ali; = [(=1)A],; = —[A],

takze plati
A+ (-A)= O
-A = (-DA

Jestlize matice A a B jsou libovolné matice stejného typu, pak jedinou matici
X, kterd splnuje
A+X =B,

lze zapsat ve tvaru
X=B+(—-A)=(—A)+B. (4.3)

Vv

rozdil matic predpisem
A-B=A+(-B).

4.4 Matice rozdélené na bloky

V nékterych pripadech je vyhodné rozdélit danou matici pomoci vhodné zvolenych
horizontalnich ¢i vertikalnich ¢ar na mensi matice, zvané téz submatice nebo bloky.
Napriklad nésledujici matici typu (3, 4) muzeme rozdélit na ¢tyti bloky

1 0[1 2
2 1131 :{CD} (4.4)
5 4(0 1

E F

Matice, jejichz prvky jsou usporadany do blokii, nazyvame blokové matice.

Rozdéleni na bloky je uziteéné pii odvozovani vztahti, ve kterych figuruji casti
matice, a pfi manipulaci s velkymi maticemi, nebot ty mohou byt postupné prova-
dény po blocich. Napriklad, je-li matice B typu (3,4) rozdélena na bloky P, Q, R,
S, stejné jako matice A z (4.4), pak

| aC oD ~_|C D PQ| |[C+P D+Q
aA_[aE aF]’ A+B_[E F}*[R S}_[EJrR F+S]’

Pro blokové matice pouzivame obdobnou terminologii jako pro bézné matice,
takze mluvime o blokové diagondle nebo o blokovijch rdadcich. Napriklad matice
1 3/0
2 410
0 0[6

méa nenulové pouze diagonalni bloky.
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Priklady k procviceni
4.1. Urcete, pro které dvojice néasledujicich matic lze vypocitat soucet:

12
12 2 0
A:[ } B:34,C:[ ]
34 01 00

4.2. Urcete, pro kterd x,y, z je splnéna maticova rovnost

xz 1 10 0 =z
e lev] =[]
4.3. Obchodni sit ma 3 prodejny, které proddvaji 2 produkty spottebni elektroniky. Pred-

poklddejme, Ze odbyt v prvnim a druhém pololeti je zapsan do matic P a D typu (3, 2)
tak, ze v i-tém Tadku a j-tém sloupci je prodej j-tého produktu v i-té prodejné. Necht

120 100 140 120
P=| 80 120 |, D= | 100 100
100 80 160 180

a) Vypoctéte S=P + D a A = (P + D).
b) Jaky je vyznam prvku [S]e; a [A]a?

4.4. Dokazte vztah (4.2a).

4.5. Jsou dany matice

1
A=|2 1 —2|, B=|-1 2 -1
2 —2 1 1 -2 0

Najdéte matici C, pro niz plati C = 2A — 3B.

4.6. Dokazte, ze pro kazdou matici A a redlna ¢isla r, s plati

a) (r+s)A=rA+sA,
b) r(sA) = (rs)A.

Kli¢ k prikladim k procviceni

2 1 1
45.2A-3B=| 7 —4 -1
1 2 2



30

Kapitola 5

Nasobeni a transponovani matic

5.1 Nasobeni matice a vektoru

Znovu se vratme ke vztahu (3.3). Jeho prava strana je sestavena ze slozek vektoru

€
X = )
T3

a ze sloupcu matice C z (4.1). Takovy vyraz budeme povazovat za soucin Cx matice

C a sloupcového vektoru x, takze
C ¢ C
Cx = x5y + x285 + 385"

Obecné definujeme soucin matice A = [a;;| typu (m,n) a sloupcového vektoru
x = [z;] dimenze n predpisem

y = Ax = z;sP + ..+ a8t (5.1)
Rozepsanim definice (5.1) po slozkéch dostaneme
[v]i = [AX); = anz1 + ... + @z, = TP

Toto pravidlo si muzeme znazornit pomoci:

A X
T
Yi = Q41 cee Qin, l
—_— .
Tn

Jako priklady nasobeni matice a vektoru si uvedme

a1 Q12 T1 | | 11T+ Q122
- 9
Q21 A2 Ta 2171 + Q2279
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2 1 0 ;_ 2.1 + 1-2 + 0-3] _[4
~13 ]| Tl 32+ 13T 8

Pro libovolné matice A, B typu (m,n), n-rozmérné vektory u, v a skalar « plati:

A(au) = a(Au) = (¢A)u (5.2a)
A(u+v)=Au+ Av (5.2b)
(A +B)u=Au+ Bu (5.2¢)

Rovnosti (5.2) se dokazuji po slozkach. Tim se vlastné redukuji na dikaz tvrzeni
pro matice typu (1,n). Napriklad s pouzitim definic a vlastnosti sé¢itani a nasobeni

¢isel dostéavame
[A(u+v)]. = A+ v) = an(uy +v1) + .. A 4 (up +v,) =
= (aﬂul 4+ ...+ amun) + (aﬂvl 4+ ...+ Clm'l}n) =
= rfu + rfv = [Au]; + [AV];,

coz dokazuje (5.2b).

Pomoci sou¢inu matice a vektoru si miizeme strucné zapsat vztahy mezi napétim,
potencialy a proudy obvodu z obr. 1.1. Oznacme si

Uy . L 0
U, N RE
u= , X= |z |, i= , c=| —10 |,
Us x s 10
Uy ’ Iy
10 —1 R' 0 0 0
1 -1 0 0 ! 1
N S 1 o R o0 o
€= 01—1’0*_(1) é_i_}’D* 0 0 Ry' 0
01 —1 0 0 0 R;!
(5.3)
Potom (1.1), (1.2) a (1.4) lze zapsat postupné ve tvaru
u=Cx, i=Du a (-CHi=c.
Postupnym dosazenim s pouzitim —C'" = (—1)C" dostaneme
— C'(D(Cx)) =c. (5.4)

Specifikaci matice D, dosazenim x3 = 0 a vynechanim posledni slozky vektor na
obou strandch rovnice (5.4) dostaneme vyraz ekvivalentni (1.5).
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5.2 Nasobeni matic

Ackoliv jsou koeficienty rovnice (1.5) pIné uréeny maticemi C', D a C, vyraz (5.4)
nam je umoznuje vypocitat pouze s pomoci neznamych potencidli x, xo, x3. Nasim
cilem ted bude toto omezeni prekonat.

Podivejme se nejprve podrobnéji na vyraz D(Cx). S pouzitim (5.2) dostaneme

D(Cx) = D (218 4 2285 + 2385 ) = zDs{ + 2,Ds§ + z3Dsy,
odkud s pomoci nového oznaceni
DC = [Ds{, Ds§, Ds| (5.5)
a definice sou¢inu matice a vektoru (5.1) dostaneme
D(Cx) = (DC)x.

Vztah (5.5) je vzorem obecné definice souc¢inu matic. Jestlize A je matice typu
(m,p) a B je matice typu (p,n), pak soucin matic A a B je matice AB typu
(m,n) definovand predpisem

AB = [AsP, ... AsD]. (5.6)

n

Rozepiseme-li si tuto definici po slozkach, dostaneme

[AB]Z] = ailblj —+ ...+ aipbpj = I';ASJ-B

a
A_B A_B A
ri'sy ... ri's) ri'B
AB = : : = : . (5.7)
B A_B A
rsy ros, r>B

P1i odvozeni rovnosti (5.7) jsme pro kazdy fadek pouzili definici (5.6) s tim, ze
za levou matici jsme si postupné dosazovali fadky matice A. Pravidlo pro nasobeni
matic lze také znazornit pomoci

AB A B
blj
[AB]U = Qi1 ce Aip J/
B .
bp;

Jako priklady nasobeni matic si uvedme

[ aip a1 } { bii bio } _ [ a11bi1 + a12bar  a11b12 + a12b2 }

Qo1 Q22 ba1 Do a21b11 4 abar  az1b12 + agbas
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2 1 1 92 2-1+1-0 2-241-1 2 5
0 —1 {O 1}: 0-1-1-0 0-2—-1-1| = 0 —1
-2 3 —-2-14+3-0 =2-24+3-1 -2 -1

Povsimnéme si, ze definice soucinu dvou matic je zvolena tak, aby platilo
A(Bx) = (AB)x (5.8)

pro libovolné matice A, B a sloupcovy vektor x, pro které ma alespon jeden z vyrazi
vyznam. Levou stranu rovnice (5.4) tedy mizeme zapsat ve tvaru soucinu matice
a vektoru x, nebot

—~C'(D(Cx)) = —(C'D)(Cx) = —((C'D)C)x.

Na moznost vynechani vnitfnich zavorek se podivame v ¢lanku 5.3.

5.3 Pravidla pro nasobeni matic

Z definice (5.6) vyplyva, Ze pro soucin matic plati obdobna pravidla jako pro naso-
beni matice a vektoru (5.2), takze pro skalar a a matice A, B, C plati

A(aB) = a(AB) = (¢A)B (5.9a)
A(B 1 C) = AB + AC (5.9b)
(A +B)C = AC + BC, (5.9¢)

kdykoliv jsou prislusné vyrazy definovany. Tato pravidla pfipominaji znama aritme-
ticka pravidla pro pocitani s ¢isly.

Pro nésobeni matice A typu (m,p), matice B typu (p, ¢) a matice C typu (gq,n)
plati také asociativni zdkon

A(BC) = (AB)C, (5.10)
nebot podle definice sou¢inu matic a (5.8)

A(BC) =A [Bs?,...,Bs{| = [A(Bs{),...,A(BsY)] =
= [(AB)s{,...,(AB)sS] = (AB)C.

Z asociativniho zdkona (5.10) plyne, Ze vysledek soucinu ti{ matic nezavisi na roz-
misténi zavorek, které proto mizeme vynechat. Indukei lze dokazat obdobné tvrzeni
i pro soucin vice nez tii matic. Odtud specialné vyplyva, ze mocnina ctvercové
matice

AF=AA..-A
k
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je definovana jednoznac¢né v tom smyslu, Ze nezalezi na ,uzavorkovani“ pri jejim
vycisleni. Odtud bezprostiedné plyne
A = AA. . AAA..- A = AFA

J/
-~

k l

S pouzitim asociativniho zdkona muzeme upravit levou stranu rovnice (5.4) na
1 _
—(C'DC)x =c.
Stoji za povSimnuti, Ze tento vztah ndm umoznuje vycislit matici soustavy nezavisle
na x, zatimco (5.4) ndm umoziioval pouze ovéfit, zda pro dané x plati prislusnd

rovnost.
Ulohu jednicky pfi ndsobeni matic méa jednotkovd matice

10 ... 0
01 ...0
I={. . . .
00 ... 1

Jednotkovou matici fadu n znacime také I,,, avsak index obvykle vynechdvame, kdyz
ho mtzeme urc¢it z predpokladu, ze dany maticovy vyraz ma smysl. Jestlize A je
libovolnd matice, pak pro jednotkové matice prislusné dimenze plati

Al =A
TA = A.
Napriklad
A I
[ 11711 0 i
1| G 5 (227 J 1 = G4y
| 1l nl 0 1]
1 J n J

Zatim jsme si ukézali pravidla pro pocitani s maticemi, kterda jsou obdobna
pravidliim pro pocitani s cisly. To nas vsak nesmi vést k ukvapenému zaveéru, ze se
s maticemi pocita uplné stejné jako s ¢isly. Napiiklad pro

1 2 01
A=l i) meloo)
plati

=[]0 0]-[0 3] e[ ][5 3] [0 0]
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takze
AB # BA.

0 1 0 1
2 _ _
5= o]0 0]=0
Pro nasobeni matic tedy neplati komutativni zdkon a mocnina nenulové
matice muze byt nulovd matice!

Navic plati

5.4 Transponované matice

Porovndme-li matice C a C' v (5.3), zjistime, 7e fddky matice C jsou tvorfeny
sloupci matice C' a obrdcené. Matici takto vytvofenou z dané matice nazyvame
matici transponovanou. Formalnéji, k dané matici A typu (m,n) definujeme
matici transponovanou A" typu (n,m) predpisem

[AT]. = [A]

ij Ji’

Napriklad

{ 12 3 T B ; g
4 5 6 3 6
Snadno se ovéri po slozkach, ze pro matice stejného typu plati:

(A+B) =A" +B'
(@A) = A’

Napriklad
[(A+B)'],, = [A+Bl; =[Al; + [Bl; = [A"];; + [B];;.
Jestlize je A matice typu (m,p) a B je matice typu (p,n), pak plati:
(AB) =B'A" () (5.12)

Na prvni pohled prekvapiva identita plyne z toho, zZe transponovanim se vymeéni
radky se sloupci, takze

[(AB)'].. = [AB];; =r2s? = (sP)' (r})' = [B'A’]

ij J

=

ij°
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5.5 Nasobeni a transponovani blokovych matic

Jiz v ¢asti 4.4 jsme vidéli, ze blokové matice lze s¢itat podle stejnych pravidel po

vvvvvv

blokové matice s vhodnou strukturou uplatnit po blocich. Napriklad rovnost

a2 ‘ a13 Z (a1 + a1p22) + a1373
Q21 Qg2 | A23 4op) = (a21931 + a22£f2) + Q9373
azy ass | ass T3 (@311 + asaa) + assxs

milzeme zapsat pomoci oznaceni

ap a2 ‘ a3 x1
B C
[ D E :| = 921 Q92 | A23 a |: Y :| = ) (513)

a33

ERIIHMEESS 4l

Priklad lze zobecnit na vy¢isleni souéinu libovolnych blokovych matic. Jestlize

a3; as2

ve tvaru

All Alp Bll Bln
Api ... A B, ... B,

jsou dvé blokové matice rozdélené na bloky tak, Ze pocet sloupctt bloki A;. je
stejny jako pocet radka blokt By;, pak se libovolny blok C;; souc¢inu AB vy¢isli
podle pravidla

Pravidlo pro transponovani blokovych matic lze snadno pochopit, kdyz si prohléd-
neme, jak se transponuji blokovy vektor a blokova matice (5.13). Dostaneme

HIEIERA S s

{B c]T_ i

ag1 A31 BT DT
D E 412 :[ }

Q22 (32 ‘o1 Ol
a3 ‘ Q23 a33

Obecnou blokovou matici tedy transponujeme tak, ze zaménime radky se sloupci
a kazdy blok navic transponujeme.
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Priklady k procviceni
5.1. Necht
30 0 1 10 12
e AR FR T Y IS P

Vypoctéte
MA, AM, PA, AP, AG, GA.

Popiste vysledky v terminech operaci s radky ¢i sloupci matic.

5.2. Vypoététe CTC pro matice ze vztahu (5.3) a porovnejte vysledek s matici soustavy
(1.5).

5.3. Je ddna matice A a vektor v

1 20 -1
A= 2 0 2|, v= 1
-1 11
Vypoctéte Av.
5.4. Jsou dany matice
1 1 0 1 0
A= -11 2 |, B=| -2 2
2 0 -1 0 1
Vypoctéte matici AB.
5.5. Je ddna matice
3 -1 2
A=1|4 -3 2
2 1 3

Uréete matici A2 = AA.

Kli¢ k prikladéim k procviceni

1
53. Av=| -2
2
-1 2
54. AB=| -3 4
2 -1
9 2 10

55. A2=| 4 7 8
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Kapitola 6

Inverzni matice

V této kapitole se vratime k teSeni soustav linearnich rovnic, avsak elementarni
upravy z oddilu 2.2 budeme zapisovat pomoci maticovych operaci. Ziskame tak nejen
novy pohled na znamé algoritmy, ale postupné se seznamime s matici, ktera se chova
vzhledem k nasobeni matic jako prevracené nenulové ¢islo vzhledem k nasobenti ¢isel.

6.1 Maticovy zapis elementarnich tprav

Nejprve si vsimnéme, ze nasobeni matici zleva lze popsat jako manipulaci s radky
nasobené matice. Napfiklad pro matice T = [t;;] a A = [a;;] Fadu dvé plati

ot tie r - tird + tord
TA = L= .
to1 too Iy

t21r‘f‘ + t22r2A
Vhodnou volbou T pak muZzeme dosdhnout toho, aby matice A’ = TA byla prave
matici, ktera vznikne z A zvolenou elementarni ipravou. Naptiklad matice

01
-1
provede vyménu 1. a 2. fadku, tedy elementérni upravu (el) z oddilu 2.2.

K nalezeni vsech matic, které realizuji elementarni upravy z 2.2, tedy vyménu
radki, nasobeni radku nenulovym c¢islem a pri¢teni nasobku nékterého radku k ji-
nému, staci provést tyto upravy na jednotkové matici I. Jestlize T je matice, kterd
realizuje nékterou elementarni transformaci, tj. A’ = TA vznikne z A néjakou pevné
zvolenou elementarni transformaci, pak také I' = TI = T vznikne z jednotkové ma-

tice I toutéz transformaci. Napriklad vyménu radka v matici typu (2,n) realizuje
matice, kterou dostaneme z jednotkové matice vyménou prislusnych radki, tedy

1 0] 01] .
{o 1]1»1 HL 0}_I_T'
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Skutecné,

0 1
10

I[ies]

|

4 5 6
1 2 3

Pro elementarni tpravy matic typu n x m dostaneme nasledujici tfi matice fadu n:

(rl) Vyména i-tého a j-tého radku.

[1 .
1|0 .
I= :
Jj10.
| 0.

~.

O .

.0
011 )
}_>
0| J
. 1]

0| ar; —

rj + ar;

Jjl10 ...

~.

O .

O .

_P, (6.1)

= M;(«)
= Gij(a)
62

Matice P;; se nazyva elementdrni permutacni matice, zatimco G;;(a) se nazyva
matice Gaussovy transformace.
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6.2 Inverzni matice

Definice 6.1. Necht A je ¢tvercova matice. Jestlize existuje matice B tak, ze
AB =BA =1,

pak se matice B nazyva tnverzni maticit k matici A. Ctvercova matice, ke které
existuje inverzni matice, se nazyva reguldrni. V opacném pripadé takovou matici
nazyvame singuldrni.

Véta 6.2. Ke kazdé requldrni matici A existuje prdvé jedna inverzni matice.

Diikaz. Necht A je regularni a necht By, B, jsou inverzni matice k matici A, takze
plati
AB1 =1 a BQA =1L

Vynéasobime-li prvni rovnost zleva matici By a druhou rovnici zprava By, dostaneme
B, = B,AB; = B;.
m

Jedinou inverzni matici k dané reguldrni matici A budeme nadéle znacit A~L

V obecném pripadé je pomérné obtizné rozhodnout, je-li dana matice regularni
nebo singularni. Jestlize vsak ma dané matice cely radek nulovy, pak je urcité sin-
gularni, nebot ma-li matice A nulovy radek a je-li B libovolnd matice, pak plati

AB=|0 ... 0| #1 (6.3)

6.3 Elementarni tpravy a regularita

Nyni si ukdzeme, Ze elementarnimi apravami se zachovava regularita matic. Nejprve
si vSimneme, Ze jsou-li matice A, B regularni, potom je také matice AB regularni
a plati

(AB)"' =B'A"}, (6.4)
nebot
ABB'A'=B'A'AB=1.

Vztah (6.4) lze pomoci matematické indukce zobecnit na

(A A=A AT (6.5)
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Déle si vsimneme, Ze matice elementarnich transformaci jsou regularni. Prislusné
inverzni matice najdeme tak, Ze sestrojime matice ekvivalentnich tuprav, které pre-
vadi upravenou soustavu na ptvodni a jsou popsany na konci oddilu 2.1. Dostaneme
vzorce

P;' =P, M '(a)=M(a ) proa#0, Gj'(a)=Gyl-a).  (66)

7 i
K matici kazdé elementarni transformace T tedy existuje inverzni matice T—1

Jestlize matice A’ vznikne z regularni matice A elementarnimi radkovymi upravami,
pak

A=T, TA
z (6.5) dostaneme
(A) " = AT Ty

tedy A je regularni.

6.4 Vypocet inverzni matice

Véta 6.3. Necht A je ctvercovd matice radu n. Pak rovnice

AX =1 (6.7)

md jediné reseni X prdvé tehdy, kdyZ A je requldrni. V tom pripadé plati X = A1,

Diikaz. Jestlize A je reguldrni, pak prendsobenim obou stran rovnice (6.7) zleva
matici A~! dostaneme X = A~%,

Obracené, jestlize rovnice AX = I ma jediné feSeni, pak rozsitfenou matici
[ A ‘ I } je mozno pomoci ekvivalentnich fadkovych tprav prevést na tvar [ 1 ‘ B }
Podle pravidel z oddilu 6.1 potom existuji elementarni matice transformaci
Ty, ..., Ty tak, ze pro matici T = T --- T plati

T[A[T]=[1|B].

Roznasobime-li matice vlevo podle pravidla o ndsobeni blokovych matic (5.14), do-
staneme porovnanim obou c¢asti rozsifené matice

TA=1, T=B,
BA=1

Jelikoz matice [ I ‘ B ] vznikla z [ A ‘ 1 } ekvivalentnimi radkovymi tpravami,
ma rovnice (6.7) jediné Teseni X, které je fesenim soustavy

IX = B,
tedy X =B a AB = L. O
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Pravé dokazana véta redukuje vypocet inverzni matice na reseni rovnice (6.7)
s nékolika pravymi stranami.

Priklad 6.4. Zjistéte, zda existuje inverzni matice k matici
2 -1
A= { 2! } |
Jestlize ano, vypoctéte A~

Reseni. Postupnou tpravou rozsitené matice pro soustavu AX = I dostaneme

2 —-1|1 0 2 —-1]1 0 £
[A‘I}: L 301 e
-1 210 1 r2—|—§r1 0 513 1
4 271 2 1
301 2 12
Matice A je tedy regularni a plati
1(2 1
-1 _
TR -

6.5 Inverzni matice a reSeni soustav
Necht A je dana regularni matice. Vynasobime-li soustavu
Ax =D
matici A~! zleva, dostaneme
x=A(Ax) = A 'b.

Odtud a z jednoznacnosti inverzni matice vyplyva dilezita véta:

Véta 6.5. Necht A je requldrni matice a necht b je sloupcovy vektor stejného radu.
Pak md soustava Ax = b jediné veseni x = A~ 'b.

Priklad 6.6. Najdéte feseni soustavy

I
—

2%1 — X2

6.9
—T1 + 2[L‘2 =2 ( )

pomoci inverzni matice.
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Reseni. Soustavu (6.9) lze zapsat maticové ve tvaru

R R L

S vyuzitim vysledku (6.8) piikladu 6.4 dostaneme
n] 1[217[1] 1[4
T | 31 2 21 3|5 |

6.6 Vycisleni vyrazua s inverzni matici
P1i vycisleni vyrazi s inverzni matici je vétsinou vyhodné vyhnout se explicitnimu

vyjadreni inverzni matice tim, Ze se vy¢isleni soucinu inverzni matice s vektorem ¢i
matici prevede na feseni soustavy linearnich rovnic.

Priklad 6.7. Necht

R ]

Vy¢islete A~1Bb.

Reseni. Nejprve vypocteme vektor

com-[ 2]

Vektor x = A~ 'c je jedinym fesenim rovnice Ax = c, kterou vyiesime Gaussovou

eliminaci
2 —113 o 2 -1 3
-2 217 |11 +19 0 1110 |’

odkud z; = %, xo = 10. Tedy

) 13
- — 2
e [ 4]

Poznamka. Nasobeni matic je sice asociativni, takze plati
(A'B)b = A™'(Bb),

avsak pracnost vycisleni obou vyrazu je rozdilné!
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6.7 Pouziti inverzni matice

Rozborem poctu operaci zjistime, ze k vypoctu inverzni matice fadu n je treba asi
n3 nasobeni. Srovname-li toto ¢islo s po¢tem nasobeni potiebnym k feseni soustavy
Gaussovou eliminaci uvedenym v oddilu 2.7, dojdeme k zavéru, ze se inverzni matici
nevyplati pouzivat pro reSeni jedné soustavy rovnic, avsak muze se vyplatit pri Te-
Seni soustavy s vétsim poctem pravych stran, nebot je-li inverzni matice k dispozici,
je pak k vlastnimu feSeni zapotiebi pouze n? operaci. V kapitole 7 si vSak ukdZeme
algoritmus, se kterym lze dosdhnout stejného vysledku za nejméné polovi¢nich na-
klad® na pripravu reseni. Inverzni matice je tedy spis dulezity teoreticky nastroj pro
feSeni technickych problémi nez prostredek k efektivnimu provadéni numerickych
vypoctu.

6.8 Priklady

Priklad 6.8. Pomoci radkovych tprav prevedte matici

na horni trojihelnikovou matici U. Zkonstruujte transformac¢ni matice jednotlivych
radkovych tprav a transformacni matici T takovou, ze U = TA.

Reseni. Pomoci radkovych tprav prevedeme matici A na horni trojihelnikovou:

2 -1 0 2 -1 0
1 2 2 210 — | 2 4 4 ro —Irp;
4 0 -2 4 0 =2 | r3—2n
(2 -1 0 2 -1 0
|0 5 4 = | 0 5 4 >
0 2 =2 or3 0 10 =10 I3 — 2r9
(2 -1 0
— | 0 b5 4 = U.
|0 0 —18

(1 0 0] [ 1 0 0] 1 00
T,=|0 20|, To=|-110], T3=| 0 1 0],
[0 0 1] 0 0 1 -2 0 1

[ 1 0 0] [1 0 0]
T,=|0 10|, Ts-=[0 1 0
| 0 0 5 | 0 -2 1|




6.8 Priklady

Tzn., ze jsme provadéli nasledujici nasobeni matic:
A =TA, A,=T,A,, A3=T3A,, A, =T,A;, U=T;5A,
Postupnym dosazenim dostaneme vztah:
U = (T5 (T4 (T3 (T2 (T1A))))) = (TsT4T3T,T1) A = TA,

tedy

1 0 0 2 -1 0 2 -1 0
TA=| -1 2 0 1 2 2 |=]0 5 4 |=U.
-8 -4 5 4 0 -2 0 0 -—18
Priklad 6.9. Najdéte inverzni matici k matici
2 2 3
A= 1 =10
-1 2 1
Resent.
2 2 3|10 0 2 2 3|/100
1 =1 0/0 10| 209 =] 2 =20/020] rg—r1;
1 2 1/0 0 1| 2r4 —2 4 2100 2| 1341,
(2 2 3|1 0 0]
—~ |0 —4 -3]—-1 2 0 —
0 6 5|1 0 2] 28
2 2 3|1 00]
— 10 —4 =3[—-1 2 0 >
0 12 10| 2 0 4] r3+3r
(2 2 3|1 0 0] r;—3r;
— 0 -4 -3|-1 2 0 ro + 3r3 —
0 0 1 |—-16 4
(2 2 0|4 -18 —127 In
=10 —4 0]—-4 20 12 i -
0 0 1|-1 6 4
(11 0] 2 -9 =67 11— 1001 -4 -3
— 10101 -5 -3 — 10101 -5 -3
(00 1]-1 6 4 001|-1 6 4
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Tedy
1 -4 -3
Al'=| 1 -5 =3
-1 6 4
a zkouska
1 —4 -3 2 2 3 1 00
ATA=| 1 -5 =3 1 =1 0|=]1010]|=I
-1 6 4 -1 2 1 0 01

Priklady k procviceni

6.1. Napiste matice Po3,M2(3) a Go3(4) (viz oddil 6.1) pro elementérni transformace
matic, které maji 3 raddky a ovérte si jejich Gc¢inek na matici

1
A=]2
4

Q0 = N

6.2. Vypiste matice elementarnich transformaci, které realizuji elementarni pravy v pri-
kladu 6.4.

6.3. Urcete matici X tak, aby platilo

1 2 3 4 2 4 1 3
~1 -2 -3 —4}X_[

6.4. Uréete matici X tak, aby platilo

1
X | 2
3

W N =
W N &~
I
N = W
DN =W
DN =~ W

6.5. Urcete matici X tak, aby platilo

1 11 3 3 3
X|111]|=|41414
1 11 2 2 2

6.6. Jakou matici musime vyndsobit matici typu (3,3) aby doslo k vyméné 2 a 3 sloupce?
6.7. Jakou matici musime vynasobit matici typu (4,4) aby doslo k vyméné 1 a 3 sloupce?

6.8. Jakou matici musime vynésobit matici typu 3/3 aby se provedla operace

ry —Iro + 913 — 12
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6.9. Necht

1
L=1|1 a U=L"
1

NN O
w o o

Vypoététe L, U~! a rozhodnéte, zda
(L= @
6.10. Vypoctéte A~! pro

2
A=1|1
0

—_— N
N = O

Povsimnéte si zaplnéni inverzni matice nenulovymi prvky ve srovnani s ptiivodni matici.

6.11. Dokazte, ze pro libovolnou regularni matici A plati
(A1) = (a7
NAPOVEDA: Staci ovéfit, ze (A™1)TAT = 1.

6.12. Urdete inverzni matici A~! k matici A

1 2 2
A=|2 1 =2
2 =2 1

6.13. Urdete inverzni matici A~! k matici A

0 1 1
A=| -1 2 -1
1 -2 0
6.14. Je dana matice
3 -1 2
A=1|4 -3 2 |;
2 1 3

a) uréete matici A~!

b) pomoci matice A~! uréete feSeni soustavy rovnic:
3r1 — x9 + 223 =7
4x1 — 3x9 + 223 =4
2x1 + x2 4 33 =13

6.15. Uzitim inverzni matice Feste soustavu rovnic

201 +2x0+ 23 =—1
3x1+x0+ b3 =—1
3rx1+ 2204+ 33 =—1
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6.16. Vypocitejte vyhodné maticovy vyraz C~1Av + C~'Bv, kde

111 1 01 1 20 ~1
A=|010|.,B=| 2 1 1|,Cc=|2 02|,v=] 1
111 -1 10 -1 1 1 0

6.17. Uzitim inverzni matice Teste soustavy rovnic Ax = B, Ax

I
Q
>
[
I
O
L
3

1 03 1 0 3
A=|-221|,B=|0|,c=|2]|,D=]|2
0 1 1 1 1 1

Kli¢ k prikladéim k procviceni

0010
1000
63.X=1| 0 0 o 1
010 0
[0 0 1]
64.X=1[1 0 0
(01 0
(3 0 0]
65 X=1[0 4 0
(00 2
10 0
66. |0 0 1
010
[0 0 1 0
010 0
67 |1 0 0 o
00 0 1
1 0 0
68. |1 -1 5
0 0 1
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11 -5
6.14.a) A"l=1] 8 -5
~-10 5

6.15. {Il,aiz,l‘g] == [2, —2, —1]
6.16. C"'Av + C 'Bv =

6.17. [1,1,0]T, [0,1,0]7, [-2

—4
—2
5)

) b) [$1,$2,.’L’3] = [17273}



50

Kapitola 7

Trojuhelnikovy rozklad

Pokracovanim tvah z kapitoly 6 si nyni ukdzeme, ze kazdou regularni matici mtizeme
zapsat jako soucin tii matic, pro které se snadno fesi soustavy linearnich rovnic.
Narozdil od kapitoly 6 nevystacime s fadkovymi tpravami, ale budeme potiebovat
také vymeény sloupcu.

7.1 Permutacéni matice

Matice P se nazyva permutacni matice, je-li mozno P ziskat z jednotkové matice
I stejného typu postupnou vyménou radku. Jelikoz vyménu ¢-tého a j-tého radku
dané matice muzeme provést tak, ze tuto matici vynasobime zleva elementdrni
permutacéni matici P;; (viz. (6.1)), je mozno kazdou permutacni matici P zapsat
ve tvaru

P=P,, P I1=P,;  --P,. (7.1)
Napriklad matici
010
P=|0 01
100
muzeme ziskat z jednotkové matice vyménami
1 0 0 |r3 0 0 1|1 010
I=({0 10 =10 10|y —|001]|=P
001 ]|n 100 1 00

takze P muzeme zapsat ve tvaru
P = P;pP;3I = PpPy3.

Z rozkladu (7.1), ze ziejmé rovnosti P;; = P, déle z Pigl = P;; (viz. (6.6))
a pomoci (5.12) dostaneme pro P ve tvaru (7.1)

PP' =P, - Py;,(Pyj Py =P

T
11J1 1171 P,

-
kJk kJk T Pi1j1Pi1j1 TkJK

kJk 17 Pikjk )
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takze
P'=P"

Elementdrni permutacni matice P;; miZeme také pouzit k vyméné i-tého
a j-tého sloupce. K tomu staci nasobit matici P;; zprava. Naptiklad vynasobime-li
matici A = [a;;] Fadu 2 matici Pyy zprava, dostaneme

APH:[GH alz][(l) (1)}:[&12 all}:[SéA’SiA]‘

Q21 A22 Q22 A21

K odvozeni obecného pravidla mtizeme pouzit transponovani.

7.2 'Trojuhelnikové matice

Ctvercovéa matice L(U) se nazyva dolni (horni) trojihelnikovd matice, jestlize
mé nad (pod) diagonalou vSechny prvky nulové. Pro prvky [;; dané dolni trojihel-
nikové matice L tedy plati [;; = 0 pro ¢ < j, zatimco pro prvky w;; dané horni
trojuhelnikové matice U plati u;; = 0 pro ¢« > j. Matice L je tedy dolni trojihelni-
kové, pravé kdyz L' je horni trojihelnikova matice.

Snadno se ovéri, ze soucin dvou trojtihelnikovych matic stejného typu je troj-
thelnikova matice téhoz typu. Jsou-li napiiklad L = [l;;] a M = [m,;| dvé dolni
trojuhelnikové matice a ¢+ < j, pak

[LM]ijlzlmlj—l——|—lmmw:l110—|——|—lu()—|—0m”+1—i——|—Omm:O,

takze LM je také dolni trojihelnikova matice.
Budeme potiebovat jesté jedno méné zrejmé pozorovani.

Véta 7.1. Necht L = [l;j] je ctvercovd dolni trojuhelnikovd matice s nenulovymsi
diagondlnimi prvky. Pak L je requldrni a L1 je dolni trojihelnikovd matice.

Diikaz. Je-li L dolni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky na diagondle, pak
existuji matice elementdrnich operaci T, = G;,;,(a}) s i, > jp, piipadné T, =
= Ml-p(li;ﬂl»p) tak, ze pro matici T = T}, --- Ty plati

T[L|T]=[1[B].
Porovnanim levych ¢asti ptislusnych matic dostaneme TL = I. Podle véty 6.3 tedy

plati L = T7! odkud LT = I a T = L. JelikoZ vSechny matice T; jsou dolni
trojuhelnikové, je také matice

L'=T=1T,---Ty

dolni trojihelnikova matice. O]
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7.3 Trojihelnikovy (LU) rozklad

Véta 7.2 (o existenci LU rozkladu). Necht A je requldrni ctvercovd matice. Pak
existuje dolni trojuhelnikovd matice L, horni trojuhelnikovd matice U a permutacni
matice P tak, Ze

AP = LU. (7.2)

Matice L, U jsou reguldrni.

Diikaz. Necht A = [a;;] je ¢tvercova matice Tadu n. Z regularnosti matice A a z (6.3)
plyne, ze existuje ¢, tak, ze ay;, # 0, takze A = AP;;, ma v levém hornim rohu
nenulovy prvek a;; = ay;, .

Nyni si v§imnéme, Ze prvni krok tpravy matice A, ktery zndme z Gaussovy
elimimace, mizeme zapsat ve tvaru

L,AP,;, = A4,
kde
p. p. p. 1 1 1
ai; A ... Qin ay; Qi ... Q7
1 1 1 1
Qa9 Qap, 0 ay Aoy,
A, = . = .
1 1 1 1
O an2 ann 0 an2 a'rm
a
L, = Giu(—an/an) - - Gia(—ag1/an) (7.3)

je dolni trojuhelnikova matice, nebot je vyjadrena jako soucin dolnich trojuhelniko-
vych matic.

Matice A; je zfejmé soucinem reguldrnich matic, takze podle (6.5) je A; také
regularni a existuje 2 < iy tak, ze aj;, # 0. Matice A, = APy, mé tedy nenu-
lovy prvek ass a stejny prvni sloupec jako matice A;. Opakovanim tohoto postupu
dosdhneme toho, ze

LAP = U, (7.4)
kde
alytoalyt oo aht
asyt oo at
U - . == An,1 (7 5)
0 0 an-!
a
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Ziejmé P je permutacni matice a L je dolni trojuhelnikova matice, nebot kazda
matice L; je sou¢inem dolnich trojihelnikovych matic Gij(—&;i_l Jait) s i < j.

Piendsobime-li (7.4) zleva matici L = L™, dostaneme
AP =LU.

Matice L je podle véty 7.1 regularni dolni trojihelnikovd matice, nebot je inverzni
k dolni trojuhelnikové matici L, a matice P je zrejmé permutacni matice. Jelikoz
matice A; jsou reguldrni, je podle (7.5) také matice U regularni. O

Vyjadreni matice ve tvaru sou¢inu (7.2) se nazyva LU rozklad podle pocate¢nich
pismen anglickych slov Lower (dolni) a Upper (horni). Prendsobime-li (7.2) zprava
matici P = P, dostaneme vyjadieni A ve tvaru

A =LUP

s permutac¢ni matici P. Matice L, U a P nejsou urceny jednoznacné.

7.4 Vypocet LU rozkladu

Rozbor dikazu véty o existenci trojuhelnikového rozkladu nam dava navod k in-
struktivnimu vypoctu tohoto rozkladu. Stac¢i postupné upravovat matici [ A ‘ 1 }
na tvar [ U ‘ L } obdobné, jako jsme to délali ve 2. kapitole, avSak bez pouziti vy-

mény fadkd. Tim dosdhneme toho, Zze matice L bude dolni trojuhelnikova. Je-li to
nutné, provadime misto vymény radkt vymény sloupcti, které neprovadime jen na
matici A, ale také zvlast na dalsi jednotkové matici, kterd se postupné transformuje
na P. Dolni trojihelnikovou matici L dostaneme inverzi matice L, tedy s pomoci
elementarnich radkovych operaci, které prevedou matici [ L ‘ I ] na [ I ‘ L }

Priklad 7.3. Najdéte trojihelnikovy rozklad matice

0 -1 2

A=| -1 2 —-1]. (7.6)
2 -1 0

Resend.
e Sledovani vymén sloupcii:
100 001 B
I=]1010|—~|010|=P=P
001 100
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oUprava[A‘I}H[U‘f]:

A I
0 -1 2[100 2 -1 0100
[A|I]=]-1 2 -1/010|~|-1 2-1[010]|2r3+1
2 -1 0,001 0 -1 2/001
S3 S1
U L
2 -1 0100 2 -1 0100
=10 3 -2[120 =10 3 -2|120]=
0 -1 2|00 1][3r3+4r 0 0 4123
=[U[L]
oUprava[f,‘I]H[I‘L}
L I
N 100[100 100| 100
[L|I]=]120/010|rp—1;+~|020|-110 —
1231001 |r3—1 023 —-101]|r3—r9
I L
1 00 100 1 00
— 0| -1 10in—=]010| -3 Lo|=[T|L]
0 —1 1] irs 001 0 —% 3
e Odtud
100 2 —1 0 00 1
L=|—- 40|, U=|0 3 -2|, P=[010 (7.7)
0 —11 0 0 4 100

Piimym vypoctem si miizeme ovérit, ze plati

AP=LU a A=LUP

7.5 Reseni soustav pomoci LU rozkladu

Reseni soustav pomoci trojihelnikového rozkladu spociva v postupném feseni sou-
stav s maticemi L, U a P. Jestlize tedy A = LUP, pak misto soustavy Ax = b
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budeme Tesit soustavu

L(U(Px)) =b
tak, ze postupné vyreSime
Lz=b, Uy=1z Px=y. (7.8)

Priklad 7.4. Vyuzijte rozkladu (7.7) matice (7.6) k feSeni soustavy:

—To + 2.7)3 =1
-1 + 2!L'2 — X3 = 1
2$1 — i) =1

Reseni. Nejprve fesime soustavu Lz = b, tedy

21 =1
1 1
—52’1 + 52’2 = 1
1 1 _
— 322 + 52’3 = 1,

odkud z; =1, 2, = 3, 23 = 6. Potom vyTesime soustavu Uy = z, tedy

200 — Yo =1

3y2 — 2ys = 3

dys = 6
Odtud y; = %, Yo = 2,3 % Konec¢né urcime x ,fesenim* Px = y nebozx = f’Ty,
takze T :%,J]2:2,l‘3:%. A

Poznamka. Pokud hodldme pouZit LU rozklad k feseni soustav, nenf tfeba vycislit
matici L explicitné. Vystacime totiz s matici L = LL, s jejiZ pomoci vypocitdme z
v (7.8) ze vztahu

z = Lb.

7.6 Pouziti LU rozkladu

Lze ukazat, ze k vypoctu LU rozkladu ¢tvercové matice A tadu n staci asi %n?’
nasobeni, coz je asi polovina poc¢tu nasobeni potrebného k vypoctu inverzni matice.
Mame-li LU rozklad, mtizeme ziskat feseni soustavy Ax = b pomoci n? ndsobeni,
stejné jako u inverzni matice. Pouziti LU rozkladu je tedy efektivnéjsi néstroj pro
feSeni soustav linedrnich rovnic s vice pravymi stranami nez inverzni matice. Tento
rozdil se miize jesté drasticky zvetsit, ma-li matice A mnoho nulovych prvki, nebot
pri upravé se trojihelnikové faktory zaplnuji nenulovymi prvky méné nez inverzni
matice. Trojuhelnikovy rozklad je také dilezity nastroj teorie matic.
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7.7 Priklady

Priklad 7.5. Pomoci LU rozkladu naleznéte inverzni matici k matici

2 2 3
A=] 1 —-10
-1 2 1
Resent. B
A'=PU"'L
1. Nalezeni matic U, L
2 2 3/100 2 2 3/1 00
1 =1 0/01 0| 2o = | 2 =20|0 20| ro—r1 —
-1 2 10 0 1| 24 -2 4 2100 2| r3+m
(2 2 3|1 0 0]
— |0 —4 =3|-1 2 0 >
|0 6 5 |1 0 2] 2ry
(2 2 3|1 0 0] 2 2 3|1 00
— |10 —4 =3|-1 20 — |0 —4 =3|-1 20
|0 12 10| 2 0 4[| r3+3r 0 0 1|-16 4
2 2 3 _ 1 00
U=|0 -4 -3|, L=|-120
0 0 1 -1 6 4
2. Vypocet U1
2 2 311007 rn—23r 2 2 010 =37 2n
0 -4 —3/0 1 0| r94+43r53 — |0 —4 0/0 1 3 —
0 0 11]001 0 0 1|00 1
[4 4 0|2 0 =67 ri+m
— |0 —4 0/0 1 3 —
0 0 1/00 1 |
4 0 0121 =3 Inm 1003 7 -3
— |0 —4 00 1 3 —ry > |0 1 0(0 -1 -2
0 0 1|0 0 1 | 001/0 0 1
11 _3
2 4 4
Ulloig
0 0 1
3. Vypocet A=t
N 5 5 - 1 00 1 —4 =3
A'=U'L=|0 - 2. |-120|=|1 -5 =3
0 0 1 -1 6 4 -1 6 4
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Priklady k procviceni

7.1. Najdéte LU rozklad symetrické matice
2 -1 0
A=| -1 2 -1
0o -1 2

a porovnejte rozlozeni nul v obou trojuhelnikovych faktorech a v matici A.

7.2. Vyuzijte rozkladu z predchoziho cviceni k feseni soustavy

2r1 — x9 =1
—x1 + 290 — 23 =1
— x99 + 2x3 = 2.
7.3. Je dana matice
-1 3 0
A = 3 -8 3 |;
0 3 1

a) rozlozte tuto matici na soucin dolni a horni trojihelnikové matice (LU rozklad)

b) vyuzijte LU rozkladu k feseni soustavy:

—x1 + 3x2 =2
3r1 — 8xo + 3x3 =
3o + a3 = 14.

c¢) vyuzijte LU rozkladu k feseni soustavy:

—x1 + 3x9 =1
3r1 — 8x2 + 3x3 = 2
3o + x3 = —1.

7.4. Pomoci LU rozkladu naleznéte inverzni matici k matici A

21 1
A=|11 -1
6 4 1

Kli¢ k prikladim k procviceni

1 00 -1 3 0
73.a)LU=| -3 1 0 0o 1 3 |,
0 31 0 0 -8
b) [33‘1,332,1’3] = [107472]7 C) [$17$27$3] = [_47 _172]
5 3 -2
T4 AT =] -7 —4 3

-2 =2 1
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Vektorové prostory
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Kapitola 8

Algebraické operace a struktury

V predchozich kapitolach jsme se seznamili s riznymi pravidly, které dvéma prvkim
jedné mnoziny prirazuji néjaky prvek téze mnoziny. Jako priklad uvedme scitani arit-
metickych vektori nebo néasobeni ¢tvercovych matic. Ukazuje se, Ze tato pravidla
maji nékteré vlastnosti, které l1ze studovat spole¢né bez ohledu na objekty, kterych se
tykaji, a ze vysledky tohoto studia lze pak aplikovat na feseni nejriznéjsich konkrét-
nich problémi. Pro studium téchto pravidel si nejprve zavedeme abstraktni pojem
operace, a pak si rozebereme nékteré vlastnosti, které operace muze mit. Nakonec
se seznamime s nekterymi algebraickymi strukturami, coz je abstrakce umoznujici
pochopit obecné zdkonitosti poc¢itani s nejriznéjsimi objekty, jako napriklad s ¢isly,
maticemi nebo zobrazenimi.

8.1 Algebraické operace

Definice 8.1. (Binarni) algebraickd operace o na neprazdné mnoziné A je zob-
razeni

o: Ax A>3 (a,b)—aocbe A

Operace o na mnoziné A tedy kazdé usporadané dvojici (a,b) € A x A prvku
a,b € A pritazuje jednoznacné urceny prvek aob € A.

Jako priklad algebraické operace si uvedme séitani + definované na mnoziné
realnych ¢isel R, které napiiklad dvojici (2,3) € R x R pritazuje prvek 2 +3 =5 €
€ R. Jiné priklady algebraickych operaci jsou s¢itani realnych aritmetickych vektora
stejné dimenze nebo nasobeni komplexnich ¢tvercovych matic stejného radu.

Dilezity priklad algebraické operace je skladani zobrazeni o definované na mno-
ziné vsech zobrazeni Z(A) dané mnoziny A do sebe. Tato operace ptirazuje kazdé
uspofadané dvojici zobrazeni (f, g) € Z(A) x Z(A) slozené zobrazeni fog e Z(A)
definované pro kazdé = € A predpisem

(fog)(x) = f(g(x)).
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Jestlize napifklad f € Z(R) a g € Z(R) jsou definovany predpisem f(x) = z?
a g(x) = 2%+ 1, pak
(fog)() = f(g(x)) = (2 +1)°
Vsimnéme si, ze nasobeni aritmetického vektoru skalarem neni operaci na mno-
ziné v nasem smyslu, nebot neprirazuje vektor dvojici vektori, ale skalaru a vektoru.

8.2 Asociativni operace

Definice 8.2. Algebraicka operace o na mnoziné A je asociativni, jestlize pro
libovolné prvky a, b, ¢ mnoziny A plati

ao(boc)=(aob)oc. (8.1)

Operace séitani a nasobeni cisel jsou dobfe znamé asociativni operace, stejné
jako s¢itani aritmetickych vektort stejné dimenze nebo nasobeni ¢tvercovych matic
stejného radu. Také operace skladani zobrazeni mnoziny A do sebe je asociativni,
nebot podle definice slozeného zobrazeni plati pro kazdé = € A a f, g, h € Z(A)

((Fog) o) (@) = (fo9) (h(x)) = (9 (h(2))).
(folgom)@) = f((gem)@) = f(g(h(2))),

takze
((fog)oh)(x)=(folgoh))(z).
Posledni rovnost znamend, ze zobrazeni f o (go h) i (f o g) o h pfifazuji kazdému
x € A tentyz prvek, takze plati fo(goh) = (fog)oh.
Operace T definovana na mnoziné vsech prirozenych ¢isel N predpisem

' NxN3(a,b)—a’ €N
neni asociativni, nebot
21(312)=207=2" a4 (213)t2=(2%)"=2°

Je-li o asociativni operace na mnoziné A, pak lze u vyrazu (8.1) vynechat zavorky.
Vyraz aoboc lze potom vy¢islit bud jako (aob)ocnebo ao(boc). Da se dokazat, ze
pro asociativni operace neni potfeba pouzivat zavorky viibec. Napriklad pro kazdou
asociativni operaci plati

((aob)oc)od=ao (bo(cod)),
nebot

((aob)oc)od=(ao(boc))od=ao((boc)od)=ao (bo(cod)).
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8.3 Komutativni operace

Definice 8.3. Algebraickd operace o na mnoziné A se nazyva komutativnt,
jestlize pro kazdé a,b € A plati a ob = bo a.

Priklady komutativnich operaci jsou séitani ¢isel, aritmetickych vektori stejné
dimenze nebo matic stejného typu. Naopak nasobeni ¢tvercovych matic fadu vétsiho
nez jedna neni komutativni, jak je patrné z prikladu (5.11).

Snadno se muzeme presveédcit, ze ani operace T definovand v oddilu 8.2 neni
komutativni, nebot

213=234£3>=312.
Pokud je poc¢et prvku mnoziny A vétsi nez jedna, neni ani operace skladani zobrazeni
mnoziny A do sebe komutativni. Jestlize totiz v dané mnoziné A existuji prvky
a,b € A, a # b, pak napriklad pro zobrazeni

f:A>z—a a g:Adx—0
a pro kazdé = € A plati
(feg)(z)=a#b=(go f)(z),
tedy
fog#golf.

8.4 Neutralni prvek

Definice 8.4. Prvek e € A nazyvame neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci
o definované na mnoziné A, jestlize pro kazdé a € A plati

aoe=eoa=a.

Naptiklad prvek 0 je neutralnim prvkem vzhledem ke séitani redlnych nebo kom-
plexnich ¢isel. Prvek 1 je zase neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni realnych nebo
komplexnich ¢isel. Jednotkova matice I daného tadu je neutralnim prvkem vzhledem
k nasobeni ¢tvercovych matic stejného radu.

Existuje také neutralni prvek vzhledem k operaci skladani vsech zobrazeni mno-
ziny A do sebe. Je jim identické zobrazeni id 4 mnoziny A, nebot pro kazdé

f: A= Aax e Aplati
(idao f)(x) =ida(f(2)) = f(=),
(f oida)(x) = f(ida(z)) = f(2),
takze f = foidy =idgo f.
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Poznamka. Neutralni prvek musi splnovat obé rovnosti uvedené v definici. Napri-
klad pro vyse uvedenou operaci umocnovani prirozenych cisel plati a T 1 = a, avsak
11 a =1, takze 1 neni neutradlnim prvkem vzhledem k operaci 1.

Na prvni pohled neni jasné, jestli nemtze byt vice neutralnich prvki vzhledem
k néjaké operaci. Nasledujici véta dava aplnou odpovéd na tuto otazku.

Véta 8.5. Necht o je algebraickd operace na mnoziné A a necht e1,e5 € A jsou
neutralni proky vzhledem k operaci o. Potom e; = es.

Driikaz. Podle definice neutralniho prvku

€1 = €1 0 €9 = €é9.

8.5 Inverzni prvek

Definice 8.6. Nechf o je algebraickd operace na mnoziné A, necht e € A je
neutralni prvek vzhledem k o a necht a € A. Prvek b € A nazyvame levym
inverznim prvkem k prvku a, jestlize b o a = e, pravgm inverznim prvkem
k prvku a, jestlize a o b = e, a inverznim prvkem k prvku a, jestlize a o b =
=boa=ce.

Pro kazdé realné cislo a € R je —a inverzni prvek vzhledem ke séitani, nebot
0 je neutralni prvek vzhledem ke séitani a (—a) +a = a + (—a) = 0. Ke kazdé
regularni matici A existuje také inverzni prvek vzhledem k nasobeni matic. Je jim
inverzni matice A~% nebot jednotkovd matice I je neutrdlnim prvkem vzhledem
k ndsobeni matic a A7'A = AA~! = I. Naopak k prvku 0 neexistuje inverzni prvek
ani vzhledem k nésobeni realnych ¢isel, ani vzhledem k nasobeni komplexnich ¢isel,
nebot rovnice 0 - x = 1 nema zadné redlné ani komplexni Teseni.

Podivejme se nyni na inverzni prvky vzhledem ke sklddani zobrazeni mnoziny A
do sebe. Necht f, g € Z(A). Jestlize f o g = id4, potom f je zobrazeni na A4, nebot
libovolny prvek a € A lze vyjadiit ve tvaru

a=ida(a) = (f o g)(a) = f(g(a)),

tedy jako obraz prvku g(a) € A pfi zobrazeni f. Zobrazeni g je pfitom nutné prosté,
nebot pro libovolné a,b € A by z g(a) = g(b) plynulo

a=ida(a) = (fog)(a) = f(g(a)) = f(g(b)) = (f 0 g)(b) = ida(b) = b.

Zobrazeni f € Z(A) m4 tedy inverzni zobrazeni ve smyslu definice inverzniho prvku
8.6, prave kdyz f je vzajemné jednoznacné.
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Poznamka. Pokud je A nekoneénd mnozina, existuji v Z(A) prvky, které maji jen
levy nebo pravy inverzni prvek, ale nemaji inverzni prvek. Napiiklad zobrazeni

f:Nok—k+1eN a ¢g:N>k—max{k—1,1} €N
splnuji g o f = id, nebot pro k € N
(g0 f)(k) =g(f(k)) = g(k+1) =k =id(k),

avsak

takze

8.6 Grupa

Mnozina spolu s jednou ¢i vice operacemi, které splnuji predepsané vlastnosti, tvori
algebraickou strukturu. Zde se seznamime s dulezitou algebraickou strukturou
s jednou operaci, kterd se nazyva grupa. Grupy se v matematice objevily pfi studiu
teorie ¢isel, v geometrii a pti feseni algebraickych rovnic. Netrivialni technické apli-
kace vyuzivajici poznatku o strukture grup zahrnuji kodovani nebo krystalografii.

Definice 8.7. Mnozina G s operaci o se nazyva grupa, jestlize:

(G1) o je asociativni operace na G.

(G2) Existuje e € G tak, ze pro kazdé a € G plati aoe = eoa = a.
(G3) Ke kazdému a € G existuje prvek b € G tak, ze aob=boa = e.

Grupa je tedy ur¢ena usporadanou trojici (G, o, ), kde G je mnozina, o je asociativni
operace na G, a e € G je neutralni prvek vzhledem k operaci o.

Jako priklady grup nam mohou slouzit (R, +,0) a (C\ {0}, -, 1). Regularni ¢tver-
cové matice stejného tadu tvori vzhledem k nasobeni matic také grupu, jejiz jednot-
kovy prvek je identickd matice I.

Snadno se ovéri, ze pokud A méa vice nez jeden prvek, pak (Z (A),o,id) ne-
tvori grupu, avsak podmnozina Z(A) sestavajici ze vsech vzajemné jednozna¢nych
zobrazeni grupu tvori.

Obdobné jako u jednotkového prvku vznika otazka, zda k nékterému prvku ne-
muze existovat vice nez jeden inverzni prvek. Vyjasnime si tento problém soucasné
s otazkami tykajicimi se feSeni rovnic.
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Véta 8.8. Necht (G,o,e) je grupa. Potom plati nasledujici tvrzeni:

(i) Ke kazdému prvku a € G existuje prave jeden inverzni prvek a™L.
(ii) Necht a,b,c € G. Jestlize aob=aoc neboboa = coa, pak b= c.

(iii) Necht a,b € G. Potom ezistuje jediné x € G tak, Ze plati a o x = b a jediné
y € G tak, Zeyoa =D.

Dukaz.

(i) Necht a,b,c € G,aob=boa=eaaoc=coa=e. Pak
b=boe=bo(aoc)=(boa)oc=eoc=c.

(ii) Necht a,b,c € G a tieba aob = aoc. Pak a o (aob) = a~'o(aoc). Upravime-li
obé& strany rovnice pouZitim asociativity, dostaneme (a 'oa)ob = (a"toa)oc.
Vyraz v zavorce je ovsem neutralni prvek, takze vysledkem je

b=eob=ecoc=c.
(iii) Necht a,b € G. Pro z = a0 b plati
aox=ao(a'ob)=(aoa)ob=ecob=>,

takZe x = a~'o b je fesenim rovnice a o x = b. Necht z; a x5 jsou Feseni rovnice
aox =>b,tj.aox;y =baaoxy=>5. Pak plati a o x1 = a o x5 a podle tvrzeni
(ii) tedy x1 = xo.

]

S pojmem grupa jsou spojeny nékteré konvence v terminologii a v oznaceni.
Grupa (G, o, ) se nazyva komutativni, jestlize je operace o komutativni. Operace
v komutativni grupé se ¢asto oznacuje znaménkem +, i kdyz se mize jednat o iplné
jinou operaci nez s¢itani ¢isel. PTi takovém zapisu, ktery nazyvame aditivni, mlu-
vime misto o neutralnim prvku o nulovém prvku, ktery také oznacujeme pomoci
nuly. Pti této konvenci se inverzni prvek k prvku a zapisuje —a. Znak operace se
také casto zapisuje pomoci tecky nebo se v prislusnych vyrazech zcela vynechéava.
V takovém pripadé mluvime o multiplikativnim zdpisu, neutralni prvek znacime
jednickou a inverzni prvek k prvku a znacime % nebo a1 Nékdy se také pouZiva
nazvu aditivni grupa pro grupu zapsanou v aditivnim zapisu a multiplikativni
grupa pro grupu zapsanou v multiplikativnim zapisu.
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8.7 Komutativni téleso

Nyni se seznamime s algebraickou strukturou se dvéma operacemi, které maji ob-
dobné vlastnosti jako s¢itani a nasobeni na nékterych ¢iselnych mnozinach.

Definice 8.9. Komutativni téleso (T, +,0,+,1) je mnozina, na niz jsou defino-
vany dveé binarni algebraické operace + a -, které splnuji nasledujici axiomy:

(T1) (T, +,0) je komutativni grupa.

(T2) (T'\ {0},-,1) je komutativni grupa.

(T3) Pro kazdé a,b,c € T plati distributivni zédkon a(b+ ¢) = ab+ ac.

(T4) 0 # 1.

Mnozina vSech redlnych ¢isel spolu s operacemi sc¢itani a nasobeni je tedy téleso,
stejné jako mnozina vSech komplexnich ¢isel C spolu s operacemi sc¢itani a nasobeni.
V nékterych aplikacich, jako napriklad v kdédovani, se mizete setkat s koneénymi
télesy. Nejjednodussim piikladem je téleso ({0,1},+,0,-,1) s operacemi, které jsou
definovany tabulkami:

I pro obecné téleso lze dokazat nékteré dalsi vlastnosti, které plati pro pocitani
s ¢isly. Napriklad v télese plati 0 - 1 = 0, nebot

0=1+4+(-1)=1-14(-1)-1=(1+(-1))-1=0-1
Vzhledem k tomu, ze v dalsim vykladu budeme pracovat jen s télesy redlnych a kom-
plexnich ¢isel, budeme pouzivat zndma pravidla pro nasobeni a s¢itani bez dukazu.
Priklady k procviceni

8.1. Necht (G,0,e) je grupa a necht a,b € G. Ovéite, 7e (aob)1=b"toa"L
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Kapitola 9

Vektorové prostory

Ve 3. kapitole jsme se seznamili s aritmetickymi vektory, které jsme si ve zvlastnich
pripadech mohli znazornit Sipkami, takze jsme si je byli schopni predstavit. Pro
aritmetické vektory jsme definovali skldadani (s¢itdni) a nasobeni skaldrem, které
spliovaly urcita pravidla. Nyni si pojem vektoru zobecnime jesté vice, takze nas
novy pojem vektoru bude zahrnovat nejen aritmetické vektory a tim i ,staré zndmé
sipky“, ale také jiné objekty, jako napriklad matice a funkce. Ukazuje se, Ze alespon
v matematice neni podstatné to, co konkrétné povazujeme za vektory, ale jaka pra-
vidla splnuji operace s nimi. Rozsifeni pojmu vektoru nam bude slouzit jako opora
nasi intuice.

9.1 Vektorovy prostor

Definice 9.1. Vektorovy prostor nad komutativnim télesem (T,+,0,-,1) je
komutativni grupa (V, +,0) a zobrazeni T x V 3 (o, v) — av € V, které nazyvame
ndsobeni skaldarem, pricemz pro libovolné o, 3 € T a u,v € V plati:

a(u+v)=au+av (V1)
(a+ p)u=au+ fu (V2)
a(fu) = (af)u (V3)
lu=u (V4)

V definici vektorového prostoru méa znak + dva rizné vyznamy, které vsak vzdy
dokazeme rozlisit podle operandu. Prvky télesa T nazyvame skaldry, prvky grupy V
vektory. Jestlize T = R, mluvime o redlném vektorovém prostoru, jestlize T =
= C, mluvime o komplexnim vektorovém prostoru. V dalsim vykladu budeme
predpokladat, pokud nebude uvedeno jinak, ze T je téleso redlnych ¢isel, nebo téleso
komplexnich ¢isel. Pokud budeme déale strué¢né mluvit jen o vektorovém prostoru,
budeme predpokladat, ze skalary jsou prvky jednoho z uvedenych ¢iselnych téles.
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Priklad 9.2. Redlné aritmetické vektory daného fadu n se s¢itanim vektort a s na-
sobenim skalarem po slozkach tvori redlny vektorovy prostor. Jeho nulovy prvek je
o=10,...,0], pro a = [ay,...,a,] je inverznim prvkem —a = [—a4, ..., —a,]. Pro
n = 1 je mnozina skalari i vektort stejna.

Priklad 9.3. Mnozina F vSech realnych funkci s operaci + definovanou pro kazdé
realné x rovnosti

(f +9)(x) = f(z) + g(z)

a s nasobenim skalarem, které pro kazdé a € R a f € F definuje funkci af € F
rovnosti

(af)(z) = af(z),

tvori realny vektorovy prostor. Nulovy prvek o tohoto prostoru je dan predpisem

0.9

0.8} y =f(x) + 2(¥)

0.7¢

0.6F 1

y=g®
> 0.5

Obr. 9.1: Soucet funkef f(z) = ;2% + g a g(z) = § definovanych na intervalu [0,1].
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9.2 Rovnosti odvozené z axiomu

Axiomy vektorového prostoru jsou vybrany tak, aby pro abstraktni vektory platila
vSechna tvrzeni, kterd jsou zrejma pro Sipky. Neékterd takova tvrzeni si na ukazku
dokazeme v nasledujici véte.

Véta 9.4. Necht V je vektorovy prostor s nulovym prvkem o, u € V a necht « je
libovolny skaldr. Pak plati ndsledujici rovnosti:

Ou=o (9.1)
a0 =0 (9.2)
(—u=—u (9.3)

Dukaz. Bez blizsi specifikace budeme pouzivat vlastnosti télesa a pouziti axiomu
grupy nebo axiomu vektorového prostoru vyznacime odkazy nad rovnostmi.

(9.1)

0u ‘% ou+0 Y ot (0u+ (—(0w)) = (0 +0u) + (~(0u)) =

(G3)

(v2) (04 0)u+ (—(0u)) = 0u+ (—(0u)) = o.

(9.2) Pouzijeme-li (9.1) pro u = o, dostaneme 0o = o, takze

ao = «(0o) w (a0)o = 0o = o.

(\;2) (

93) u+ (—u 2 1u+ (—)u'Z (14 (-1)u=0u o

9.3 Podprostory

Definice 9.5. Neprazdna mnozina U C V je podprostorem vektorového prostoru
V), jestlize U je vektorovy prostor vzhledem ke sc¢itani vektorti a nasobeni skalarem
v prostoru V.

K tomu, aby & C V byl podprostorem vektorového prostoru V staci, aby U byla
uzaviend vzhledem ke s¢itani vektori a nasobeni skalarem, tedy aby pro libovolné
dva prvky u, v € U a pro libovolny skalar « platilo u+v € U a au € U. Z posledniho
predpokladu totiz plyne Ou € U i (—1)u € U, takze podle (9.1) a (9.3) také nulovy
prvek o = Ou i opa¢ny prvek —u = (—1)u patii do U, pri¢emz je zfejmé, ze ostatni
axiomy vektorového prostoru jsou splnény.
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Priklad 9.6. Nechf p je pevné zvolend primka v prostoru prochazejici zvolenym
pocatkem souradnic. Pak mnozina vsech polohovych vektort bodi na piimce p tvori
podprostor vektorového prostoru vsech vazanych vektori v prostoru.

Priklad 9.7. Pro dané k > 1 je mnozina P, vSech mnohoclent stupné mensiho nez
k podprostorem vektorového prostoru F z prikladu 9.3.

Piiklad 9.8. Necht V je libovolny prostor. Pak O = {0} je podprostorem V, nebot
0+ 0 = o a podle (9.2) plati pro libovolny skalar «, ze ao = o. Vektorovy pro-
stor O je nejmensi podprostor daného vektorového prostoru a nazyva se nulovgm
podprostorem.

Priklad 9.9. Necht & = {vy,..., v} je konetnd mnozina vektoru vektorového
prostoru V. Neni tézké ovérit, ze mnozina vsech vektort, které lze zapsat ve tvaru

u:Oé1V1+...—|—Oéka,

je podprostorem vektorového prostoru V, ktery nazyvame linedrni obal mnoziny
S. Linearni obal dané mnoziny vektori S znacime (S).

Priklad 9.10. Jestlize p;(z) = 1 a po(2) = z jsou dva mnohocleny, které povazujeme
za prvky vektorového prostoru P vSech redlnych mnohoclenti, pak Py = (p1,p2) je
podprostor P tvoreny vSemi linedrnimi mnohocleny. Jestlize ps = p; +po, pak zfejmé

<p1,]92> = <p1, D2, P3>-

9.4 Soucet a priunik podprostort

Pro libovolné dva podprostory U,V daného vektorového prostoru W muzeme vy-
tvorit prunik podprostord U NV a soucet podprostori

U+YV ={u+Vv:uel,veV}

Prinik podprostorti neni nikdy prazdny, nebot do ného vzdy patti nulovy prvek.

Véta 9.11. NechtU,V jsou podprostory vektorového prostoru W. PakUNY iU+V
jsou podprostory WW.

Diikaz. Necht u,v e NV tedyueld,uecV,veldave) JelikozU aV jsou
podprostory téhoz prostoru, platiu+velf au+v eV tedy u+veldNV, apro
libovolny skalar a plati také au € U i au € V, takze au € U N V. Dikaz, ze U + V
je podprostorem W je obdobny. O

Jestlize prunik podprostort U, )V daného vektorového prostoru W je nulovy pod-
prostor O, pak se soucet U + V nazyva direktni (primi) soucet podprostori
a znaci se U @ V. Direktni soucet je tedy definovan jen pro nékteré podprostory W.
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Dilezitou vlastnosti direktniho souc¢tu podprostori je to, ze kazdy prvek w &€
€ U BV lze vyjadrit jednoznacné ve tvaru w = u+vsu €U a v € V. Skutecné,
necht plati

W =1Uu; + Vi = Up + Vo.

Potom 0 = w—w = (u; +vy) — (ug +va), tedy u; —uy = vo — vy. To vSak znamen4,
ze vektory u; — us i vi — vy patii do U NV, takze podle definice direktniho souctu
jsou oba vektory nulové a plati

u; = U2, V1 = Va.

9.5 Vektory v matematice a ve fyzice

V této kapitole jsme si zavedli novy pojem vektoru, ktery je zobecnénim pojmu
vektor, tak jak se pouziva naptiklad ve fyzice. To, Ze pouzivame stejny nazev, tedy
vektor, nas nesmi vést k domnénce, ze se jedna v podstaté o jedno a totéz. Nase
abstraktni vektory rozhodné nejsou veli¢iny, které maji velikost a smér. Co je velikost
funkce, ktera je prvkem prostoru F 7

Ani veli¢ina, kterd ma velikost a smér, nemusi byt vektorem v takovém smyslu.
Predstavme si kfizovatku, z niz lze vyjet ¢tyfmi sméry. Zname-li primérny pocet
aut, kterd projedou krizovatkou v kazdém smeéru v néjakém pevném casovém ob-
dobi, mizeme definovat v kazdém sméru velic¢iny, které budou mit smér prislusného
vyjezdu z krizovatky a jejichz velikost bude rovna pramérnému poctu aut, které
v tomto sméru ve sledovaném obdobi vyjely. Pro tyto veli¢iny, které maji velikost
i smér, lze tézko smysluplné definovat skladani vektori, které by splnovalo axiomy
vektorového prostoru.

Ve zvlastnich pripadech vsak lze dat nasim novym pojmim stejny smysl, jako
maji ve fyzice nebo v geometrii. ReSeni tloh, ve kterych se vyskytuji abstraktni
vektory, napriklad funkce, si tak nékdy muzeme usnadnit tim, ze si predstavime
reSeni obdobného problému se sipkami.

9.6 Priklady

Priklad 9.12. Dokazte, ze mnozina F vSech realnych funkci f : R — R s operacemi
sCitani funkci a nasobeni funkce skalarem definovanymi predpisy

frg: = f(x)+g(x), af:z—af(x), VreR
tvori realny vektorovy prostor.

Resent.
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e (G1) (Vf,g,h € F)(Vz € R) :

(f+(g+h)(x) =f(x)+(g+h) () = f(x)+(g(z)+h(z))
=(f(@)+g(@)+h ($):(f+9)()+h($):((f+9) h) (x)
aodtud: f+(g+h)=(f+g) +

e (G2) (Joe F,o0(x) =0)(Vf e F)(Vz eR):

(f+o)(x)=f(@)+o(x)=f(x)+0=f(z) =0+ f(x)=o0(x)+ f(z) =
:(0+f)(113), aOdtud:fﬁ—o:f:O_f_f‘

o (G3) (VfeF)B-feF (=f)(@)=—f(x)(Vz €R) :

S+ @) =f@)+(=f)@)=f(z)+(=f(2) =0=0(z) =
=—f@+f@)=N(@)+fl2)=(=f+f)(2),
aodtud: f+(—=f)=o0=—f+f.

e (komutativnost +) (Vf, g€ f) (V;E € R) :
(f+9)(@)=f(a)+g(x)=g@)+f(z)=(9+ f)(z), aodtud: f+g=g+f.
o (V1) (‘v’a GR)(Vf g GF)(‘V’x ER) :

(a(f+9) (@) =a(f+g)(@)=a(f(r)+g(2) =af(r)+ag(r)=
= (af) () + (ag) (z) = (af + ag) (z),
aodtud: o (f +g) = af + ag.

o (V2) (Va,B € R)(Vf € F)(Vz € R):

((a+8)f)(x)=(a+8) f(z)=af (x)+B8f(z) = (af) (z) + (Bf) (v) =
= (af + Bf) (z), aodtud: (a+ ) f=af +8f

e (V3) (Va,B e R)(Vf € F)(Vz € R) :

(@ (8)) (z) = a(Bf) (x) = a(Bf (x)) = (af) f (x) = ((af) f) (x),
a odtud: a (Bf) = (ap) f.

o (V4) (VfeF)(Vz eR):
(1f)(x) =1f(x) = f(z), a odtud: 1f = f.
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Piiklad 9.13. Rozhodnéte, zda-li je mnozina U = {[uy, us, 1] : uy, us € R} podpro-
storem R3.

Resend. Je ziejmé, 7e U C R3 nebot u = [ug,us, 1] €U = u € R3. MnoZina U viak
neni podprostorem R? nebot v I neexistuje nulovy vektor o € U tak, Zze Yu € U je
u + o = u. Vskutku

[U,l,UQ, 1] + [017027 1] - [ul + 01, Uy + 09, 2] 7é [u17u27 1]
nebof pro posledni slozku je vzdy 2 # 1. A

Priklad 9.14. Rozhodnéte, zda-li je mnozina U = {[uy, ug, us] : uy + ug —ug = 0}
podprostorem R3.

Resend. Je ziejmé, ze U C R? nebot jestlize u € U = u € R3.

1.
u= [ul,UQ,u;g] cEU = u+u—u3=0
v =[v, 09,03 EU = v1+v3—1v3=0
u+v=|u +vi, Uy + vy, uz + v3] = [wy, wa, ws]
W1 + W — W3 = (U1+U1)+<UQ+U2) — (U3+U3> =
:yl‘i‘UQ—u%—i‘yl—i‘Ug—’Ug =0
=0 =0
Odtud dostavame, ze u+v € U.
2.
u = [u,us,us] EU = ug +uy—uz3=0, a€R
au = oy, aug, aug] = [wq, wq, ws]
wy + we — w3 = quy + oy — auz = a (ug + ug —uz) =0
=0
Odtud dostavame, ze au € U.
U je tedy podprostorem vektorového prostoru R3. A

Priklad 9.15. Rozhodnéte, zda-li jsou mnoziny

Z/{:{[ul,ug,ug] ER3: uy+uy—u3=0A UQ—U3:0}
Y = {[Ul,UQ,Ug] e R?: uQ+u3:O}

podprostory R3. Pokud ano, naleznéte jejich prinik a soucet.
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Resend. Vsechny prvky mnoziny U musi spliiovat podminky uy + us — ug = 0, us —
—ug = 0. Tzn. Ze slozky vektoru u € U musi byt fesenim soustavy 2 rovnic

U1+U2—U3:O

Uy —uz =0
Matice této soustavy je jiz ve schodovém tvaru, takze mizeme primo urcit jeji feSeni
u =0, ug=1t, uz=1t, teR.
Vektor feseni mizeme déle zapsat ve tvaru
u = [uy, ug,us) = 1[0,t,t] =¢-[0,1,1], teR.

Odtud U = {t-[0,1,1], V¥t € R} = ([0, 1,1]). Mnozina U je tedy linedrnim obalem
vektoru [0, 1,1] € R? a tedy podprostorem R3.

Analogicky musi vSechny prvky mnoziny V splnovat podminku us + uz = 0.
Tzn. Ze slozky vektoru u € V musi byt fesenim jedné rovnice o tfech neznamych
us +uz = 0. V této rovnici si proto volime neznamé uy, ug za parametry a dostavame
feSeni uy = p, us = —q, uz = ¢, p,q € R. Tento vektor feseni mizeme dale zapsat
ve tvaru

U = [u17u27u3] = [p7 _Q7q] = [p7070]+[07 _Q7Q] :p[17070]+Q[07 _17 1]7 b, q cR.
Odtud
V = {p : [17070] + q- [07 _17 1],Vp,q c R} = <[17070]7 [07 _17 1]> .

Mnozina V je tedy linedrnim obalem vektori [1,0,0], [0,—1,1] € R? a tedy podpro-
storem RR3.

Slozky vsech vektori u = [u, ug,us] pruniku & NV musi spliovat podminky
Uy + up —uz = 0, ug —uz = 0 a zaroven podminku us + uz = 0. Dostavame tedy
soutavu rovnic

U1+U2—U3:O
UQ—U?,:O

Ug + U3z = 0
Odectenim 2. rovnice od 3. dostavame soustavu ve schodovém tvaru

U1+U2—U3:O
Ug—UgZO
2U3:O

Jejiz Tfesenim je u; = us = uz = 0. Prunik podprostoru & a V obsahuje tedy pouze
jediny vektor a tim je vektor nulovy 4 NV = {o}. Pokud uvézime, ze libovolny
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vektor u € U ma tvar u = t-[0,1,1], ¢ € R a libovolny vektor v € V mé tvar
v=p-[1,0,0+q-[0,-1,1], p,g € R, tak w=u+v €U +V ma tvar

W:t'[0,1,1]—}-]?-[1,0,0]+q-[0,—1,1], t,p,qE]R.

Pak podprostor U + V je linearni kombinac{ vektoru [0, 1,1], [1,0,0], [0,—1,1] € R3
a muzeme psat

U+V=(0,1,1],]1,0,0],[0, —1,1]).

Priklady k procviceni

9.1. Dokazte, ze linedrni obal (S) mnoziny S = {vi, ..., vy} vektoru vektorového prostoru
V z prikladu 9.9 tvori vektorovy prostor.

9.2. Necht Fy je mnozina vsech redlnych funkei f, které spliuji f(0) = 0. Dokazte, ze Fy
je podprostorem vektorového prostoru F z prikladu 9.3.

9.3. Necht F je vektorovy prostor vSech redlnych funkci definovany v prikladu 9.3. Roz-
hodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny podprostory F. Své rozhodnuti zdivodnéte.
a) Wi ={f € F: f(0) =1},
Wy ={f e F:f(0)=0}
b) Wy ={f € F:2f(x) - f(0) =0},
Wy ={f e F:2f(z) - f(0) =3}
) Wi={feF:f(1)=0 A f(-1) =0},
Wy ={feF:f(0)=—-1 A f(1) =0}
d) W={feF:2f(x) - f(—z) =0}

e) W = P,, kde P, zna¢i mnozinu vSech polynomu stupné nejvyse n.

9.4. Necht je dan vektorovy prostor P, (prostor vsech polynomu stupné maximélné 2).
Rozhodnéte, zda je mnoZina W = {p(z) = ax®> + bz +c: a+c=0 A a—b =0}
podprostorem P,. Své rozhodnuti zdivodnéte.

9.5. Rozhodnéte, zda podmnozina W C P,, je podprostorem vektorového prostoru poly-
nomu P, je-li
a) Wi ={p € P, : p(z) = p(—2)}
b) Wo = {p € P, : 2p(0) + 3p(1) = 0}

c) Wy={peP,:plx)=2>+ax+0b, a,b € R}

d) Wy={peP,:plx)=ar?+br+ec, a,b,c € R a#0}

9.6. Rozhodnéte, zda je podmnozina W C R"™ podprostorem vektorového prostoru R",
jeei W = {(z1,...,2n) : x1,...,2, € L}.
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9.7. Jsou dany podprostory vektorového prostoru R4
Uu :{[U17U27U3,U4] S R4 DUl Fus Fus —ug = O}’
v :{[u17u27u37u4] S R4 ©ous + uy = O}
Urcéete U N V.
9.8. Jsou dany podprostory vektorového prostoru R4
U ={[u1,uz,u3,u4] € RY: wi+us—us+us=0A —up —ug = 0,
Urcéete U N V.
9.9. Jsou dany podprostory vektorového prostoru R3:
% :{[Ul,’LL2,’LL3] S R3 DU — U — U3 = 0}.

Urcete U + V.
9.10. Udejte priklad vektorového prostoru nad R, ktery ma kone¢né mnoho vektort.

9.11. Udejte piiklad nekoneéné podmnoziny M v R tak, ze M neni podprostorem vek-
torového prostoru R5.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

9.3. a) Wy neni, W5 je podprostor
b) W; je, W5 neni podprostor
¢) Wi je, Ws neni podprostor
d) W je podprostor
e) W je podprostor

9.4. je

9.5. Wi a W» jsou, W5 a W, ne

9.6. neni

9.7.UNV =([-1,1,0,0],[2,0,—1,1])
9.8. UNV =([-1,2,1,0],[0,—1,0,1])
20. U+V =(2,1,3],[1,1,0],[1,0,1])
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Kapitola 10

Linearni nezavislost a baze

Pro vektory, které jsme zavedli v kapitole 9, zavedeme obdobu nékterych pojmu
znamych z analytické geometrie, jako jsou kolinedrnost (rovnobéznost) dvou vektori
nebo komplandrnost (moznost umisténi ve stejné roviné) tii vektoru. Vystacime
pritom pouze s vlastnostmi vektorového prostoru, zejména se obejdeme bez uhli.
Nakonec si zavedeme pojem béaze, ktery ma pro vektorovy prostor obdobny vyznam
jako soustava souradnic v geometrii.

10.1 Zavislé a nezavislé vektory

Prvni novy pojem, ktery si zde zavedeme, je obdobou vlastnosti, kterou maji dva
volné vektory, 1ze-li je umistit na jednu primku, nebo t¥i volné vektory, lze-li je
umistit do spole¢né roviny.

Definice 10.1. Neprazdna koneénd mnozina vektori & = {vi,...,v;} vektoro-
vého prostoru V je linedrné nezdvisld, jestlize rovnice

a1V + ... Fapvip =0 (10.1)
ma jediné feseni
a1 =...=aqa;=0.
Jestlize & = {vi,..., vk} je nezavisla, rikdme také, Ze vektory vi,..., vy jsou

nezavislé. Ma-li rovnice (10.1) i jiné FeSeni, pak fikame, ze S je linedrné zdvisld
a vektory vy, ..., vy jsou zavislé.

Geometricky vyznam linearni zavislosti pro dvourozmérné vazané vektory je na
obr. 10.1.

Piiklad 10.2. Jestlize vi = [2,—1,0],vo = [1,2,5] a v3 = [7, —1, 5], pak mnoZina
vektora § = {vy, vo, v3} je linedrné zavisla, nebot 3v; + vy — vy = o.
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Priklad 10.3. Mnohocleny p;(x) = 1 —z, pa(z) = 5+3x—22% a p3(z) = 1+ 3z —2?
tvori linearné zavislou mnozinu v Ps, nebot pro kazdé x € R plati 3p;(z) — po(z) +
+2ps(x) =0, tj. 3p1 — p2 + 2p3 = 0.

Piiklad 10.4. Vektory e; = [1,0,0],es = [0,1,0] a e3 = [0,0, 1] tvori linearné
nezavislou mnozinu realnych trirozmérnych aritmetickych vektori, nebot z aje; +
+ ey + azes = o plyne a; = 0, a0 = 0,3 = 0.

ogu=u

0
A\
/
/
/OC _
/ O3 W =-W , Vv =-u
/ 4
v
oju+ 0y +03W=0 ou+ 0ohyv=0

Obr. 10.1: Linearnd zavislé vektory v R2

Poznamka. Zavislost ¢i nezavislost mnoziny vektorii zavisi na mnoziné skalart.
Naptiklad povazujeme-li ¥V = C za realny vektorovy prostor, pak jsou komplexni
jednotka 7 a 1 nezavislé, nebot pro libovolna redlna ¢isla aq, ay plyne z

(1/11' + 0421 = 0,

ze a; = ap = 0. Pokud vsak tutéz mnozinu, tedy V = C, povazujeme za komplexni
vektorovy prostor, plyne z
(—1)i+ il = o,

ze 1 a 1 jsou zavislé!

10.2 Linearni kombinace a zavislost

Na obr. 10.1 vlevo vidime trojici zavislych vektorti u, v, w. Soucasné je naznaceno,
ze vektor w 1ze vyjadrit jako soucet ndsobkl vektorti u a v. Soucet nasobkl vektort
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se bude v dalsim vykladu vyskytovat tak casto, ze si pro néj zavedeme samostatny
nazev. Vektor v z vektorového prostoru V budeme nazyvat linedrni kombinaci
vektortu vy,..., vy €V, jestlize existuji skalary aq, ..., ay tak, ze

V=a1V]+ ...+ QpVg.

Napriklad mnoho¢len p; z vektorového prostoru P; vsech linedrnich redlnych
mnohoclent, ktery je definovan predpisem p;(z) = x, je linedrni kombinaci mnoho-
¢lent po(z) = x + 1 a p3(x) = x + 2, nebot pro libovolné redlné x plati

pi(r) =2 =2(+1) = (v +2) =2ps(x) — p3(z),

takze p; = 2py — p3.

Véta 10.5. Konecnd mnozina nenulovych vektori S = {vi,..., vy} je linedrné
zavisld, prdvée kdyz existuje k > 2 tak, Ze vektor vy je linearni kombinaci vektoru
Vi,...,V_1.

Diikaz. Necht S je mnozina nenulovych linearné zavislych vektorti. Uvazujme mno-
ziny S1 = {v1},82 = {vi,va},...,Sn = {Vv1,..., v} a necht Sy je nejmensi mno-
zina vektort, které jsou linedrné zavislé, takze plati

oV + ...+ oV =o0 (10.2)

a néktery z koeficienti a, ..., ay je nenulovy. Pak k > 2. nebot S je zfejmé neza-
visla mnozina vektort, a aj # 0, nebot jinak by Sg_; byla linearné zavisla. Rovnici
(10.2) muzeme tedy upravit pomoci axiomu vektorového prostoru na tvar

— —f—
Vk:<—1>V1+...—|—( kl)Vk_l.
Qg Ak

Obracené, jestlize pro 2 < k < m plati

Vi =1V + ...+ Qp_1Vg_1,

pak
—(aqvy) — ... — (ag_1Vg_1) + 1vg + 0viyr + ... + 0v,y, = O,

takze S,, je linearné zavisla, nebof koeficient 1 u v, je nenulovy. n

10.3 Postacujici podminky pro nezavislost funkci

Necht § = {f1,..., fr} je konetnd mnozina realnych funkci vektorového prostoru
F z prikladu 9.3. Podle definice je & nezavislda praveé tehdy, kdyz pro libovolné
koeficienty aq, ..., ax plyne z

arfi(x)+ ...+ apfr(z) =0 (10.3)
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pro vSechna = € R, Ze a1 = ... = a3 = 0. Ovéfeni podminky (10.3) pro vSechna
x € R vsak vyzaduje dosazeni nekonec¢né mnoha c¢isel do levé strany rovnosti, coz
muze byt v obecném pripadé neproveditelné. Presto lze s trochou stésti nezavislost
mnoziny S poznat.

Prvni postup vychazi z pozorovani, ze dosadime-li v (10.3) za x postupné riazna

¢isla xq, ..., x, dostaneme soustavu k linedrnich rovnic o k£ neznamych aq, ..., oz
ve tvaru:

alfl(xl) + ...+ Ofkfk;(xl) = 0

ozlfl(xk) + ... + ozkfk(xk) =0
Pokud mé tato soustava regularni matici, plyne odsud, ze oy = ... = =0a S je

nezavisla mnozina.

Druhy postup vychazi z pozorovani, ze pokud plati pro néjaké x € R rovnost
(10.3), zustane tato rovnost v platnosti i po derivovani. Pro pevné zvolené ¢islo x
tak dostaneme pro aq, ..., a, soustavu

ozlfl(o) () + ... + o ,io)(m) = 0
affFV@) + L+ ozkf,gk_l)(a:) =0
Pokud ma tato soustava regularni matici, plyne odsud, ze a; = ... =y =0a S je

nezavisla mnozina. Matice této soustavy se vyskytuje ve vice aplikacich a nazyva se
Wronského matice.

Piiklad 10.6. Rozhodnéte, zda jsou mocniny x, 22 a 2 linedrné nezavislé.

Resend 1. Zvolime si body z; = 1, 25 = 2 a 23 = 3, které postupné dosadime do
funkei fi(z) =z, fa(x) = 22, f3(x) = 23, a vytvorime soustavu (10.3). Dostaneme:

aq + (6D) + a3 =
201 + 4das + 8az = 0 (10.4)
30&1 + 90&2 + 270&3 =

Matici této soustavy prevedeme na schodovy tvar. Dostaneme

11 1 11 1 111
24 8|rpg—2r; — |02 6 — 1026
39 27 |r3— 3y 0 6 24 |r3— 3y 006

Matice soustavy je regularni, takze soustava (10.4) ma jen nulové feseni ay = g =
= a3 = 0. Funkce z, 2% a 22 jsou tedy linedrné nezavislé. A
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Reseni 2. Vypocteme prvni a druhou derivaci funkei f(z) =z, fo(z) = 22, f3(v) =
= 2% v bodé 1 a vytvoiime Wronského matici, kterou pfevedeme na schodovy tvar.
Dostaneme

111 111 111
123 |rg—1, —|012 — 1012
0 26 0 26 1'3—21'2 0 0 2

Matice je tedy regularni, z ¢ehoZ opét vyplyva, Ze funkce x, 2% a 22 jsou linedrné

nezavislé. A

Poznamka. Pokud by ndm vyslo, ze vyslednd matice neni reguldrni, nemohli by-
chom ucinit zadny zavér. K tomu, abychom mohli prohlasit, ze uvazované funkce
jsou zavislé, bychom museli vyzkouset v prvnim ptipadé vsechny trojice realnych
¢isel x1, x9, x3, ve druhém pripadé vsechna x € R. Singuldrni matici bychom dostali
naptiklad pti volbé x; = 0 nebo x = 0.

10.4 Baze vektorového prostoru
Pojem baze, ktery si zavedeme v tomto oddilu, ndm umozni popsat vektory pomoci

skalarti. Ve svych dtsledcich to vede k redukei uloh, v nichz se mohou vyskytovat
libovolné vektory, na tlohy, v nichz se objevuji pouze vektory baze a cisla.

Definice 10.7. Konec¢nd mnozina &£ vektoru vektorového prostoru V je bdze vek-
torového prostoru V), jestlize

(i) € je nezavisla.

(ii) Kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru £.

Priklad 10.8. Vektory e; = [1,0,0], eo = [0,1,0], e3 = [0,0,1] tvoif bazi V = R3
Jakykoli vektor v = [vq, vg, v3] tohoto prostoru lze vyjadiit ve tvaru v = vie; +
+ voey + vges. Baze £ = (ey, ey, €3) je zvlastnim pripadem standardni bdze R”,
ktera je tvorena radky ci sloupci jednotkové matice I,,.

Piiklad 10.9. Mnohocleny pi(z) = 1 a ps(z) = x tvori bazi vektorového pro-
storu Py. Kazdy mnohoclen p(x) = ag + ayx 1ze zapsat ve tvaru p = agpy + a1ps.
Mnohocleny zde povazujeme za redlné funkce definované na celé redlné ose. Necht
aop1 + a1ps = o, tj. ag+ arx = 0 pro vsechna x. Pro x = 0 dostavame ag+ a1 -0 = 0,
odkud ag = 0, a pro x = 1 pak z a; - 1 = 0 dostaneme a; = 0, takze p; a py jsou
nezavislé.

Priklad 10.10. Necht £, je mnozina vsech spojitych funkei [ na intervalu [0, 1],
které splituji 1(0) = 0 a které jsou linedrni na intervalech [0, 1], [, 3], [3.2] . [3,1].
Potom funkce ¢, @2, 3, ¢4 z obr. 10.2 tvori bazi Ly.
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Obr. 10.2: Po c¢astech linearni funkce.

Poznamka. Ne kazdy vektorovy prostor ma béazi ve smyslu nasi definice. Napriklad
neexistuje zadna koneéna mnozina realnych funkci, jejichz linedrni kombinaci by bylo
mozno vyjadrit libovolnou realnou funkei.

10.5 Priklady

Priklad 10.11. Rozhodnéte o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektoru

p@)=2"—z, p(x)=z+1, ps(a)=2"+2

1P + Qiepa +agps =0
a(#?*—z)+a(r+1)+as(@*+2) =0, VreR,
ar? — x4+ aer + as + asr? + 203 =0, Vr €R,
(a1 +az)2® + (—a; + @) o + (e +2a3) =0, VreR
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Porovnanim koeficientt u odpovidajicich mocnin z dostavame z posledni rovnice
soustavu 3 rovnic o 3 neznamych:

(&%} + a3 = 0
- a1 + o =0
(6] + 2&3 =0
Resime Gaussovou eliminaéni metodou
1 0 110 1 0 1]0
—1 1 0|0 o +11 > 01 1|0 —
0 1 210 01 2|0 I's —TI9
1 0 1]0 ap =0
— 01 10 Ay =
0 0 10 as =0

Rovnice mé tedy pravé jedno nulové feseni a tudiz vektory pi, ps, p3 jsou linearné
nezavislé. A

Priklad 10.12. Rozhodnéte zda-li mnohoclen p (x) = 2% + 2 je linearni kombinaci

mnohoclenu

pi(e) =2 -z, py(z)=x+1

P = a1p1 + QP2

P +2=o (2®—2) +tan(z+1), Vz € R,
22+ 2 =or? — gz + asx + as, Vo € R,
22+ 2=2® + (—oy + @) T+ o, Vo € R.

Porovnanim koeficientt u odpovidajicich mocnin z dostavame z posledni rovnice
soustavu 3 rovnic o 2 neznamych:

aq =1
— + Qo = 0
Qo = 2

Resime Gaussovou eliminac¢ni metodou

1
-1
0

e )
o O =

01
111
112

o = O

1 1 1
0 o +11 — — 0 1
2 I's — I 0 1

Rovnice nema teseni a tudiz vektor p neni linedrni kombinaci vektori py, ps. A
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Priklad 10.13. Rozhodnéte, zda-li vektory

E={p,pups}, p@) =1 p(2)=2 ps(z)=2"

tvori bazi Ps.
Resend.
1. Mnozina £ musi byt linearné nezavisla

Q1P + QP + aizp3z = 0
a1p1 (7) + aops () + asps (x) = o (), VreR
061'1+062'$+C¥3'ZE2:0, VreR

Dva mnohocleny se sobé rovnaji jestlize maji stejné koeficienty u stejnych
mocnin x. Odtud je zfejmé, Ze rovnice ma pouze jedno feseni a to a3 = ap =
= a3 = 0 a mnozina & je tedy linedrné nezavisla.

2. Libovolny mnohoclen p € Ps, p(x) = ax® + bx + ¢, musi byt mozné vyjadrit
jako linearni kombinaci mnohoclent z £.

1P + QP + Qigps =P
aip1 (7) + agps () + azps (v) = p (v), Ve eR
ar-14+ay-x+a;s- 2% =ar®+br+c, Ve e R

Posledni rovnice mé pravé jedno feseni ay = ¢, as = b, a3 = a a tedy mnoho-
¢len p je linearni kombinaci vektor £.

Jelikoz jsou splnény obé podminky 1. a 2. mnozina & tvoii bazi Ps. A
Priklad 10.14. Urcete bazi podprostoru

U= {pGPg, p(x) = a2 + a1z + ay CL()—U,QZO}
vektorového prostoru Ps.

Resend. Koeficienty mnohoclentt patificich do mnoziny U musi spliiovat podminku
ag — ay = 0 coz predstavuje rovnici o tfech neznamych ag, a;, as jejiz resenim je
ay = t, ay = 8, ap = t pro libovolné parametry t,s € R. Pak pro Vp € U existuji
t,s € R takové, ze p(x) = tz? + sz +t=tx* +t+sr=t(2*+1)+sr, VreR
aodtud U = {t (2* + 1) + sz, Vi, s € R} = (2* +1, x).

Je ziejmé, ze mnohocleny 2% 4+ 1 a z jsou linedrné nezavislé a libovolny mnoho-
¢len z U, 1ze vyjadiit jako kombinaci téchto mnoho¢lentt. Proto mnohoéleny % + 1
a x tvori bazi podprostoru U. A
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Priklady k procviceni

10.1. Rozhodnéte o linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektort
vi=1[1,2,0], ve=[-1,-2,1], wv3=][1,1,1]
10.2. Rozhodnéte o linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektoru
vi =[1,2,0], vo=[-1,-2,1], v3=[1,1,1], wv4=][1,2,2]

10.3. Uvazujme vektorovy prostor C3. Zjistéte vypoctem, zda jsou nasledujici vektory
linedrné zavislé nebo nezavislé:
u=(2,2+4+2i,2i),v=»1-4,143i,—1+4+4), w=(1+4,1—1,1+1).

10.4. Uvazujme vektorovy prostor R*. V zavislosti na parametrech a, b, rozhodnéte o li-
nearni zavislosti ¢i nezavislosti zadanych vektort:

w = (1,24 a,4,6), up = (1,2,3 —b,3), us = (2,4,b — 6,7), ug = (1,2 — a,2 — b, 1).
10.5. Uvazujme vektorovy prostor Ps polynomu stupné maximélné 3. Polynom p(z) =

= 723 —T2% 442 — 1 vyjadiete jako linedrni kombinaci polynomt ¢(z) = 234322 —z+2,
r(x) =222 —x +3, s(x) = 223 — 222 + = + 1.

10.6. Jakym podminkam musi vyhovovat ¢islo a, aby nasledujici vektory tvotily bazi pro-
storu R3:
a) (1,1,1), (1,a,a?),
b) (0,a,a), (a,a,1), (0,1,a).

10.7. Mnozina vsech matic typu (2,2) je vektorovy prostor nad R (vzhledem k operacim
s¢itani matic a soucinu ¢isla s matici).
a) Urcete dimenzi tohoto vektorového prostoru.

b) Vyjadiete matici D jako linedrni kombinaci matic A, B, C, je-li
2 -1 1 =2 0 4 9 -16
e e B S et R I B il
Kli¢ k prikladim k procviceni
10.3. linearné zavislé,
10.4. pro a # 0 a b # 6 jsou vektory linedrné nezavislé, jinak jsou linedrné zdvislé,
10.5. p(z) = q(x) — 2r(x) + 3s(x),

10.6. a) Vektory nemohou nikdy tvoiit bazi R3.
b) Vektory tvori bazi pro kazdé a € R \ {0, 1}.

10.7. a) dimenze je 4
b) D=2A+5B-C



85

Kapitola 11

Souradnice

V kapitole 10 jsme si zavedli pojem baze, ktery nyni vyuzijeme k definovani soutrad-
nic. Pak si ukazeme, jak lze pomoci souradnic prevést tlohy s abstraktnimi vektory
na ulohy s aritmetickymi vektory, s nimiz umime ¢iselné pocitat.

11.1 Souradnice vektoru

Definice 11.1. Necht £ = (ey,...,e,) je usporadand baze vektoru vektorového
prostoru V. Necht v € V. Potom ¢isla vy, ..., v,, pro ktera plati

V =011 + ...+ U,ey,

nazyvame souradnice vektoru v v bazi £.

Napriiklad libovolny aritmeticky vektor v = [vy, vy, v3] m4 ve standardni bazi
& = (ey, eq, e3) z prikladu 10.8 souradnice vy, vy, v3, nebot

[Uh Vg, U3] = Ul[]-?O?O] + U2[07 ]-7 0] + U3[0707 1]

Mnohoélen p(z) = x 4+ 2 ma v bazi P = (p1,p2) z prikladu 10.9, kde pi(x) = 1
a pa(x) = z, soufadnice 2, 1, nebot

p(x) =x +2=2p(x) + 1ps(z).
Souradnice zavisi nejen na zvolené bazi, ale i na oc¢islovani vektori baze. Napri-
klad v = [1,2] mé v bazi £ = (eq,ey), kde e; = [1,0] a e; = [0, 1], prvni souradnici

1, avSak pokud e; = [0, 1] a e; = [1, 0], potom mé tentyz vektor prvni souradnici 2.
Nésledujici véta tika, ze souradnice daného vektoru jsou urceny jednoznacné.

Véta 11.2. Necht £ = (eq,...,e,) je usporadand bdze vektorového prostoru V
a necht xy,...,Ty, @ Y1, ...,Y, jsou souradnice vektoru v € Vv bizi £. Pak x1 =

=Y,y Ty = Yn.
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Diikaz. Necht € = (eq,...,e,) je baze a

Vv=x1€1+ ... +trp€e, =11€1 + ...+ Ypen.

Pak
o=v+(-l)v=zie;+... +z,e, + (—1)(re1 + ... + ynen) =
= (1 —y)er+ ...+ (o — yn)en.
Jelikoz vektory baze jsou nezavislé, plyne odtud z; = y1,..., 2, = Yn. O]

Souradnice kazdého vektoru v € V jsou v dané bazi £ uréeny jednoznacné.
Budeme je zapisovat také do aritmetického vektoru, ktery se nazyva souradnicovy
vektor a znadi se [v],.

Piiklad 11.3. Libovolny aritmeticky vektor v = [vy, vy, v3] ma v bézi
E = (eq, eq, €3)

z prikladu 10.8 souradnicovy vektor
V] = [v1, va, v3].

Priklad 11.4. Mnohoclen p(z) = x + 2 ma v bazi P = (p1,p2) z prikladu 10.9
soufadnicovy vektor [p], = [2,1].

Priklad 11.5. Libovolna po ¢astech linearni funkce [ vektorového prostoru £, z pri-
kladu 10.10 ma v bazi € = (p1, p2, @3, @4) souradnicovy vektor

[Z]E = [l&),l(%),l(%),l(l)] .

11.2 Pouziti souradnic

Pomoci soutadnic mizeme prevést tlohy s vektory, které 1ze popsat pomoci linear-
nich kombinaci bazovych vektorti daného vektorového prostoru, na ulohy s aritme-
tickymi vektory. Pouzijeme toho, ze zobrazeni, které kazdému vektoru prirazuje jeho
soufadnicovy vektor v dané bazi £, prevadi soucet vektor na soucet souradnicovych
vektort, tedy

[u+v]e = [u]e + [V, (11.1)

a nasobeni vektoru skalarem o na nasobeni prislusného souradnicového vektoru,
tedy

lau], = afu,. (11.2)
Obé rovnosti lze ovérit primo z definice souradnic. Napriklad jsou-li uq, ..., u, sou-
radnice vektoru u v bazi £=(ey,...,e,), tedy

u=ue; +...+ u,e,,
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pak
au = quieq + ... + auye,,

odkud
lau]y = aful, .
P1i Teseni tloh s linearnimi kombinacemi vektori, napriklad mame-li vyjadrit
néjaky vektor jako linearni kombinaci jinych vektorii nebo mame-li rozhodnout, zda
je néjaka mnozina vektoru nezavisla, postupujeme nasledovneé:

e Zvolime si takovou bazi £ daného vektorového prostoru, ve které lze vSechny
vektory snadno vyjadrit.

e Najdeme souradnicové vektory vSech vektort, které se vyskytuji v popisu pro-
blému.

e Resime tulohu, kterou dostaneme z piivodni tlohy zaménou vsech vektori za
soutadnicové vektory.

Postup ovsem predpoklada, ze mame k dispozici vhodnou bézi, coz nemusi byt
vzdycky splnéno.

11.3 Piiklady

Priklad 11.6. Najdéte souradnice mnohoclenu p(z) = z*>—1 v bazi P = (p1, pa, p3),
kde pi(z) = 1,pa(z) =z + 1, p3(z) = 2 + o + 1.

Resend.

e Zvolime si bazi € = (e, €9, €3), kde e1(x) = 1, es(x) = x, e3(x) = 22

e Najdeme souradnice vektoru p, p1, p2, p3 v bazi £. Dostaneme
[p]g - [_17 07 1]7 [pl]g = [17 07 0]7 [p2]g - [17 17 0]7 [p3]g = [17 17 1]-

e Resime soustavu
[p]g = 1 [pl]g + Zo [pQ]g + T3 [pg]g .

Rozepsanim této rovnice po slozkach dostaneme soustavu

—1I$1+$2+l’3

0 = T2 + I3
1 = I3,
ktera ma reseni 1 = —1,29 = —1, 23 = 1.
Snadno ovérime, ze opravdu plati p = —p; — pa + ps. A

Priklad 11.7. Rozhodnéte, zda jsou mnohocleny
pi(r) =2° + a4+ 1, py(r) = 2° + 22 + 1, py(2) =2+ +2

zavislé nebo nezdvislé.
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Resend.

e Zvolime si stejnou bézi € = (e, ey, e3) jako v prikladu 11.6, tj.

e1(z) =1, ex(x) = z, e3(x) = 2°.

e Najdeme souradnice vektori py, ps, ps v bazi £. Dostaneme
[pl}g = [17 17 1]7 [pZ]g = [17 27 1]7 [p3]g = [27 17 1]

e Resime soustavu
1 [p1]g + X2 [p2]g + 3 [p3]g = 0.

Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu:

1 + xp + 223 = 0

Ty + T2 + X3 = 0
Upravou rozsifené matice soustavy dostaneme
11 20 11 110
1 2 1|0 (rg—1; — 01 —-110
1 11|0 I's — I 00 —1|0
Odtud vidime, zZe soustava (11.3) m4 jediné feseni x; = 0,29 = 0,23 = 0.
Mnohoc¢leny py, p2, p3 jsou tedy linedarné nezavislé. A

Priklady k procviceni

11.1. Naleznéte souradnice vektoru v = [2,1, 1] vzhledem ke standardni béazi £ a k bazi
F = {fi,fa,£5}, £1 =[1,1,0], f2 = [0,1,1], f35 =[1,0,1].
11.2. Rozhodnéte o linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektort

pr(x)=2>—2, p(x)=2+1, p3(x)=2+2 zPs.

11.3. Necht vektory u, v, w tvoii bazi vektorového prostoru V. Rozhodnéte, zda nasledujici
vektory tvori bazi prostoru V:
a) u+v, v—w, ut+w,

b) 2u+v+3w, v+2w, u— v+ 7w.

Kli¢ k prikladim k procviceni
11.3. a) ne, b) ano,
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Kapitola 12

Dimenze a reseni soustav

Vektory v roviné (prostoru) povazujeme za dvourozmérné (trojrozmérné), nebot
k urceni kazdého vektoru je tfeba dvou (tii) souradnic. Jelikoz pocet souradnic je
stejny jako pocet vektoru prislusné baze, nabizi se okamzité zobecnéni rozméru (di-
menze) na vektorové prostory. Nez tak ué¢inime, ukédzeme si, ze vSechny béze jednoho
vektorového prostoru maji stejny pocet vektorti. Potom si ukdzeme souvislost mezi
novym pojmem dimenze a TFesSitelnosti obecnych linearnich soustav.

12.1 Dimenze vektorového prostoru

Véta 12.1. Necht V = (ey,...,e,) je vektorovy prostor z prikladu 9.9 a necht
fi,.... £, jsou nezavislé vektory prostoru V. Pak m < n.

Diikaz. Necht plati predpoklady véty a m > n. Jelikoz V = (eq,...,e,) a f; € V,
lze f; vyjadrit jako linearni kombinaci vektort béze, takze vektory fi,ei,....e,
jsou zavislé podle véty 10.5. Podle téze véty vSak existuje k tak, Ze e je linedrni
kombinaci vektort fi, ey, ..., ex_1. Odtud snadno plyne, ze kazdy vektor prostoru V
lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori f, e, ..., €5 1,€11,...,€5.

Jestlize tento postup zopakujeme s tim, Ze vezmeme v tvahu nezavislost vek-
tort f; a fy, ukaze se, ze kazdy vektor prostoru V lze vyjadrit jako kombinaci f;, f;
a nékterych n — 2 vektoru vybranych z pivodni béze (eq,...,e,).

Kdyby m > n, dostali bychom vyse uvedenym postupem po vyskrtani vSech n
vektoru béaze (eq,...,e,), ze kazdy vektor prostoru V lze vyjadrit pomoci vektoru
fi, ..., f,. Tak bychom vsak mohli vyjadrit f,,; jako kombinaci fi, ..., f,, coz je ve
sporu s predpokladem, ze fi, ..., f,, jsou nezavislé. Plati tedy m < n. n

Z pravé dokazané véty ihned plyne, ze je-li (eq,...,e,) baze prostoru V a jsou-li
fi, ..., £, nezavislé, pak m < n. Ma-li tedy néjaky vektorovy prostor V bazi, pak
pocet vektori této baze je maximalnim poctem nezavislych vektoru prostoru V
a pocet vektoru v ruznich bdzich téhozZ vektorového prostoru je stejnyj.
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Definice 12.2. Maximalni pocet nezavislych vektorii vektorového prostoru V na-
zyvame dimenzi prostoru V a znacime ji dim ). Ma-li vektorovy prostor bazi, je
jeho dimenze rovna poctu vektorti baze a mluvime o koneénérozmérném pro-
storu. Podle nasi definice plati dim{o} = 0. Nemé4-li nenulovy vektorovy prostor
bazi, mluvime o nekonecnérozmeérném prostoru.

Novy pojem dimenze je v souladu s pojmem dimenze, ktery jsme si zavedli pro
aritmetické vektory, nebot vektory e; = [1,0,...,0],...,e, =[0,...,0,1] tvori bazi
prostoru n-rozmérnych aritmetickych vektori. Pojem dimenze nemusi vsak byt plné
v souladu s nasi intuici. Naptiklad komplexni prostor ¥V = C je jednorozmeérny, nebot
jeho bazi tvori jakékoliv nenulové ¢islo.

12.2 Dimenze a vyjadreni vektoru jako linearni
kombinace

S pomoci pojmu dimenze 1ze popsat Tesitelnost tlohy nalézt vyjadreni vektoru jako
linearni kombinace jinych vektorii.

Véta 12.3. Necht b,ay,...,a; jsou vektory vektorového prostoru V. Oznacme si
A={ay,...,a,}. Pak plati nasledujici torzeni:
(i) Vektor b lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori ay, . .., ay, pravé kdyZ
dim (b, ay,...,a;) = dim (A) . (12.1)

(ii) Jestlize plati (12.1) a A je nezdvisld mnozina vektord, pak lze vektor b vyjadrit
jedinygm zpisobem jako linearni kombinaci vektoriu aq, . .., ay.

(iii) Jestlize plati (12.1) a A je zdvisld mnozina vektori, pak lze vektor b vyjddrit
nekonecne mnoha zpisoby jako linedarni kombinaci vektori ay, ..., a,. V této
kombinaci lze zvolit nékterych d = k — dim (A) koeficienti libovolné.

Dukaz.

(i) Jestlize a; = ... = a; = 0, je tvrzeni trividlni. Predpokladejme tedy, ze néktery
z vektort ay, ..., a; je ruzny od nuly. Pak postupnym vyskrtavanim vektori,
které jsou kombinaci ostatnich, vybereme z ay, ..., a; né¢jakou bazi £ prostoru
(A). Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze £ = (ay, ..., as). Jestlize
b nelze vyjadiit jako kombinaci vektora baze &, pak (b,ay,...,as) tvori bazi
(b,ay,...,a;) a plati

dim (b,a;,...,a5) =s+1# s=dim (A).
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Naopak, jestlize b lze vyjadiit jako kombinaci ay, ..., a,, pak £ je bdze (A)
i(b,a,...,ax) a plati

dim (A) = s = dim (b, ay,...,a;) .

(ii) Jestlize plati (12.1) a A je nezavisla mnozina vektort, pak (ay,...,ax) tvoii
bézi (A) a podle (i) lze vektor b vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru
ai,...,a,. Podle véty 11.2 jsou koeficienty linearni kombinace urceny jedno-
znacné.

(iii) Necht plati (12.1). Predpokladejme opét, ze £ = (aj,...,a,) tvori bazi (A)
a s < k. Podle (i) plati b € (A), takze pro libovolné &1, ..., & plati také

b—&ia1 — ... —§ag € (A) .
Existuje tedy &1, ..., & tak, ze
b—§nag — ... —&ap = §a + ..+ Ea.
Vektor b lze tedy vyjadrit ve tvaru
b==¢a +...+&ay,
s libovolnymi &1, ..., &. Pocet téchto koeficientu splnuje
d=Fk—s=k—dim(A).
O

Pravé dokazana véta obsahuje odpovéd na otazku, kdy ma soustava linearnich
rovnic Teseni, kdy méa jediné feSeni a kdy mé nekonecné mnoho feseni, a to v ter-
minech dimenze linedrnich obalii sloupcii matice soustavy a pravé strany. Staci si
za vektory a; dosadit sloupce s matice soustavy A a za b dosadit vektor pravé
strany. Véta vsak nedava nijaky navod, jak dimenzi prostoru sloupcu zjistit. To je

predmétem nasledujicich odstavci.

12.3 Radkovy prostor a Fadkova hodnost

Diilezitym krokem k lepsimu pochopeni otazek fesitelnosti rovnic je soucasné stu-
dium obalt radki i sloupcii matice soustavy. Tento postup nam umozni zejména
vyuzit znamou techniku elementarnich radkovych operaci.

Zde se budeme zabyvat linedrnim obalem R(A) = (rf, ..., r’) fadkd r? dané

rTm
matice A typu (m,n), ktery nazyvame rddkovym prostorem matice A. Zejména
si vS§imneme, Ze R(A) se neméni elementarnimi fadkovymi operacemi, a proto plati

nasledujici véta.
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Véta 12.4. Necht matice A a B jsou radkove ekvivalentni. Pak

Dimenze R(A) se nazyva téz rddkovd hodnost matice A, elementarni radkové
operace ji neméni a snadno ji urc¢ime ze schodového tvaru matice A, nebot pocet
nenulovych radka matice ve schodovém ¢i normovaném schodovém tvaru je zrejmé
roven jeji radkové hodnosti.

Priklad 12.5. Urcete fadkovou hodnost matice

1 -1 11
A=|1 0 -11
0 1 =220

Reseni. Elementarnimi radkovymi dpravami dostaneme postupné

1 -1 11 [1 -1 11 1 =1 11| +r
1 0 -1 1]|ro—11—~ 1|0 1 -20 — |0 1 -20 —
0 1 -20 [0 1 =20 |r3—r 0O 0 00
(10 -1 1
=01 =20
(00 00
Rédkova hodnost matice A je tedy rovna dvéma. A

Poznamka. V prikladu jsme matici upravili az na normovany schodovy tvar, aby
bylo vidét zcela trivialné, ze nenulové radky jsou nezavislé. Je vsSak zfejmé, ze jsme
se mohli spokojit i se schodovym tvarem matice.

12.4 Sloupcova hodnost matice

Nyni se budeme zabyvat linedrnim obalem S(A) = (s#,...,s2) sloupcti dané matice

& n
A typu (m,n), ktery se také nazyva sloupcovy prostor matice A. Dimenze S(A)
se nazyva sloupcovd hodnost matice A.
Co se da tict o sloupcové hodnosti matice, ktera vznikla z dané matice pomoci
elementarnich radkovych aprav? Odpovéd je o néco komplikovanéjsi nez u radkovych
prostorti. Porovname-li totiz napriklad matici

1 -1 11
A=|1 0 -11
0 1 -20
z prikladu 12.5 s jejim normovanym schodovym tvarem
10 —-11
B=|01-20/{, (12.2)

00 0O
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zjistime, Ze sloupcové prostory obou matic jsou riizné, nebot napiiklad s2 ¢ S(B).
Presto plati nasledujici véta.

Véta 12.6. Necht matice A a B jsou radkovée ekvivalentni. Pak

dimS(A) = dim S(B).

Diikaz. Jestlize matice A a B typu (m,n) jsou radkové ekvivalentni, pak jsou také
rozsifené matice [ A [o | a [ B | o | fadkové ekvivalentni. Odtud podle véty 2.2

A A
T8y +...+x,8, = O,

pravé kdyz
B B
T8y +...+x,8, =o0.

c 12 ~ A A - s 12 P~ v B B -
Zde vidime, Ze sloupce s;}, . . ., s’ jsou nezavislé, prave kdyz sloupce s;/, ..., s; jsou

nezavislé. O

Diikaz ndam ukazuje, jak nalézt bazi sloupcového prostoru dané matice A. U ma-
tice ve schodovém tvaru je baze ziejmé tvorena sloupci obsahujicimi vedouci prvky
radki a sloupce matice A s tymiz indexy tvoii pak bazi S(A).

Priklad 12.7. Béze sloupcového prostoru matice B z (12.2) je tvofena sloupci

1 0
0 0
Prvni dva sloupce
1 —1
stb=111|, sp= 01,
0 1

matice A proto tvori bazi S(A), nebot A a B jsou fadkové ekvivalentni.

12.5 Hodnost a resitelnost soustav

Hlavnim dusledkem vét 12.4 a 12.6 je to, ze rddkova hodnost matice se rovna sloup-
cové hodnosti matice. Véty totiz tikaji, ze elementarni fadkové operace zachova-
vaji obé hodnosti, a pro matice v normovaném schodovém tvaru je rovnost radkové
a sloupcové hodnosti matice ziejma. Budeme proto mluvit stru¢né o hodnosti ma-
tice. Hodnost matice A budeme znacit h(A).

Nyni mizeme zformulovat hlavni vysledek o resitelnosti linearnich soustav, ktery
se nazyva Frobeniova véta.
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Véta 12.8 (Frobeniova). Necht A je matice typu (m,n) a necht b je m-rozmérny
sloupcovy vektor. Potom plati ndsledujici tvrzeni:

(i) Soustava

Ax =D (12.3)
ma resent, prave kdyz
hA)=h([A]|Db]). (12.4)
(ii) Jestlize plati (12.4) a
h(A) = n,

potom md soustava (12.3) jediné resent.
(iii) Jestlize plati (12.4) a
h(A) < n,
potom md soustava (12.3) nekonecné mnoho reseni. V resent lze zvolit nékte-

rych
d=n—h(A)

slozek libovolne.

Diikaz. Véta je specidlnim piipadem véty 12.3 pro a; = s Ukazali jsme také, Ze
dimenze sloupcovych prostori muzeme nahradit hodnostmi. O

12.6 Hodnost a regularita

Pojem hodnosti nam umoznuje zformulovat novou charakteristiku regularni matice.

Véta 12.9. Ctvercovd matice A tdidu n je requldrni, pravé kdyz

h(A) =n.

Diikaz. Necht A je ¢tvercova matice radu n. Jestlize A ma hodnost n, potom podle
véty 12.8 ma kazdd soustava Ax = s} jediné fedeni, takZe i soustava AX=I m4
jediné teseni. Podle véty 6.3 je proto matice A regularni.

Obrécené, jestlize A je regularni, potom pro libovolny sloupcovy vektor y a x =
= A~y plati

y=AA'y =A(A'y) = Ax = 215" + ... + 2,8

takze A ma sloupcovou hodnost n.
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12.7 Hodnost matice a pocitacova aritmetika

Pojem hodnosti predpokladéd pfesnou aritmetiku, nebot nepatrnd zmeéna matice
muze zpusobit zménu jeji hodnosti. Napriklad matice

1 1 1 1
A = |: 10—99 10—99 :| a B= |: 10—98 10—99 :|

se lisi jen velmi malo, avsak h(A) = 1 a h(B) = 2. Pokud jsou koeficienty matice
vysledkem méreni, neméa proto ¢asto vibec smysl hovorit o hodnosti matice. Pro
takové aplikace, stejné jako pro pocitacové feSeni soustav, byla proto vypracovana
teorie zalozena na jinych pojmech, se kterou se sezndmime pozdéji. Poznamenejme
jesté, ze pri zjistovani hodnosti na pocitaci je nutno vyhnout se zaokrouhlovacim
chybam.

Priklady k procviceni

12.1. Urcete hodnost matice

1 -1 11
A=11 0 -1 1
3 -2 1 3

12.2. Naleznéte libovolnou bazi sloupcového prostoru S(A) matice A z prikladu 12.5.
12.3. Je ddna homogenni soustava linearnich rovnic:

1 + 29 — 73 =

x1 — X9 + 3z3 = 0

Ovéfte, ze mnozina M vsech FeSeni této soustavy je vektorovy podprostor prostoru R3.
Urcete dim M a najdéte alespon jednu béazi vektorového prostoru M.

12.4. Najdéte bazi a dimenzi vektorového prostoru V, kde

V={x= [:(:1,:62,%3}T ERY: 201+ a9 —23 =0, 21 — 29 — X3 =0}

Kli¢ k prikladtim k procviceni
12.3. dimenze je 1, bazi tvori napt. vektor [—5,4, 3]

12.4. dimenze je 1, bazi tvori napt. vektor [0, 1, 1]
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Céast III

Linearni a multilinearni zobrazeni
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Kapitola 13

Linearni zobrazeni

Radu fyzikélnich zakonti ¢ pfibliznych experimentélnich zavislosti lze z matematic-
kého hlediska charakterizovat jako primou imérnost. Naptiklad Ohmuv zakon 1ika,
ze proud [ je pri konstantnim odporu R ptimo imeérny napéti U, coz mizeme zapsat
ve tvaru

() = % U

Snadno si ovérime, ze funkce I zobrazuje soucet argumentii na soucet jejich obrazi
a skalarni nasobek argumentu na prislusny nasobek jeho obrazu, tak jako funkce f
na obr. 13.1. To vsSak je vlastnost, ktera ma smysl pro zobrazeni jakéhokoliv vek-
torového prostoru do jiného vektorového prostoru. Zde se seznamime se zakladnimi
vlastnostmi téchto specidlnich zobrazeni, ktera maji velky vyznam v matematice,
fyzice, inzenyrstvi, spolecenskych védach i v ekonomii.

y

af(u) y=f(x)
fw)+ f(v)
fv)
f(u)

X

u 1% u+v au

Obr. 13.1: Linedrni zobrazeni.
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13.1 Definice a priklady linearnich zobrazeni

Definice 13.1. Nechf U,V jsou vektorové prostory. Zobrazeni A : U — V se
nazyva linedrni zobrazeni (operdtor), jestlize pro kazdé dva vektory u,v € U
a skalar « plati:

A(u+v) = A(u) + A(v)
Alau) = aA(u)

Linearni zobrazeni U4 — U se casto nazyva linedrni transformace. Mnozinu
vsech linedrnich zobrazeni vektorového prostoru U do vektorového prostoru V
budeme znacit £(U,V). Misto L(U,U) budeme psat struéné L(U). V nékterych
aplikacich jsou diilezité linearni zobrazeni vektorového prostoru U do R, které se
nazyvaji linedrni formy nebo linedrni funkciondly.

Priklad 13.2. Funkce y = ax je linearni transformace R pro libovolné pevné zvolené
a € R, nebot
alu+v)=au+av a alou)=aau

pro libovolna ¢isla u, v a «.
Priklad 13.3. Funkce f : y = 22 + 1 neni linearni transformace R, nebot
f2+2)=f(4)=9#10=f(2)+ f(2).

Priklad 13.4. Je-li A libovolna redlnd m x n matice, R™!(R™!) prostor vsech
sloupcovych aritmetickych vektoria dimenze n(m), pak je

A:R™ 3 x— Ax e R™'
linedrni zobrazeni, nebot pro libovolné vektory x a y plati podle (5.2)
Ax+y)=Ax+Ay a A(ax)=aAx.

Priklad 13.5. Zobrazeni
D:Pop—ypcP

které kazdému mnohoclenu p pritadi jeho derivaci p/, je linedrni zobrazeni prostoru
vSech mnohoclentt P do sebe, nebotf pro libovolné realné mnohocleny p, g, skalar «
a realné x plati

(p(@) +q(2)) = p(x) + ¢(@) a (ap(x)) = ap/(z).
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13.2 Elementarni vlastnosti linearniho zobrazeni

Necht U,V jsou vektorové prostory. Z definice 13.1 bezprostiedné plyne, ze pro
libovolné linedrni zobrazeni A € L(U,V) a v € U plati

A(o) = A(0-0) = 0-A(o) = o
A(=v) = A((-1)-v) = (1) A(v) = —A(v).

Jestlize A € L(U,V), pak pro libovolné skalary aq, ..., «, a vektory vi,...,v,
prostoru U plati

Alarvy + .o+ apvy) = a1 A(vy) + .0+ @, A(vy),
nebot

Alarvi + ...+ apvy,) = A(awl + (agva + ...+ anvn)) =
= Aloyvy) + A(agvy + ... + apvy,) =
= A(v1) + Alagva + ...+ avy,) =+ =
= a1 A(vi) + ... + @, A(Va).
Z této rovnosti je vidét dilezitou vlastnost linedrnich zobrazeni definovanych na

prostorech konecné dimenze, a to ze jsou uplné urceny obrazy vektoru libovolné
béaze, tedy obrazy konecného poctu vektorii.

13.3 Nulovy prostor a obor hodnot

Definice 13.6. Necht U,V jsou vektorové prostory a necht A € L(U,V). Pak
nulovy prostor (jddro) N (A) zobrazeni A je mnozina vzoru o, t.j.

N(A)={uell: A(u) =o}.

Jestlize u,v € N(A), t.j. A(u) = o, A(v) = 0, a je-li a je libovolny skalar, pak
plati
Alu+v)=A(u)+A(v)=0 a A(au)=aA(u) = o,

takze N(A) je podprostorem U.
Obdobnou vlastnost ma i obor hodnot #H(A) linearntho zobrazeni A. Jestlize
u=A(x), v=A(y) a a je skalar, pak

ut+v=Ax)+Aly) =Ax+y) a au=aA(x)=A(ax),

takze H(A) je podprostorem vektorového prostoru V.
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Pomoci nulového prostoru miizeme popsat strukturu reseni abstraktni operato-
rové rovnice.

Véta 13.7. Necht U, V jsou vektorové prostory, necht A € L(U,V) a necht
A(x¢) = b. Potom libovolné reseni x rovnice

Ax)=Db

Ize zapsat ve tvaru X = xg + n, kde n € N(A).

Diikaz. Necht A(x) = b. Potom plati

A(x —x¢) = A(x) — A(x¢) =b —b = o,
takze vektor n = x — x pati{ do jadra N'(A) a x = xg + n. O
Dusledek 13.8. Linedrni zobrazeni A je prosté, prdvé kdyz N (A) = {o}.

Mame-li tedy rozhodnout, zda je dané linedrni zobrazeni prosté, staci vysetrit
vzor nulového vektoru. Je to zvlastni vlastnost linearniho zobrazeni, nebot u obec-
ného zobrazeni by bylo nutno vysettit vzory vsech vektorti v oboru hodnot.

13.4 Hodnost a defekt zobrazeni

Definice 13.9. Necht U, V jsou vektorové prostory konecné dimenze a necht
A € L(U,V). Pak hodnost h(A) zobrazeni A definujeme jako dimenzi H(A)
a defekt d(A) zobrazeni A definujeme jako dimenzi N (A).

Véta 13.10. Necht U, V jsou vektorové prostory konecné dimenze a necht A €
€ L(U,V). Potom

h(A) + d(A) = dim(U4). (13.1)

Diikaz. V dikazu se musime predevsim vyporddat se skutecnosti, ze N'(A) a H(A)
mohou byt podprostory riznych prostori.

Necht (hy, ..., h,,) je bdze H(A) a necht (ny, ..., ny) je baze N(A). Oznacme si
Vi,...,Vy libovolné vzory hy, ..., h,,, takze plati

A(vy) =hy,..., A(vin) = hyp.

Ukazeme, ze vektory (vq,...,Vy,,ny,...,ng) tvori bazi U.
Necht plati
Svit+ ...+ &Vt 4+ ...+ mpng =0 (13.2)
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Pak také
AGvi+ ...+ &V +mng + ...+ mpny) = o,

takze s vyuzitim linearity A a definice vektoru v; a n; dostaneme

€1h1++§mhm:0

Jelikoz vektory (hy,...,h,,) tvori podle predpokladu béazi H(A), jsou nezavislé,
takze & =& = -+ = &, = 0. Po dosazeni do (13.2) tedy plati

mnp + ...+ N = o.
Ponévadz jsou vektory ny,...,n; také nezavislé, plyne odtud n, = ... = n, = 0.
Vektory vi,...,Vy,, Ny, ..., ng jsou tedy nezavislé.

Necht nyni x € U je libovolny vektor. Pak A(x) € H(A) a existuje &1,...,&m
tak, ze plati

A(X) = flhl +.oo fmhm

Oznacme si

y:€1V1+'--+£me7

takze A(y) = A(z), a zapiSme si x ve tvaru

x=y+(x-y)

Jelikoz

plati x —y € N(A) a tedy
X—y=mng+ ...+ Ngng.
Vektor x 1ze potom vyjadrit ve tvaru
X=&6Vi+ ...+ &V Fmng 4 ..+ g,

Vektory (vi,...,Vy,ny,...,n0) tedy tvori bazi U, takze plati m + k = dim(U), t.j.
h(A) + d(A) = dim(U). O

Dtsledek 13.11. Linedrni transformace A : V — V definovand na vektorovém
prostoru konecné dimenze V je zobrazeni na V, pravée kdyz A je prosté zobrazend.
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13.5 Soudet zobrazeni a nasobeni skalarem

Definice 13.12. Necht U a V jsou libovolné vektorové prostory. Pro libovolna
zobrazeni A, B € L(U,V) a skalar & mizeme definovat soucet zobrazeni A+ B
predpisem

(A+ B)(u) = A(u) + B(u)

a soucin skaldru a zobrazeni oA predpisem

(ad)(u) = a(A(u)).

Snadno se ovéri, ze A+ B i aA jsou linearni zobrazeni. Napriklad
(A + B)(au) = A(au) + B(au) = a(A(u)) + a(B(u)) = a(A(u) + B(u)) =
= a((A+ B)(u)).

Také nulové zobrazeni O € L(U,V), které kazdému u € U pritazuje nulovy
prvek o prostoru V), je linearni, nebot napriklad

O(u+v)=0=0+0=0(u)+O(v).

Snadno lze ukazat, ze L(U, V) tvori vzhledem k pravé definovanému s¢itani zob-
razeni a nasobeni zobrazeni skalarem vektorovy prostor, jehoz nulovy prvek je prave
definované nulové zobrazeni.

13.6 Skladani linearnich zobrazeni

Definice 13.13. Necht U, V a W jsou vektorové prostory a necht A : U — V
a B :V — W jsouzadand linedrni zobrazeni. Pak lze definovat sloZené zobrazeni
(soudin zobrazeni) BA : U — WV predpisem

(BA)(u) = B(A(w)).

Poradi, ve kterém se zapisuji faktory slozeného zobrazeni, je diilezité a opacné
k poradi, ve kterém se defini¢ni vyraz vyhodnocuje. To naznacuje urc¢itou nevhodnost
zvyku psat argument do zavorky za oznaceni zobrazeni.

Slozené zobrazeni je také linearni, nebot:

(BA)(aw) = B(A(ow) = B(a(4(w)) = a(B(AW)) = a((BA) W)
(BA)(u+v) = B(A(u+v)) = B(A(u) + A(v)) = B(A(u)) + B(A(v)) =
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Pro skladéni zobrazeni 1ze odvodit obdobné vztahy jako rovnosti (5.9) a (5.10)
pro nasobeni matic. Je-li a libovolny skalar a jsou-li A, B, C' libovolna linearni zob-
razeni, pro ktera maji nasledujici vyrazy smysl, potom

A(aB) = a(AB) = (aA)B (
A(B+C)=AB + AC (
(A+B)C = AC + BC (13.3c

A(BC) = (AB)C (

13.7 Mnohocleny v linearnich transformacich

Jelikoz skladéni zobrazeni je podle (13.3d) asociativni, mizeme pii sklddani zobra-
zeni vynechat zavorky. Pro libovolnou linearni transformaci A : U — U a kladné
celé ¢islo m tak mizeme definovat mocninu linedrni transformace predpisem

A" =AA--- A
—_—
pricemz plati
AT = AT AT
Poznamenejme, ze pro dvé linearni transformace A a B vektorového prostoru U do
sebe nemusi platit (AB)™ = A™B™.
Snadno se oveéri, ze identita I definovana na prostoru U je linearni a pro libovolné
A € L(U) spliuje
Al =TA=A.

Jestlize p je libovolny mnohoclen definovany vztahem
p(z) = ap+ a1z + ...+ a,a”
pak muzeme pro kazdé A € L(U) definovat
p(A) =aol + a1 A+ ...+ a, A"

Jestlize D je naptiklad derivace na prostoru P vSech mnohoclenti a p(x) = 2% — 1,
pak
p(D) = D2 - [7

takze pro kazdy mnohoclen ¢ € P plati
p(D)(q) =4¢" —q

Vsechna pravidla pro ipravu mnohoclenii jedné proménné plati i pro mnohocleny
jedné linearni transformace, nebot jsou odvozeny ze vztahi, které plati pro ¢isla i pro
linearni transformace. Tak napriklad z rovnosti

1= (x—-1(z+1)
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dostaneme po dosazeni D za x rovnost
D?*—~1=(D-1)(D+1I),
kterou si miizeme ovérit rozepsanim
(D—I)(D+1)(p)=(D-D((D+1)p) = (DD +p)=
=@ +p) - +p)=p"—p=(D*-1)(»).

13.8 Princip superpozice a inverze linearnich zob-
razeni

Mnoho technickych problémt lze zformulovat jako tlohu najit pro dané linearni
zobrazeni A: U — V a pro b € V vektor x € U tak, aby platilo

A(x) =b. (13.4)
Napriklad tlohu najit nezndmé potencialy v 1. kapitole miizeme zapsat ve tvaru

A(x) = b,

x=o =] 5] w a7 ]2

Obdobné lze zapsat podminky pro prithyb y struny zatizené silou s jednotkovou
hustotou, natazenou jednotkovou silou a uchycenou v bodech o souradnicich 0 a 1
jako tlohu najit mnohoclen y tak, aby platilo:

kde

—y"(x) =1 proxz € (0,1) (13.5a)
y(0) =y(1) =0 (13.5b)

Oznacime-li si P prostor vSech realnych mnohoclent, Py jeho podprostor, do kterého
patii vSechny mnohocleny p, které spliuji p(0) = p(1) = 0, a polozime-li b(z) = 1,
pak b € P a zobrazeni definované predpisem

Ap) = —p"

je linedrn{ zobrazeni patiici do £(Py, P). Uloha najit mnohoclen y tak, aby platilo
(13.5) je tedy ekvivalentni tloze najit y € Py tak, aby

Ay) = 0.

Predpokladejme nyni, ze zndme napiiklad feSeni x; a x5 rovnice (13.4) pro dvé
pravé strany b; a by, tedy ze plati

A(Xl) = bl a A(Xg) = bg,
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a ze navic plati b = by + by. Pak muzeme urc¢it feSeni x rovnice (13.4) pouhym
seCtenim X; a X, nebot pro x = x; + x5 plati

A(X) = A(Xl + Xg) = A(Xl) + A(XQ) = b1 + b2 = b.

Tomuto jednoduchému dusledku vlastnosti linearnich zobrazeni se fika princip su-
perpozice.

V nasich prikladech lze najit fyzikalni interpretaci principu superpozice pro obé
ulohy. Staci si uvédomit, ze napriklad u prvni tlohy je v pravé strané uchovana in-
formace o zdroji proudu a ze neznamé jsou potencialy. Princip superpozice vyjadiuje
také nasledujici tvrzeni.

Véta 13.14. Necht A:U — V je vzajemné jednoznacné linedrni zobrazeni vekto-
rového prostoruld na vektorovy prostor V. Pak existuje A=Y, které je rovné? linedrni
zobrazent.

Diikaz. Inverzni zobrazeni A~! existuje pro kazdé vzdjemné jednoznacéné zobrazeni.
Necht u = A(x), v = A(y), tedy x = A7 (u) ay = A7'(v), a necht « je libovolny
skalar. Potom

AN u+v) = A’l(A(X) + A(y)) = A’l(A(X + y)) =X+y=
= A7 (u) + A7H(v),
A7 ou) = A7 (aA(x)) = A7 (A(ax)) = ax = aA™ (u)

13.9 Piiklady

Piiklad 13.15. Rozhodnéte, zda-li zobrazeni A : R?® — R? definované piedpisem
A [z, 29, 23]) = [11 — X2, T2 + T3]

je linearni.

Resend.

a) (Vu,veR?*) : A(u+v)=A(u)+A(v) Zvolme u = [us, up, us), v = [v1, v2, v3].
Pak

A(u+v) =A([ug +v1, ug + vg, ug +vs)) =
= [(u1 +v1) — (u2 +v2), (ug +ve) + (uz +v3)] =
= [u; — ug + vy — vy, Uy + ug + vy + v3] =
= [ug — ug, ug + us] + [v1 — V2, V2 +v3] = A(u) + A(V)
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b) (Va € R)(Vu e R¥) : A(au) = aA(u)
A (ou) = A ([aug, aus, augl) = [(auy) — (qug), (qug) + (cqug)] =
= [a(u; —ug), a(us +uz)] = afuy — ug, us + ug] = aA(u)

Z a) a b) tedy vyplyvd, ze zobrazeni A je linedrni. A
Priklad 13.16. Rozhodnéte, zda-li zobrazeni D : P3 — P, definované predpisem
D(p)=2ax+b, YpeEPs: p(x)=ar’+br+c
je linearni.

Resend.

a) (Vp.q €Ps): D(p+q)=D(p)+DIq)
Zvolme p (v) = az® + br + ¢, ¢ = dz? + ex + f. Pak

Dip+q)=D((a+d)a*>+(b+e)z+(c+[f)=2(@a+d)z+(b+e)=
=2arx+b+2dr+e=D(p)+ D(q)
b) (Vo € R)(Vp € Ps) : D (ap) =aD (p)
D (ap) = D ((aa) 2 + (ab) z + (ac)) = 2 (aa) z + (ab) =
= a (2ax 4+ b) = aD (p)
Z a) a b) tedy vyplyvd, ze zobrazeni D je linedrni. A
Piiklad 13.17. Je déno linearni zobrazeni A : R* — R? definované predpisy
A ([17 L, O]) = [17 2] )

A([0,1,1]) = [1,1],
A([1,0,1]) = [-1,0].
a) Urcete obraz A ([2,1, —1]).
b) Urcete takové x € R, aby A (x) = [3,—1].
Resend.
a) A([2,1,—1]) =7
JelikoZ, jsou dany obrazy baze R3, miizeme nalézt takové oy, aq, a3, Ze
2,1,—1] =a; [1,1,0] + a5 [0, 1, 1] + a3 [1,0, 1]
2,1, -1] = [1 + a3, a1+ s, az + as]
Odtud dostavame soustavu 3 rovnic o 3 neznamych:
(051 + 3 = 2

a1+ Qg = 1
oy + a3 = —1
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kterou fesime Gaussovou elimina¢ni metodou

10 1] 2 10 112
1101 | 1r9—13 =01 —1]-1 —
01 1]-1 01 1 |=1] r3—ry
1o 1]2 ap = 2
=10 1 —1]|-1 ay = —1
00 210 az; = 0

Podle predchozi véty pak miizeme psat

A([2,1,—-1)) = A(a1[1,1,0] + a2 [0, 1,1] + a3 [1,0,1]) =
= A([1,1,0]) + a0 A ([0, 1,1]) + a3A ([1,0,1]) =
= [1,2] + Qo [1, 1] + Qs [—1,0] =
=2[1,2]+ (-1)[1,1]+0[-1,0] = [1, 3].
Vektor [2,1, —1] se tedy zobrazi na vektor [1,3], tj. A([2,1,—1]) = [, 3].
x€eR3 x=7 A(x)=][3—1]
Zkusime tedy zjistit, zda-li se da vektor [3, —1] vyjadrit jako kombinace obraz,
pro které mame predepsano zobrazeni.
Dostavame tedy soustavu 2 rovnic o 3 nezndmych
(03] + Qg — (3 = 3
20(1 + o = -1
Soustavu fesime Gaussovou elemina¢ni metodou:
11 —-1] 3 1 1 —-1| 3
—
21 0 |—-1] rg—2r4 0o -1 2 | -7
Volime a3 = t, t € R a dostavame aps =7+ 2t, ay = —4 — t.
Vektor [3, —1] lze tedy vyjadrit jako linedrni kombinaci obraziu. Kdyby tomu tak
nebylo, pak by vektor [3, —1] nepatfil do oboru hodnot a pak by neexistoval zadny
vektor x € R?, takovy, ze A (x) = [3, —1].
Kazdopadné mizeme psat

3, —1] = (=4 —)[1,2] + (T+2t)[1,1] + t[-1,0], VteR

a tedy
A(x) = (=4 =) A([1,1,0]) + (7+2t) A([0, 1,1]) + tA([1,0,1]) =

=A((-4—-1t)[1,1,0] + (7+2t)[0,1,1] +¢[1,0,1]) =

— A([~4, 3+1, T+31]), vt € R.

Odtud tedy dostavame, ze A (x) = [3,—1] pro x = [—4, 3+, 7+ 3t], Vt € R.

Na vektor [3, —1] se tedy zobrazi celd mnozina vektoru

{(x eR®: x=[—4, 3+t 7+3t], VteR}=
={xeR3: x=[-4,37+[0,1,3]t, VtcR}
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Priklady k procviceni

13.1. Necht F je vektorovy prostor vsech redlnych funkci z piikladu 9.3. Ovérte, ze zob-
razeni, které kazdé funkci f € F prifazuje f(0) € R, je linedrni funkciondl.

13.2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n. Dokazte s pomoci véty 13.10, ze defekt
jakéhokoliv linearniho funkcionalu definovaného na V je roven n — 1.

13.3. Ovérte rovnosti (13.3).

13.4. Je déno linedrni zobrazeni A : R? — R? definované piedpisy:
A([1,—1]) = [2,3], A([-1,—1]) = [1,2]. Urcete obraz vektoru [5, 1], tj. A([5,1]).

13.5. Je dédna linedrni transformace A : R? — R? definovand predpisy
A, 1,000 =1, -1,107, AL, 1,17 =[1,0,1]",  A(0,1,0]") =[0,-1,0] .

a) Naleznéte jadro a urcete jeho dimenzi.

b) Naleznéte obor hodnot a uréete jeho dimenzi.

Kli¢ k prikladiim k procviceni
13.4. [1,0]

13.5. a) N(A4) = ([0,1,1]T), dim N (A) =1
b) H(A) = ([1,0,1]7,]0,—1,0] "), dim H(A) = 2
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Kapitola 14

Linearni zobrazeni a matice

V této kapitole se budeme vénovat linearnim zobrazenim prostori aritmetickych vek-
tort, kterd jsou definovana pomoci souc¢inu matice a vektoru tak jako v prikladu 13.4.
Ukazeme si, ze tak lze predstavit nejen kazdé linearni zobrazeni prostoru aritmetic-
kych vektort, ale s pomoci soutadnic dokonce kazdé linearni zobrazeni vektorovych
prostorti koneéné dimenze. Nové pojmy také vyuzijeme k alternativni prezentaci
teorie TeSitelnosti soustav linedrnich rovnic.

14.1 Maticovy zapis linearnich zobrazeni R” do
Rn

Jak lze popsat vSechna linedrni zobrazeni R™ do R™? Necht S = (s,... sl ) je

r~m
standardni baze prostoru R™?! vsech sloupcovych aritmetickych vektortt dimenze m,

kterd je tvofena sloupci jednotkové matice I,,,. Necht A : R™! — R™! je libovolné

linearni zobrazeni a necht obrazy sloupcovych vektori si,... sl jsou sloupcové
vektory
an A1m
A = | 0 | Alsy) =
Qan1 Anm

Jelikoz libovolny vektor x € R™! lze zapsat ve tvaru
x:xls{+...+xms7ln,
lze A(x) zapsat pomoci
A(x) = Azt + ...+ 2sh)) = 21 AGSD) 4.+ 1, A(SL) = Ax,

kde
A = [A(S{), Ce ,A(S}n)} = [aij] .

Plati tedy nasledujici véta.
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Véta 14.1. Necht A : R™! s R™! je libovolné linedrni zobrazeni. Pak existuje
matice A typu (n,m) tak, Ze pro libovolné x € R™! plati

A(x) = Ax.

Linearni zobrazeni
A:R™ 5%+ Ax € R™!

se Casto ztotoznuje s matici A a o matici A se mluvi jako o linearnim zobrazeni.
V tomto smyslu budeme i my pouzivat pojmy obor hodnot matice A, nulovy
prostor matice A, nebo defekt matice A. Pojmy, které jsme si doposud zavedli
jsou v souladu s touto konvenci. Naptiklad obor hodnot H(A) kazdé matice A je
totozny s jejim sloupcovym prostorem S(A), takze pro hodnosti matice a zobrazeni
plati

14.2 Urceni baze nulového prostoru matice

Bézi nulového prostoru matice tvori jakakoliv maximalni mnozina nezavislych feseni
soustavy Ax = o, kterou najdeme tak, ze matici A prevedeme na schodovy tvar a za
neznamé, které nejsou ve sloupcich s vedoucimi prvky, budeme postupné dosazovat
naptiklad fadky jednotkové matice. Ziskana reseni pak zapiseme do sloupcii. Postup
je v podstaté totozny s postupem feseni soustav rovnic s nekone¢nou mnozinou
feseni, ktery byl popsan v c¢lanku 2.4, avsak s pomoci novych pojmu muzeme lépe
pochopit strukturu reseni.

Priklad 14.2. Urcete bazi nulového prostoru matice

11
A=1]11
22

N — N
S W W

Reseni. Nejprve upravime matici A pomoci radkovych tprav na schodovy tvar

11
A=|11
22

[NOR i V]

3 11 23
3r2—r1r—> 00-10
6 00 -20

Irs — 21‘1

S = N
O O W

11
= 00 —
1'3—21'2 00

Odtud h(A) = 2 (pocet nenulovych Fadki) a d(A) = 4 — 2 = 2. Bazi N(A) tedy
tvori jakékoliv dva nezavislé vektory, jejichz slozky fesi soustavu

$1+$2+2$3+3$4:0
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Vypocteme je tak, ze za x9 a x4 dosadime postupné naptiklad slozky e; = [ 10 },
€ = [ 01 } a vypoCteme z; = —1,2z3 = 0 a 1 = —3,x3 = 0. Bazi nulového
prostoru tedy tvori vektory

n, =

S O = =

Jestlize lze matici A typu (m,n), m < n rozdélit na bloky tak, Ze
A=[B|C]

a B je reguldrni, 1ze najit vzorec pro matici N typu (n,n — m), jejiz sloupce tvori
bézi N'(A). V souladu s vySe uvedenym vykladem budeme hledat N ve tvaru:

n—m
il B P
1 n—m
Po rozepsani levé strany rovnice
AN =0

s vyuzitim blokové struktury a po vynasobeni zleva matici B~! dostaneme

B—I[Bc}[x}:o,

I
odkud
X +B!'C=0.
Odtud X = —-B~!'C a 1
-B'C
N { g } |

14.3 Matice jako linearni zobrazeni a soustavy
rovnic

Divame-li se na matici A jako na linedrni zobrazeni A : x — Ax, muzeme vyu-
zit dosavadnich vysledkl o linearnich zobrazenich k alternativnimu vykladu teorie
fesitelnosti linearnich soustav z ¢lanku 12.5. Napiiklad pfelozime-li tvrzeni (i) do
termint zobrazeni, zjistime, ze vyjadiuje zfejmou skutecnost, Ze soustava linearnich
rovnic ma teseni, pravé kdyz prava strana patii do oboru hodnot matice soustavy.
Tvrzeni (ii) zase vyplyva z dusledku 13.11, podle néhoz je feseni jediné, jestlize
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N(A) = {o}, tedy defekt d(A) = 0, coz je podle (13.1) ekvivalentni h(A) = n, kde
n je pocet neznamych. Tvrzeni (iii) 1ze dokonce prohloubit.

Véta 14.3. Necht A je matice typu (m,n) pro kterou plati d(A) > 0, necht b je
m-rozmérny sloupcovy vektor, necht Axy = b a necht (ny,...,ny) je baze N'(A).
Potom libovolné teseni soustavy Ax = b muze byt zapsdno ve tvaru

X =Xo+ang + ...+ agng. (14.1)

Diikaz. Podle véty 13.7 1ze libovolné feseni soustavy (13.4) zapsat ve tvaru x =
= X + n, kde n € NV (A). JelikoZ vektory ny, ..., ng tvoii bazi N (A), lze n zapsat
ve tvaru (14.1). O

Priklad 14.4. Najdéte vsechna TeSeni soustavy

T, + X9 + 2]73 + 3?[74 =0
r1 + X9 + X3 + 3£B4 =1 (142)
201 + 219 + 213 + 624 = 2

ve tvaru (14.1).

Reseni. Rozsitenou matici soustavy nejprve upravime na schodovy tvar

11230 11 23|0 11 23|0
[Alb]=|1113/1|rz—1; ~ |00 —10]|1 — (00 —10|1
2226|2|r3—2ry 00 —20|2 |r3—2ry 00 00/0
Z ného dostaneme Castecné feseni xo soustavy (14.2) fesenim soustavy
Ty + To + 2[[3 + 3{E4 =0
— I3 =1
tak, ze polozime napiiklad zo = 0 a x4 = 0. Dostaneme z; = 2, x3 = —1. Jelikoz

matice soustavy je stejna jako matice A v prikladu 14.2, mizeme pomoci feSeni
tohoto prikladu napsat libovolné feseni soustavy (14.2) pomoci parametri aq, s ve
tvaru
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14.4 Definice matice linearniho zobrazeni

V ¢lanku 14.1 jsme si ukézali, Ze libovolné linearni zobrazeni R™ do R" lze po-
psat pomoci vhodné matice. Nyni si ukdzeme, Ze pomoci matic miizeme popsat li-
bovolné zobrazeni prostorti konecné dimenze. Pouzijeme k tomu baze defini¢niho
oboru a oboru hodnot. Pro stru¢nost budeme v celém c¢lanku predpokladat, ze
U a V jsou dva vektorové prostory konecné dimenze s bazemi € = (eq,...,ey)
aF = (fi,...,f,).

Definice 14.5. Necht A : U4 — V je linedrni zobrazeni. Pak mtzeme vektory
A(ey), ..., A(e,) vyjadrit jako linedrni kombinace vektoru fi, . .., f, ve tvaru:

Aler) = anfi +---+ anf,

A<em> = almfl +--+ anmfn

Matici

nazyvame matici linedrniho zobrazeni A vzhledem k bdzim (€, F). Jestlize
U =YV a& = F pak budeme mluvit o matici linedrni transformace vzhledem
k bdzi & a misto [A]; o budeme psit strucné [A].

Indexy prvki a;; jsou zvoleny tak, aby pro kazdé linearni zobrazeni A : U — V
platilo

[Ale 7 = [[Ale))] 7 - [Alem)]£],

obdobné jako v ¢lanku 14.1, kde byly £ i F standardni baze. Z této rovnosti a z vlast-
nosti souradnic (11.1) a (11.2) plyne pro libovolny skalar «, pfipadné pro libovolné
dalsi linearni zobrazeni B : U — V), ze

[aA]g » = a[Alg £,
[A+ B]S,]—' = [A]g,f + [B]g Fr

»

Priklad 14.6. Necht P; je vektorovy prostor vsech mnohoclentt nejvyse druhého
stupné s bazi &€ = (eq, eq, €3), kde €1, €2, €3 jsou mnohocleny e;(x) = 1,e3(x) = x
a e3(r) = 2 Najdéte matici derivace

D:Ps>pr—yp €Ps.
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Reseni. Nejdifve najdeme soutadnice D(e;), D(e3) a D(e3) v bazi €. Jelikoz
D(ey)(x) =0, D(eg)(z) =1 a D(e3)(x) = 2z, miuzeme napsat piimo:

0=0-14+0-2 + 0-2?
1 1-1+0-2 + 0-22
2t =0-1+2-2 + 0-22

Souradnice D(e;1), D(e2) a D(e3) tvori zfejmé koeficienty na fadcich, které zapiseme
do sloupctu a dostaneme

[D]g =

o O O

1
0
0

S NN O

14.5 Souradnice obrazu vektoru

Predpokladejme nyni, ze U a V jsou dva vektorové prostory konecné dimenze s ba-

zemi € = (eq,...,e,) a F = (f,...,£,), 2 A: U — V je linedrni zobrazeni, x € U
a
T
x]e =
T,

Potom s pomoci definice linearniho zobrazeni, vztahu (11.1), (11.2) a definice souc¢inu
matice a vektoru odvodime postupné

[Ax)]r = [A(z1€1 + ... F Tpen)| = [T1A(er) + ...+ znAlen)] - =
= a1 [Aler)]y + .-+ am [Alen)] =[[Ale)]£, - - [Alen)] 7 ] [x]g =
= [A]g,f [X]w

tedy
[AX)] 7 = [A]¢ 7 [x]¢ - (14.3)

Poznamka. Je-lid =V a & = F, ma (14.3) tvar
[A)]e = [Al¢ [X]e - (14.4)

Priklad 14.7. S vyuzitim Teseni prikladu 14.6 vypoctéte soutadnice derivace li-
bovolného mnohoclenu p nejvyse druhého stupné pomoci soutadnic p v bazi £ =
= (e1,€9,€3), e1(x) = 1,e9(x) = x, e3(x) = 22
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Reseni. Mnohoélen p(z) = ax? + bx + ¢ ma v bézi £ soufadnice

010
Dl,=|00 2/,
0 00
plati
010 c b
[Ple = [Dple = [Dleple = | 0 0 2| | b | =] 2a
0 00 0
A
14.6 Matice slozeného zobrazeni
Necht U je vektorovy prostor konecné dimenze s bazi € = (eq,...,e,) a necht

A:U—UaB:U— U jsou linearni transformace. Pak s pouzitim vztahu (14.3)
a definice soucinu matic (5.6) odvodime

(AB)(e)e - [(AB)en)]e] = [[A(Blen)]e... [A(Ble)],] =

[Alg [Bled)le, ... [Ale [Blen)]e] = [Ale [[Blev)g .- .. [Blen)g] =
[ - [Blg [en]g] = [Al¢ [B]¢ [S{v e ,SH =

Plati tedy
[AB]; = [Al¢ [B]e - (14.5)

P1i odvozeni jsme pouzili toho, Ze soutadnice jednotlivych vektortt baze v téze
bézi jsou prvky prislusného sloupce jednotkové matice.

Priklad 14.8. S vyuzitim feseni prikladu 14.6 vypoctéte matici druhé derivace
D? = DD na prostoru P; viech mnoho¢lenti nejvyse druhého stupné v bazi £ =
= (e1,e9,€3), e1(x) = 1,e3(x) = 7, e3(x) = 2°.

Resend. V piikladu 14.6 jsme si ukdzali, ze derivace D ma v bazi £ = (ey, ey, €3)
matici

[D]g =

o O O
o O =
[eoll \V N an]
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Podle (14.5) tedy

[DQ]g = [DD]E = [D]g [D}g =
010 010 0 0 2
=10 0 2 0 0 2 000
0 00 0 00 000

14.7 Zména baze

Nyni se budeme zabyvat otazkou, jak se zméni souradnice vektoru a matice linear-
niho zobrazeni pri zméné baze.

Necht U je vektorovy prostor konecné dimenze a necht &€ = (eq,...,e,) a F =
= (fi, ..., f,) jsou dvé baze U. Necht A : U — U je libovolné linedrni zobrazeni a necht
C : U — U je linedrni zobrazeni, které kazdému vektoru e; baze £ prirazuje vektor
C(e;) = f;. Zobrazeni C tedy zobrazuje bazi £ na béazi F, takze podle dusledku
13.11 je C prosté a existuje C~ %

Nejprve si ukazeme, jak se zméni souradnice x; libovolného vektoru x pii pre-
chodu od baze £ k bazi F a obracené. K tomu si staci vSimnout, ze z

X =x1€+...+x,€,

plyne
C(X) = $1f1 + ...+ ﬁlj’nfn,

takze

Pomoci (14.4) odtud dostaneme
odkud s pouzitim oznaceni T = [C];' = [C~!] dostaneme
x|z =T[x- (14.6)

Matice T se nazyva matice zpétného prechodu od nové baze F k bazi &£.
Nyni mtzeme hledat vztah mezi [A], a [A] . Plati

Al = [[A®)] 5, - [AE)]F] = [TIAR)]e - TIA(E)]e] =
[AE)]e - [AE)]e] = T[[Al (Bl [Ale Bl =
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Plati tedy
(Al =TI[A], T (14.7)

Misto matice T muzeme uvazovat matici prechodu S = [C]. od ptvodni béze
& k bazi F. Mezi matici zpétného prechodu T a matici prechodu S plati vztah

TS = T[[C(el)](g ey [C’(en)]g} = [T filg,...,T [fn]g] = [[fl]f, . [fn]f] =1,
takze T = S~ Dosazenim do (14.6) dostaneme po tipravé
x]e = SX]£- (14.8)
Povsimnéme si, ze ndzvy matice prechodu a matice zpétného prechodu se vztahuji

k popisu zmény baze, nikoliv k popisu zmény soutadnic.

14.8 Podobnost matic

Vyse uvedend rovnost (14.7) je motivaci pro novy pojem.

Definice 14.9. Ctvercové matice A a B stejného fadu jsou podobné, jestlize
existuje regularni matice T tak, ze

A=TBT !

Uvahy ¢lanku 14.7 m@Zzeme shrnout pomoci nového pojmu do struéné véty.

Véta 14.10. Matice dané linedarni transformace v ruznich bdazich jsou podobné.

D4 se dokézat i tvrzeni, Ze jsou-li matice podobné, pak jsou maticemi néjaké
linedrni transformace v riznych béazich. Jelikoz podstatné charakteristiky linearnich
transformaci (napfiklad hodnost nebo defekt) nezévisi na bazi prostoru, dé se oc¢eka-
vat, ze podobné matice budou mit podstatné charakteristiky shodné. Pf¥ipomenme,
ze o vektoru se ze souradnic nedovime obecné vice nez to, je-li nulovy nebo nenulovy.

Snadno lze dokazat, ze kazda matice je podobné sama sobé, ze je-li A podobna B
a B podobna C, pak A je také podobna C, a konecné je-li A podobna B, pak jei B
podobné A. Napiiklad posledni tvrzeni vyplyva z ekvivalence rovnosti A = TBT !
aB=TAT.

14.9 Piiklady

Priklad 14.11. Pro linedrni zobrazeni D : P3 — Py definované predpisem
D(p)=2ax+b, VpePs: p(z)=ar’+br+c

sestavte matici vzhledem k bazim € = (eq, e, €3), €1 (z) = 1, €9 (x) = 1, e3 (x) = 22
aF = (f1, f2), f1 (x) = x+1, fo(x) = x—1. Naleznéte soufadnice obrazu mnohoélenu
p(z) = * — 22 + 3 vzhledem k bazi F.
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Reseni. Abychom mohli sestavit matici [D], 7 = [[D(e)]r,[D(e2)]5,[D (e3)l £,
musime nejdiive ur¢it obrazy vektoru baze &, tj. D (e;) =0, D (62) =1, D (e3) = 2.
Dale musime urcit souradnice téchto obrazti vzhledem k bazi F. Tzn. musime Tesit
3 rovnice

a1 fi +azfy =D (1),
Bifi + Bafa =D (e2),
Y1f1 +v2fe =D (e3) .
Tyto 3 rovnice maji stejné levé strany a lisi se pouze v pravych stranach. Proto
rozepiseme pouze prvni rovnici a ostatni budou analogické.
ap(z+1)+az(z—1)=0,
(o + ag) x4+ (o + az) = 0.

Toto vede na soustavu
o + oy = 0

oy — Qo = 0
Pro nezndmé [ a v se pak zméni pravé strany a tak mizeme fesit vSechny 3 tlohy
najednou pomoci Gaussovy-Jordanovy metody se 3 riznymi pravymi stranami.

1 11]00 2 L[t 1joo 2 .
I =1]0 1 0] rp—m 0 =20 1 =2 | —ir

n 1002r1—r2'_>10()%1:>
0 1/0 —3 1 0110 —5 1
5 ]
a; =10 5125 =1
= 1
\042:() 52:—5 Yo =1

Odtud
D= || wel=| 5] pen-] 1.

Hledana matice ma tedy tvar

Pokud chceme uréit souradnice obrazu vektoru p vzhledem k béazi F, pak nejdrive
3

vypocteme soufadnice [p]o = | —2 |, nebot p = 3e; — 2ey + e3. Pak
1

D@l =Dlerlle=| o 24 1 | 5 -15]

Lehce se da ovétit, ze D (p) =2z — 2 = 0f + 2f,. A
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Priklad 14.12. Je dano linearni zobrazeni D : P3 — P, z predchoziho prikladu.
Urcete takovy vzor p € Ps aby D (p) =« + 1.

Reseni. K feSeni vyuzijeme matici zobrazeni D, kterou jsme sestavili v predchozim
piikladé. Pro matici linedrntho zobrazenf totiz plati [D (p)]» = [D]¢ » [pl¢, kde & je
baze Ps a F je baze Ps.

Jelikoz soufadnice obrazu D (p) = x + 1 vzhledem k bazi F jsou [D (p)]» = [1,0]
mizeme soufadnice [pl, = [x1, Z2, x3] hledaného mnohoclenu p vzhledem k bazi £
ur¢it ze soustavy linedrnich rovnic [D]g z [ple = [D(p)] Resime tedy Gaussovou

eliminac¢ni metodou.
0 5 1|1 Loz ) [0 22
0 =2 1[0 ro+ny 00 2|1 0021

JelikoZ u neznamé x; neni vedouci prvek volime ji za parametr a tedy 1 =t¢, t € R.
Dale dostavame xo = 1, 23 = % Souradnice hledaného vzoru p vzhledem k bazi &
jsou tedy [plg = [t,1,3], Vt € R. Hledany vzor m4 tedy tvar

p(z) =ter (z) + lea (z) + 2ey (z) =t + 2+ 12°, VteR.

Priklady k procviceni
14.1. Je déno linedrni zobrazeni A : R? — R? predpisem

A([ZL‘l,:I}Q,SL‘g]) = [171 + 2x9, 329 + 4{[}3].

Naleznéte matici linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim £ a F, kde &£ je standardni
baze vektorového prostoru R3 a F = (fi, f;) je baze prostoru R?. Piitom f; = (1,2),
fr = (2,2).

14.2. Je déno linearni zobrazeni A : R* — R? definované piedpisy:
A([1,1,-1,0]) =1[0,0,0], A([1,2,—1,-2]) =[-1,-3,1],
A([1,0,0,—1]) =10,0,0], A([1,1,1,1]) =5,8,2].

Sestavte matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke standardnim bazim prostoru R* a R3.

Kli¢ k prikladiim k procviceni

—1

1
UL [Aler=| | 1
2

11
142 [Algr=| 2 1
0 1




120

Kapitola 15

Bilinearni formy

V 1. kapitole jsme si sestavili soustavu rovnic (1.6) pro neznamé potencialy zi, 2
obvodu z obr. 1.1. Soustava linearnich rovnic vSak neni jedinou moznosti, jak po-
psat elektricky obvod nebo jiny linearni problém. Ukazuje se, ze nékdy je vyhodné
prejit k jiné formulaci, ktera v nasem pripadé spociva v sec¢teni obou rovnic sou-
stavy vyndsobenych postupné | virtudlnimi® (myslenymi) potencidly y;,ys tak, Ze
dostaneme

— 221y1 + X1y + T2y1 — 3Tay2 = —10ys. (15.1)

Uloha najit feSeni z1,xy soustavy (1.6) je pak ekvivalentni tloze najit zq,zy tak,
aby rovnost (15.1) platila pro vSechna yy, ys.

Vyraz na levé strané rovnice (15.1) muzeme povazovat za funkei dvou promeén-
nych aritmetickych vektort x = [z1,xs] a y = [y1, y2], kterd je pfi jednom zafixova-
ném argumentu linearni ve druhém argumentu. To vSak je vlastnost, kterd ma smysl
pro kazdou funkci dvou argumentti z vektorového prostoru. Ukazuje se, ze takové
funkce jsou nepostradatelnym nastrojem pro vyjadreni fyzikalnich zdkont ve formé
vhodné pro numerické feseni technickych problémii pomoci takzvanych variacnich
metod. V tomto textu je vyuzijeme ke studiu geometrie vektorového prostoru.

15.1 Definice a priklady

Definice 15.1. Necht V je redlny vektorovy prostor. Zobrazeni B : V x V +— R se

nazyva bilinedrni forma, jestlize pro libovolné u,v,w € V a o € R plati:
B(u+v,w) = B(u,w) + B(v,w) (

B(au,v) = aB(u,v) (B2
) = B(u,v) + B(u,w) (
) = aB(u,v) (

B(u,v+w

B(u,av
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Bilinearni funkce je tedy pfi zvolené hodnoté jedné proménné linedrni funkci
druhé proménné. Muzeme ji povazovat za zobecnéni funkce z = axy dvou promén-
nych x a y na vektorové prostory.

Piiklad 15.2. Na prostoru ¥V = R3 sloupcovych vektorii dimenze 3 si definujeme
formu B predpisem, ktery kazdé dvojici vektori x = [x;] a y = [y;] pTifazuje

B(x,y) =x"y = 2141 + T2y + T3ys. (15.2)

Interpretujeme-li x jako silu a y jako drahu, pak B(x,y) je prace konand silou x po
draze y. Snadno se ovéri, ze B je bilinearni forma.

Priklad 15.3. Necht A = [a;;] je dana redlnd ¢tvercovd matice fadu 2. Pak zob-
razeni, které kazdé dvojici sloupcovych vektort druhého fadu x = [z;] a y = [y;]
pritazuje

B(x,y) = x'Ay = a;121y1 + a12T1Y2 + a2 Zay1 + a2Tays, (15.3)

je bilinearni forma.

Priklad 15.4. Necht F je vektorovy prostor vSech redlnych funkci. Pak predpis,
ktery kazdé dvojici funkci f € F a g € F pritazuje

B(f.9) = f()g(1) + f(2)9(2), (15.4)

definuje bilinedrni formu.

15.2 Klasifikace bilinearnich forem

Necht V je libovolny vektorovy prostor. Bilinearni forma B se nazyva symetrickad,
jestlize pro libovolné vektory u, v € V plati

B(u,v) = B(v,u)

a antisymetrickd, jestlize

B(u,v) = —B(v,u). (15.5)
Antisymetrické formy lze ekvivalentné charakterizovat téz rovnosti
B(u,u)= 0 (15.6)

pro libovolné u € V. Skutecéné, plati-li (15.6), pak
B(u+v,u+v)= B(u,v)+ B(v,u) =0,
odkud dostaneme (15.5). Obracené z (15.5) plyne

B(u,u) = —B(u,u),
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tedy plati (15.6).

Bilinearni formy (15.2) a (15.4) jsou zfejmé symetrické, zatimco forma (15.3) je
symetricka, pravé kdyz A = A'. Bilinearn{ forma (15.3) bude antisymetrickd, prave
kdyz A = —A', coz spliiuje napiiklad matice

01
-1 0|~
Bilinedrni forma (15.3) s touto matici spliuje

B(Xa }’) = T1Y2 — T2Y1 = —(911’2 — Yoq) = —B(y,x).

Kazdou bilinearni formu mtzeme vyjadrit ve tvaru souctu symetrické a antisy-
metrické formy, nebot

B(u,v) = =(B(u,v) + B(v,u)) + %(B(u, v) — B(v,u)).

N —

Bilinearni formy

DN | —

B%(u,v) = =(B(u,v) + B(v,u)) a B*(u,v)=-(B(u,v)— B(v,u))

DO | —

splnuji
BS(u,v) = B3(v,u) a B*u,v)=—-B*v,u).

Formy B® a B* se nazyvaji po fadé symetrickd &dst a antisymetrickd cdst
bilinearni formy B.

15.3 Matice bilinearni formy

Necht V je vektorovy prostor s bazi £ = (eq, ..., e,) a necht B je bilinedrni forma
na V. Necht x,y € V jsou dva vektory, které lze zapsat pomoci soutadnic ve tvaru

X=x1€1+ ... txTp€,, yY=y1€1+ ...+ yn€y.

Pak
B(Xuy) = B(mlel + -+ xneTMY) = xlB(elv}I) + +an(en7Y) =
B(ei,y) B(ei,yher +---+ yney)
:['Ila"'axn} :[xl,...,l'n] =
B(emy> B<en7y1e1 +e Tt ynen)
[ Blei,e)ys + -+ Bler,en)yn
= [ L1y Tn ] =
| B(ena 61)3/1 + - B(enyen>yn
i B(el,el)...B(el,en) Y1
- [ Liy-- 5 Tn ] )
Bl(ey,e1)...B(e,,e,) Yn
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coz muzeme pomoci oznaceni [B], = [B(e;, e;)] zapsat struéné ve tvaru

B(x,y) = [x]¢ [Blg [¥e - (15.7)
Matici [B]; nazyvame matici bilinedrni formy B v bazi €.

Priklad 15.5. Najdéte matici bilinearni formy (15.4) definované na prostoru P,
vSech mnohocleni nejvyse druhého stupné v bézi € = (e, e, e3), kde ei(z) =
=1, es(z) = z, e3(x) = 22 Vysledek vyuzijte k vycisleni B(p, q) pro p(x) =1 —x

aq(z) =a*—uz.

Resend. Podle vztahu (15.4) vypocteme postupné:

Bley,er) =er(ler(1) +e1(2)e1(2) =1-1+1-1=
B(ey,es) =e1(1)ea(1) +e1(2)ex(2) =1-14+1-2 =
Bley,e3) = e1(l)eg(1) +e1(2)es(2) =1-1+1-4=5
Bez, e2) = ez(1)ea(1) + e2(2)e2(2) =1-1+2-2 =
Bleg,e3) = ea(1)eg(1) +e2(2)es(2) =1-1+2-4=9
B(es,e3) = e3(1)es(l) +e3(2)es(2) =1-1+4-4=17

takze
2 3 5
Ble=1]35 9
59 17
Jelikoz
1 0
ple = | —1 a [qle=1| 1],
0 1
plati
2 3 5 0 2
Bp,g)=[1 -1 0] |35 9||-1|=[1-10]|4]|=-2
5 9 17 1 8
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15.4 Matice symetrické formy

Véta 15.6. Necht B je bilinearni forma na vektorovém prostoru V konecné di-
menze. Pak B je symetrickd, prave kdyZ matice B v libovolné bdzi £ prostoru V
splnuge

By = Bl (15.8)

Diikaz. Je-li B symetricka bilinedrni forma, pak B(e;,e;) = B(e;,e;) a vztah (15.8)
plati.

Obréacené, necht plati (15.8). Pak podle (15.7) pro libovolné vektory x,y € V
plati

= B(y, x),
takze forma B je symetricka. ]

Matice A, ktera spliiuje A = AT, se nazyva symetrickd matice, takze vétu lze
zformulovat strucné také tak, ze bilinearni forma na prostoru konecéné dimenze je
symetrickd, pravé kdyz ma v libovolné bazi symetrickou matici.

15.5 Zména matice bilinearni formy pri zméné
baze
Necht U je vektorovy prostor konecné dimenze a necht &€ = (eq,...,e,) a F =

= (f},...,f,) jsou dvé béze U. Necht S je matice prechodu od baze £ k nové béazi F,
takze pro libovolny vektor x € U plati podle (14.8)

x]e =S [x]~.

S pouzitim (15.7) dostaneme pro libovolné dva vektory x,y € U a bilinedrni formu
B nald

XI5 [Bl5 Iy]7 = B(x.y) = x| [Ble [y]e = x> S"[Bl¢ S [y -

Zvolime-li x = f; a y = f;, snadno si ovéfime, Ze prvky v ¢-tém fadku a j-tém sloupci
matic [B] > a ST[B]; S jsou stejné, tedy

[B]-=S"[B],S. (15.9)

Odtud dostaneme s pouZitim matice zpétného pfechodu T = S~! od baze F k bazi

£
Bl =T'[B];T. (15.10)
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15.6 Kongruentni matice

Vyse uvedend rovnost (15.9) je motivaci pro novy pojem.

Definice 15.7. Ctvercovd matice A je kongruentni s matici B, jestlize existuje

regularni matice T tak, ze
A =T'BT.

Uvahy predchoziho ¢ldnku miizeme shrnout pomoci nového pojmu do nésledujici
véty.

’Véta 15.8. Matice dané bilinedrni formy v ruznych bdzich jsou kongruentni.

Je mozno dokazat i tvrzeni, ze jsou-li matice kongruentni, pak jsou maticemi
néjaké bilinearni formy v rtznych bazich. Jelikoz podstatné vlastnosti bilinedrnich
forem (naptiklad symetrie) nezavisi na bazi prostoru, da se ocekavat, ze kongruentni
matice budou mit podstatné charakteristiky shodné.

Snadno lze také dokazat, ze kazda matice je kongruentni sama se sebou, ze je-li
A kongruentni s B a B kongruentni s C, pak A je také kongruentni s C, a konecné
je-li A kongruentni s B, pak je i B kongruentni s A.

Naptiklad je-li A kongruentni s B, pak po pfendsobeni rovnosti A = T'BT
zleva T~T = (TT)™! a zprava T~! dostaneme B = T~TAT ' Matice B je tedy
kongruentni s A, nebotf si miiZzeme snadno ovéfit, ze plati T~" = (T~!)".

15.7 Priklady

Piiklad 15.9. Rozhodnéte, zda-li bilinedrni forma B : R? x R?* — R definovana
predpisem

B(x,y) = x1y1 — T1y2 + 3Ty + 2x9ys — 2xoy3 — 223Y2 + HT3Yy3

je symetricka ¢i antisymetrickd, pripadné naleznéte jeji symetrickou a antisymetric-
kou cast.

Resent.

B(y,x) = 1121 — Y102 + 3y221 + 2y2xy — 2yox3 — 2y3T2 + Dysrs =
= T1Y1 + 3T1Y2 — Tay1 + 2T2y2 — 222Y3 — 2w3Y2 + Sw3Y3.

Odtud je patrné, Ze B(x,y) # B(y,x) ani B(x,y) # —B(y, x), Vx,y € R3. Biline-

arni forma tedy neni ani symetricka ani antisymetricka.
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Nyni uréime jeji symetrickou a antisymetrickou c¢ast.

BS(X7Y> = %(B(X7 Y) + B(va)) -
1

= 3 (xlyl — 1Yo + 3T2y1 + 222ys — 229Yy3 — 223y + DT3y3+

+ 21y1 + 311y — x2y1 + 220Yys — 2x2y3 — 2T3Y2 + 5x3y3) =
1

=3 (22191 + 221y2 + 20911 + dxoys — daoys — 4x3ys + 1023y3) =

= 21Y1 + T1Y2 + Talh + 222y — 229Y3 — 2T3Y2 + DT3Ys3

BA(X7 Y) = % (B(va) - B(y7 X)) =

1

= 5 <x1y1 — T1Y2 + 3T2y1 + 222y2 — 222y3 — 2X3Y2 + ST3Y3

— T1Y1 — 3T1Y2 + Doy — 2X2Y2 + 222y3 + 223y — 5x3y3) =

1
~ 9 (—4z1y2 + 4x9y1) = —271Y2 + 27241

Snadno se da oveérit, ze opravdu plati B(x,y) = Bs(x,y) + Ba(x,y). A
Piiklad 15.10. Naleznéte kvadratickou formu p¥islusnou k bilinedrni formé B : R3 x|}
x R3 — R definované pfedpisem

B(x,y) = 1191 — T1y2 + 3Tay1 + 2T2Yy2 — 2T9y3 — 273Y2 + HT3Y3.
Resend.

QB(X) = B(X, X) =T1x] — T2 + 31’2371 + 2I2$2 — 2.1’2;U3 — 21’31’2 + 5563%3 =

= x% + 2x129 + 2933 —4dxoxs + 593%.
Kvadratickd forma prislusna k bilinedrn{ formé B m4 tedy tvar Qp(x) = 3 +2x1 29+
+ 223 — dwoxz + STl A

Priklad 15.11. Naleznéte matici kvadratické formy @) z predchoziho prikladu vzhle-
dem ke standardni bazi. Pomoci této matice urcete Q(x), x = [1, 2].

Reseni. Pro nalezeni matice kvadratické formy musime znat symetrickou c¢ast bi-
linearni formy k niz kvadraticka forma () prislusi. Tuto cast jsme vsak jiz nalezli
v predchozim prikladé a mé tvar

BS(X7 Y) = 4xy1 — 2x1Yy2 — 222y1 + 3T2Y.

Déle pripomeneme, Ze standardni bézi S = (s!,sl) tvoii sloupcové vektory jed-
notkové matice. Matice symetrické ¢asti bilinearni formy prislusné ke @) ma tedy
slozky:
1§ =4.1.1-2-1-0-2.0-1+3-0-0=4
Bs(sl,s)=4-1.0-2-1-1-2-0-0+3-0-1= —2= Bg(sk,sl)
lsl)=4.0.0-2-0-1-2-1-04+3-1-1=3
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Matice kvadratické formy ma tedy tvar
4 =2

Pro urceni obrazu kvadratické formy potirebujeme znat souradnice vzoru vzhledem
ke standardni bazi. To je ovSem trivialni nebot [x]s = x.

Qb = bk =2 | 4 |y | —na|f ] -

Vskutku Q(x) = 42? — dwwo + 323 =4-12—4-1-2+3-22 =8. A

Priklady k procviceni

15.1. Je déna bilinearni forma B na Pj predpisem B(p,q) = p(0)q(1), Vp,q € Ps. Pomoci
matice bilinedrni formy naleznéte obraz B(p,q) kde p(x) =z + 1, g(z) = 2? + x — 1.

15.2. Naleznéte matici kvadratické formy @) z predchoziho ptikladu vzhledem k bazi £ =
= (61,62), e = [1, 1], €y = [1, —1].

15.3. Je déna bilinedrni forma B : R? x R? — R definované vztahem

B(x,y) = z1y1 — 2z1y2 + 321Y3 — Z2y3-

a) Urcete jeji symetrickou a antisymetrickou ¢ést.

b) Uréete matici bilinedrni formy B vzhledem ke standardni bézi, matici symetrické
casti B a matici antisymetrické ¢asti B.

15.4. Rozlozte matici bilinearni formy

3
A= -2
4

= o o

2
3
5
na soucet matice symetrické a antisymetrické casti.

Kli¢ k prikladdm k procviceni

15.3. a) Bg(x,y) = 2151 — T1y2 + 5T1y3 — T2y1 — 5T2y3 + ST3Y1 — 5T3Y2,

Ba(x,y) = —z1y2 + %901y3 + x2y1 — %962y3 - %903211 + %363212
1 -2 3 1 -1 3 0o -1 3
b) [Blg=|0 0 —-1|,[Bslg=|-1 0 -1 |,Bas=|1 0 -3
0 0 0 5 -3 0 -3 1 0
3 23 0 4 -1
154 A=2 0 2|+ -4 0 1
3 25 1 -1
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Kapitola 16

Kvadratické formy

Dosadime-li do bilinearni formy za oba argumenty tentyz vektor, dostaneme specidlni
funkci jedné vektorové proménné. Napriklad pro y; = z1 a y» = 2o dostaneme na
levé strané rovnice (15.1) funkei jedné vektorové proménné x = [z, x3] ve tvaru

Q(x) = =227 + 2z,79 — 375. (16.1)

Ukazuje se, ze takové specialni funkce mohou v nékterych dilezitych pripadech na-
hradit ptuvodni bilinedrni formu. Prechod ke skalarni funkci jedné vektorové pro-
ménné je zakladem takzvanych energetickych metod feseni technickych problému
a usnadnuje feseni nékterych dalsich tloh, jak si v tomto textu ukazeme napriklad
na reseni nekonzistentnich soustav.

16.1 Definice a priklady

Definice 16.1. Necht V je vektorovy prostor a nechf B je bilinedrni forma na V.
Zobrazeni Qg definované pro libovolné x € V predpisem

Qp(x) = B(x,x)

se nazyva kvadratickd forma prislusna bilinearni formé B. Kvadratickou formou
budeme struéné nazyvat zobrazeni () definované na V, pro které existuje bilinearni
forma B na V tak, ze ) = (). Kvadratickou formu miizeme povazovat za zobecnéni
funkce y = ax? na vektorové prostory.

Piiklad 16.2. Na prostoru ¥V = R? sloupcovych vektori dimenze 3 je definovdno
zobrazeni @), které kazdému vektoru x = [xz;] pfifazuje

Q(x) =x"x = 17 + 23 + 23, (16.2)

coz je kvadratickd forma piislusna bilinedrni formé definované rovnosti (15.2). In-
terpretujeme-li x jako polohovy vektor, pak Q(x) je druhd mocnina jeho délky.
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Priklad 16.3. Necht A = [a;;] je dand redlna Ctvercova matice fadu 2. Pak zobra-
zeni, které kazdému sloupcovému vektoru x = [z;] dimenze dvé pritazuje

T 2 2
Q(X) = AX = aul’l + ((112 + (121)I1$2 + CLQQQL’Q
je kvadratickd forma piislusnd bilinedrni formé definované rovnosti (15.3).

Priklad 16.4. Necht F je prostor vSech realnych funkci. Pak predpis, ktery kazdé
funkci f € F pritazuje

Q(f) = f(1)* + f(2)% (16.3)

definuje kvadratickou formu pfislusnou bilinedrni formé definované rovnosti (15.4).

16.2 Zakladni vlastnosti

Necht V je redlny vektorovy prostor. Jelikoz pro kazdou bilinearni formu B na V),
x € V aredlné o plati B(ax, ax) = o?B(x,x), plati pro kazdou kvadratickou formu
@ naV, x €V arealné o rovnost

Q(ox) = a*Q(x).

Odtud bezprostiedné plyne, ze

Q0) =Q(0-0) =0

a ze obor hodnot H(Q) kazdé kvadratické formy ) obsahuje s kazdym ¢islem i jeho
nezaporné nasobky. Obor hodnot nulové kvadratické formy definované predpi-
sem @(x) = 0 obsahuje pouze ¢islo 0.

Pro kazdou bilinearni formu B na V a libovolné x,y € V plati také

B(x+y,x+y)=B(x,x)+ B(x,y) + B(y,x) + B(y,y),

takze

BS(x,y) = (@e(x+y) — Qs(x) —Qsly)). (16.4)

(Bx.y) + Bly.x) = 5

N | —

JelikoZ pro libovolnou symetrickou bilinedrni formu B na V plati B = BS plyne
z (16.4), ze kazda symetrickd bilinedrni forma B na V je plné urcena svou kvad-
ratickou formou. Pri studiu kvadratickych forem se mizeme omezit na kvadratické
formy prislusné symetrickym bilinearnim formam, nebot pro libovolnou bilinearni
formu B na V a x € V plati

Qp(x) = B5(x,x). (16.5)
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16.3 Matice kvadratické formy

Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze s bazi € = (eq,...,e,) a necht @
je dana kvadraticka forma prislusna bilinedrni formé B. Pak miizeme pro libovolny
vektor x € V vy¢islit hodnotu @ (x) pomoci jeho souradnic a matice bilinearni formy
B vzhledem k béazi £ ze vztahu

Q(x) = B(x,x) = [x]¢ [Bl¢ [x]; .

ktery dostaneme z (15.7). Je proto pfirozené povazovat matici [B], za matici kvad-
ratické formy ) prislusné bilinedrni formé B v bazi £. Podle (16.5) vsak kvadraticka
forma pifslusnd B prislusi téz symetrické ¢asti BS bilinedrni formy B. JelikoZ matice
libovolné symetrické formy v dané bazi je symetricka, je vyhodné definovat matici
kvadratické formy (Qp prislusné k bilinearni formé B jako symetrickou matici

[QB] = [BS} .

Pri studiu matic kvadratickych forem se tedy miizeme omezit na symetrické matice.

16.4 Diagonalni tvar matice kvadratické formy

Jednim z dilezitych problémt pii studiu kvadratickych forem je urcit, jakych hodnot
muze nabyvat dana kvadraticka forma. Na tuto otazku mizeme snadno odpovédeét,
mame-li matici kvadratické formy v diagonalnim tvaru, nebot pak se hodnota kva-
dratické formy v daném vektoru vypocte jako soucet druhych mocnin souradnic
tohoto vektoru, tedy kladnych ¢isel, nasobenych diagonalnimi prvky. Tak naptiklad
hned vidime, ze kvadraticka forma (16.2) nabyva kladné hodnoty pro libovolny vek-
tor x # o.

Neni-li matice kvadratické formy v diagonalnim tvaru, nemizeme obvykle najit
jejl obor hodnot bezprostiedné, avsak miizeme se pokusit upravit formu na tvar, ze
kterého lze obor hodnot poznat. Napriklad doplriovdanim ctvercu formy () definované
rovnost{ (16.1) dostaneme pro x = [z1, x2]

1 1)) 1
Q(x) = —223 4 2179 — 305 = —2 (I% — 214 (5@) + (§$2> ) + §x§ — 33 =

1 \* 5
= -2 (ml — §x2> — 5(173,

takze Q(x) < 0 pro x # o.
Upravu, kterou jsme pouzili pii redukei ¢ na linearni kombinaci mocnin, mtizeme
popsat jako zménu baze. Zapiseme-li si substituci y; = 1 — %xg,yg = 19 ve tvaru

y=Txs
N R A T 0 1

(16.6)



16.5 Kvadratické formy v R? 131

a viimneme-li si, Ze x = [x]g, kde & = (s}, s}) je standardn{ béze R?, pak miZeme
povazovat y za soufadnice x v nové bazi € = (e, e3), ktera je urcena matici zpétného

prechodu T od € k S. Podle (15.10) tedy plati

[Q]s =T [Q]sTv

coz si mizeme ovérit také vyhodnocenim rovnosti

R Y i I |

K matici zpétného prechodu T miizeme urc¢it matici prechodu S od baze S k bazi

|13
S—T _{01,

&

kterou mizeme také zapsat ve tvaru S = [C]g pomoci matice linedrniho zobrazeni

C' zobrazujicitho bazi S na novou béazi £. Odtud
1) |1
O |0

H1=[1)

Jelikoz @ je kvadraticka forma prislusnd symetrické bilinearni formé

e1 = [ei]s = [C]s [s1] = [ é

— ol

— ol

e; = [es]g = [Cls [Sg] = { (1)

B(x,y) = —221y1 + 21Y2 + T2t — 332y,
muzeme overit vypoctem, ze
5

B(ebel) = -2, B(ehez) = B(emel) =0, B(eZ,eg) = —57

tedy

Qle = [Qs]; = { :

16.5 Kvadratické formy v R?
Libovolnou kvadratickou formu na R? miizeme zapsat budto pomoci slozek ve tvaru
Q(x) = ar} + 2bx 115 + ca3, (16.7)

nebo maticové ve tvaru
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Matici A pfitom miiZeme povazovat za matici ) ve standardni béz{ S = (s!,s}).
Budeme se zabyvat otazkou, na jaky tvar lze redukovat matici A prechodem ke
vhodné nové bazi. Pro zjednoduseni vykladu se omezime na hledani redukovaného
tvaru vhodného nasobku formy @), takze pro nenulovou formu miuizeme predpokladat,
ze néktery nenulovy koeficient formy @) je roven jedné.

Predpokladejme nejprve, ze a = 1, takze doplnénim c¢tvercii mizeme upravit
(16.7) na tvar

Q(x) = (a:? + 2x1(bzy) + (bx2)2) + (¢ — b¥)a3 = (z1 + bxa)* + (c — b*)a3.
Budeme rozlisovat dva ptipady. Jestlize ¢ — b? # 0, pak pomoci substituce
Y1 = X1+ bxo, Y = \/m:m (16.8)
dostaneme jeden z tvart
Qx)=yi +v3, Q) =yl -y

Zapiseme-li si substituci (16.8) v maticovém tvaru y = Tx s

X1 Y1 1 b
X = s prmng s T = y
{1 Y {y} [ |c—b2\1
muzeme provedenou upravu zapsat téz v maticovém tvaru
Q(x) = x'Ax = x' T'DTx = y' Dy, (16.9)

kde D je jedna z matic

Dlz{éﬂ, DQZH _(1’] (16.10)

Matici T pritom muzeme povazovat za matici zpétného prechodu od nové baze £
ke standardni bazi §, takze plati

y=K=TKs=Tx, [Q=D, Qx)=I[x][Q[x]:=y"Dy.

Jestlize ¢ — b®> = 0, pak pomoci substituce y; = x1 + bxs, y» = x5 dostaneme
Q(x) = y?. Zapiseme-li si tuto substituci opét v maticovém tvaru s

1 b
=[]

muzeme provedenou ipravu zapsat téZ v maticovém tvaru (16.9) s

D:H 8] (16.11)
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Ukazuje se, ze kazda nenulova kvadratickd forma (nebo jeji ndsobek) ma ve
vhodné bazi jednu z matic (16.10) nebo (16.11). Pro a = 0 a ¢ # 0 stadi zopakovat
predchozi tvahy s tim, ze zaménime a s ¢ a x1 s xo. Pokud a = ¢ = 0, pak pro
vhodny nésobek @ bude b = 1/2. Polozime-li

T1=Y1 t Y2, To=Y1— Y2,

dostaneme

Odtud najdeme transformaci

1 1

Y1 = 5(1’1 +CU2)7 Yo = 5(1’1 - 332),

kterou muzeme povazovat za prechod k souradnicim v nové bazi s matici zpétného
prechodu
171 1
=3 [ 1 -1 } '

Pfimym vypoctem si lze ovérit, ze plati (16.9) s matici D = Dy z (16.10).

Zahrneme-li do nasich tivah i nulovou kvadratickou formu, dojdeme k zavéru, ze
kaZdou kvadratickou formu na R? mtiZeme redukovat vhodnou substituci ¢ precho-
dem k jiné bézi na jeden z tvart

Ql(X) = ZL‘% + $gv Q2(X) = 1’% - xgv Q3(X) = x%: Q4(X) =0,

ktery lze identifikovat z hodnot, jichZ miZe nabyvat forma @ na mno%iné R?\{o}.
Kazdy z téchto tvart ma charakteristicky nézev, ktery je uveden na obr. 16.1 spolu
se znazornénim grafu z = Q(x).

16.6 Pozitivné definitni kvadratické formy

Mimoradny vyznam v aplikacich maji kvadratické formy, jejichz obor hodnot tvori

nezaporna c¢isla, takze je lze povazovat za zobecnéni eliptické a parabolické formy
z obr. 16.1.

Definice 16.5. Kvadraticka forma () na vektorovém prostoru V se nazyva pozi-
tivné definitni, jestlize pro libovolné x € V, x # o plati Q(x) > 0. Jestlize pro
libovolné x € V plati Q(x) > 0, pak se ) nazyva pozitivné semidefinitni.

Priklad 16.6. Kvadraticka forma (16.2) je pozitivné definitni.

Priklad 16.7. Kvadraticka forma ¢ = —Q, kde @ je definovina rovnosti (16.1), je
pozitivné definitni. Vyplyva to z Gpravy formy na tvar (16.6).
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Z
= x12 + x%
0(x)
X2 X X
C 2, .2 — _ 2.2
a) Eliptickd forma Q(X) =x; +x;5 b) Hyperbolickd forma Q(X) =X] —X;

N
N\ 4
N/

c¢) Parabolicka forma Q(X) = x12 d) Nulova forma 0(x)=0
Obr. 16.1: Kvadratické formy na R2.

Priklad 16.8. Kvadratickd forma (16.3) také nabyva pouze nezapornych hodnot,

avsak Q(f) = 0 naptiklad pro nenulovou funkci f(x) = (x — 1)(z — 2). Kvadraticka
forma (16.3) je proto pouze pozitivné semidefinitni.

Je-li V je vektorovy prostor konecné dimenze s bazi £ a je-li () je pozitivné
definitni kvadraticka forma, pak pro libovolné x # o plati [x|. # o a

Q(x) = [x]; [Ql¢ [x]g > 0. (16.12)

Nerovnost (16.12), kterou splnuje matice pozitivné definitni kvadratické formy, ma
smysl pro kazdou symetrickou matici A, kterou budeme nazyvat pozitivnée defi-
nitni, jestlize pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati x'TAx > 0, a pozitivné
semidefinitni, jestlize x'Ax > 0 pro libovolny sloupcovy vektor x. Kvadraticka



Priklady k procviceni 135

forma je tedy pozitivné definitni (semidefinitni), pravé kdyz je jeji matice v libovolné
bézi pozitivné definitni (semidefinitni).

Kazda pozitivné definitni matice ma kladnou diagonélu. Skutecné, je-li A = [a;;]
pozitivné definitni matice, pak pro libovolny sloupec s = s! jednotkové matice plati
0< STAS = Qy;-

Je-li D diagonalni matice s diagondlnimi prvky dy,...,d, a x = [z;], pak
x' Dx = dyjaz3 + ... +d,2>.

Matice D je tedy pozitivné definitni, pravé kdyz d; > 0,...,d,, > 0. Jelikoz pozitivni
definitnost je vlastnost kvadratické formy, kterd se prenasi na matice kvadratické
formy, plyne odtud, ze symetricka matice kongruentni s diagondlni ma-
tict je pozitivné definitni, pravé kdyzZ tato diagondlni matice md kladné
diagondlni prvky. Obdobné tvrzeni plati i pro pozitivné semidefinitni matice.

S dalsimi vlastnostmi pozitivné definitnich matic se budeme seznamovat po-
stupné v dalsich kapitolach.

Priklady k procviceni

16.1. Je dana bilinearni forma B : R? x R? — R definovand vztahem
B(x,y) = x1y1 + 3z1y2 + 5x2y1 — 3x2Y>.
Najdéte kvadratickou formu piislusnou bilinedrni formé B a jeji matici ve standardni
bézi.
16.2. Je déna bilinearni forma B : P» X P, — R definovana predpisem
B(p(z), q(x)) = p(=1)q(2) + p(2)¢(1)
a) Naleznéte matici bilinedrni formy vzhledem ke standardni bazi € = (22, z,1) a potom
naleznéte matice jeji symetrické a antisymetrické ¢asti.
b) Uréete obraz dvojice polynomii p(x) = —3x2 + 5z + 2 a q(x) = 42% — 2u.

c) Je kvadratickd forma Q v P, dana predpisem Q(p(z)) = 8a? + 2¢? +4ab+ 10ac+ 4be,
piislusnd k bilinedrni formé B, jestlize p(z) = az? + bx + ¢? Své tvrzeni zdivodnéte.

Kli¢ k prikladéim k procviceni

16.1. Q(x) = 22 + 8x129 — 323, [Qlg = [ 1 4 ]

4 -3
8 6 5 8 25 0 4 0
162.a) [Blg=| -2 0 =1 |, [Bslg=|2 0 1|, [Balg=| -4 0 —2
5 3 2 5 1 2 0 2 0
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Kapitola 17

Kongruence symetrickych
a diagonalnich matic

V ¢lanku 15.6 jsme si zavedli pro symetrické matice relaci kongruence a ukazali jsme
si, ze jakékoliv kongruentni matice miizeme povazovat za souradnice téze kvadratické
formy v rtznych bazich. Pro kvadratické formy na prostoru dimenze dvé jsme si
dokonce dokazali, ze mezi symetrickymi maticemi dané kvadratické formy v rtznych
bazich je vzdy diagonalni matice, pricemz pocet jejich kladnych ¢i zapornych prvka
nezavisi na volbé baze. V této kapitole si tyto vysledky zobecnime a ukazeme si
efektivni vypocetni postupy pro nalezeni diagonalni matice, ktera je kongruentni
s danou symetrickou matici.

17.1 Diagonalni redukce pozitivné definitni ma-
tice

Pro dalsi studium kongruenci pouzijeme elementarni fadkové operace a jejich mati-
covy zapis. Novinkou vsak bude to, ze ke kazdé elementarni operaci budeme nasledné
uvazovat jeji sloupcovou variantu a misto o elementarnich operacich budeme mluvit
o elementdrnich kongruencich. Je-li tedy T matice nékteré elementarni ope-
race s Ffadky ¢tvercové matice A (viz Cldnek 6.1), pak matici upravenou prislusnou
elementérni kongruenci lze zapsat ve tvaru TAT'. Spojime-li toto pozorovani s po-
stupy, které jsme pouzivali pri studiu LU rozkladti, snadno dokazeme nasledujici
tvrzeni, které lze pouzit k ovéreni pozitivni definitnosti matice nebo k feseni sou-
stav s pozitivné definitni matici.

Véta 17.1. Necht A je pozitivne definitni matice. Pak existuje requldrni dolni
trojuhelnikovd matice L a diagonalni matice D s kladnou diagondlou tak, Ze

LAL' = D. (17.1)
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Diikaz. Necht A = [a;;] je dand pozitivné definitni matice fadu n. V ¢lanku 16.6
jsme si ukazali, ze kazda pozitivné definitni matice ma kladné diagonalni prvky,
takze ay; > 0.

S pomoci maticového zapisu elementarnich operaci najdeme, stejné jako v ditkazu
véty 7.2, dolni trojuhelnikovou matici Ly, pro kterou plati

aij; A2 ... Qip
0 al a
22 2n
LA = o
1 1
0 a, ... ap,

Jelikoz A je symetricka, plyne odtud, ze matice (LlA)T = ALT1 ma stejny prvni
sloupec jako A, takze

T aiq o
L,AL, = [ o A, } : (17.2)
kde
ayy ... ai,
A= S
aly ... al,

Matice A je vSak nejen symetricka, jak je patrné z (17.2), nybrz i pozitivné definitni,
nebot pro kazdy vektor
[ 0 ]
X = ,
y

0< XTLlALTlx =y'Ay.

kde y # o, plati

Opakovanim tohoto postupu najdeme dolni trojihelnikové matice L, _1---L;
tak, ze pro
L=L,, L

plati (17.1). Jelikoz L je soucin reguldrnich dolnich trojihelnikovych matic, je L
podle ¢lanku 7.2 také dolni trojuhelnikova matice. O

Dtikaz je zaloZzen na mirné modifikaci postupu uvedeného v ¢lanku 7.4 a dava
nam soucasné navod, jak L a D nalézt.

Priklad 17.2. Najdéte diagonalni matici D, ktera je kongruentni s pozitivné defi-
nitni matici
2 —1 0
A=| -1 2 —-1]. (17.3)
0 —1 2
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Reseni. Matici A upravime spolu s jednotkovou matici na horni trojihelnikovou
matici. Dostaneme:

[ 2 -1 0100 2 -1 0/100
(AT =-1 21010+t~ |0 §-1]f10 -
| 0 -1 2/001 0 —1 2[00 1]r3+2r
[2 -1 0|1 00
=10 2 -1]1 10
411 2
L0 0 3]5 3 1
Snadno si ovérime, ze pro
100 2 0 0
L= 10|, D=|0 20 (17.4)
1 2 4
12 00 4
plati
100 2 -1 0 111
LAL' = |1 10 -1 2 -1||01 2|=D
1 2
12 0 -1 2 0 1
A

17.2 LDL' rozklad a feSeni soustav

definitni matici

s pozitivné

Rozklad (17.1) je zdkladem efektivnich algoritmi pro feseni soustav s pozitivné
definitnimi maticemi, nebot je ekvivalentni rozkladim

A'=L'D'L ncho A=LDL', L=L71
Priklad 17.3. Vyuzijte feseni prikladu 17.2 k Teseni soustavy:
201 — X9 =1
—r1 + 229 — 3 =0 (17.5)
—T9 + 223 =1

Reseni. Matice soustavy A je déna rovnosti (17.3), takZe pro L a D definované
rovnosti (17.4) plat{f LAL" = D a A = L''DL™". Oznac¢ime-li si b pravou stranu
soustavy (17.5), muzeme si vyjadiit jeji feseni ve tvaru

133|300 ({100]|]1 1
x=A"b=L"D'Lb))=|012||020||s10]||0|=]|1
001|003 |]531][1 1

Soustava (17.5) mé tedy Teseni x; = 1,29 = 1,23 = 1.
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17.3 Kongruence symetrické a diagonalni matice

Doplnénim dikazu véty 17.1 mizeme dokéazat, ze kazda symetrickd matice je kon-
gruentni s diagonalni matici.

Véta 17.4. Necht A = [a;j] je symetrickd matice. Pak existuje reguldrni matice T
a diagonalni matice D tak, Ze

TAT' = D. (17.6)

Diikaz. Necht A = [a;;] je symetrickd matice fadu n. Jestlize a;; = 0 a néktery
mimodiagonalni prvek a;; = ay; je nenulovy, pak pri¢tenim nebo odec¢tenim i-tého
radku k prvnimu fadku a néslednym provedenim obdobné operace se sloupci mizeme
dostat do levého horniho rohu nenulovy prvek. Mtizeme se o tom presvédcit ipravou

1 1 l 1 l

1 0 ay; s 1 2(1/(11'1 + 04261,“‘ a1; + aag;
Ul i ag
S1 + as;

a;1 + aag; Qi
kde jsme pro prehlednost vynechali tfadky a sloupce matice A, které neovlivni
prvek v levém hornim rohu upravené matice, a dosazenim o = 1 nebo a = —1.
Maticovy zapis takové tipravy ma tvar

A = [a;] = G1AG],

7 ;1 (077 )

r, + ar; - 1 [ aa; a1; + aag;

kde ay; # 0 a G je matice tvaru (6.2), kterd pri nasobeni zleva realizuje pricteni
prvniho tadku k i-tému radku nebo odecteni prvniho radku od i-tého radku, tedy
G1 = G21<1> nebo G1 = Gzl(_1> Pokud a1 7£ 0, pak poloiime G1 =Ia

A=A =GAG].

Jelikoz ay; # 0, pak najdeme, stejné jako v ¢lanku 17.1, dolni trojihelnikovou

matici L tak, ze

AyT _ | @11 O

par - [ o)
Pro
T1 = L1G1

tedy plati

T | a1 o

Cely postup muzeme opakovat, nejprve s matici A, k postupné eliminaci mimodi-
agonalnich prvki, az po n — 1 krocich dostaneme pro

T=T,4---T
rovnost (17.6). O
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Dikaz véty ukazuje, jak lze najit diagonalni matici, ktera je kongruentni s danou
symetrickou matici.

Priklad 17.5. Najdéte regularni matici T a diagondlni matici D tak, aby pro matici

01 0
A=1|10 1
010
platilo
TAT' = D.

Reseni. Matici A nejprve upravime na diagonalni tvar pomoci elementarnich kon-
gruenci. Dostaneme postupné:

[0 107141, 1 11 211
101 — 1 01 —~ (101 rQ—%rl»—>
1010 |0 10 | 110 rg—%rl
S1 + S9
[ 2 1 1 [2 0 0 [ 2 00
=10 -3 : =10 -1 2 > 0 -1il~
_O % —% _0 %—% 1"3"—1'2 L 0 00
sg—%sl Sg—%Sl So + 83
[2 00
=10 —30
[0 00

Matici T najdeme tak, ze fadkové operace, které jsme pouzili k tpravé A, po-
stupné provedeme na jednotkové matici. Dostaneme tak

100 |r+r (110 1 10
010 =101 0|rp—43rp — | —3 10 >
0 0 1 _O 01 rg—%rl —% —% 1 Is + Iy
[ 110
11
| -1 0 1
Snadno si ovérime, ze plati
2 00
TAT' = |0 -1 0| =D
0 00
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Disledek 17.6. Necht Q) je libovolnd kvadratickd forma na vektorovém prostoru
konecné dimenze. Pak existuje baze F prostoru V tak, Ze [Q]z je diagondin.

Diikaz. Necht & je libovolna béze prostoru V. Jelikoz [Q]. je symetrickd matice,
existuje podle véty 17.4 reguldrn{ matice S tak, ze S [Q], ST = D, kde D je diagonalni
matice. To viak je pro S = ST ekvivalentn{ vztahu ST[Q]; S = D. Je-li F béze V
definovand maticf prechodu S, pak podle (15.10) plati [Q] - = ST[Q]. S = D. O

17.4 Zakon setrvacnosti kvadratickych forem

Nasledujici véta nam tika, ze kongruence zachovava i pocet kladnych, zapornych
a nulovych prvki na diagondle. Poznamenejme, Ze toto tvrzeni jsme si uz ukazali
pro pozitivné definitni matice a symetrické matice radu dvé.

Véta 17.7. Necht D a E jsou diagondlni matice radu n s diagondlami dy, . .., d,
aeiq,... e, Necht T je requldrni a D = TTET. Pak pocet kladnijch, zdporniych
1 nulovych prvkiu na diagondldch obou matic je shodnyg.

Diikaz. Jelikoz nasobeni regularni matici zachovava hodnost matice, mizeme pred-
pokladat, ze obé matice maji stejny pocet h nenulovych prvkia. Budeme také pred-
pokladat, ze diagondly jsou usporadany tak, ze

dy >0,...,d, >0, dpy1 <0,...,d, <0

e1 >0,...,e>0, €441 <0,...,¢e, <0.

V opac¢ném pripadeé je preusporadame pomoci elementarnich kongruenci odvozenych
z vymény tadki. Dale budeme predpokladat, ze T je regularni matice takova, ze

D = T'ET. (17.7)
Kdyby p < q, pak by existovalo feSeni x soustavy rovnic
1 =0,...,2, =0, quHx:O,...,rgx:O,

které ma nékterou z prvnich A slozek nenulovou, nebot podle predpokladu je rovnic
méné nez h. Musi to byt ziejmé nékterd ze slozek xp41,. ..,z takze plati

x Dx < 0, x T'ETx > 0,

coz je spor s (17.7). O
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17.5 Priklady

Priklad 17.8. Urcete bazi v niz ma kvadratickd forma
Q(x) = (1 + 22)° + (w2 — 223)" + 23
diagonalni matici.

5 o C T . ‘1z
Resent. Pokud si uvédomime, ze x = [x]s = [x1, 22, 23] , kde S je standardni baze
R3 a oznacime-li

Y1 = T1 + T2 Y1 11 0 1
Yo = X9 — 2x3 = Y2l = 01 =2 To| <= [X]E = T[X}S
Ys = T3 Y3 00 1] [z
11 0 U1
kde T= |0 1 —2| a[x]g = |y2| jsou soufadnice vektoru x vzhledem k néjaké
0 0 1 Y3

bazi E = (e1,eq,e3). Matice T se obvykle nazyva matice prechodu od standardni
baze S k nové bazi E. VSe uvedenou substituci dostavame kvadratickou formu ve
tvaru Q(x) = y? + y3 + 3. Tento tvar miZzeme déle upravit

1 00 Y1
Qx)=vyi+vs+v;=[,v.us] |0 1 0| |pe| = xE([Ql Xk
0 01 Ys

Odtud je patrné, ze v bazi F ma matice kvadratické formy

[Q]E =

O O =
O = O
_ o O

diagonalni tvar a jelikoz vSechny jeji diagonalni prvky jsou kladné je kvadraticka
forma @ pozitivné definitni.

Zbyva tedy urcit tuto bazi. Jelikoz [x]p = T[x]s a T je regularni muzeme
taktéz psat [x]s = T ![x]g. Dosadime-li za x postupné vSechny vektory baze
E = (e1, es, e3) dostaneme

1

e,=les=T 'e]p =T 'sl =s] , i=1,23.

Vypocteme tedy nejdifve matici T

11 0100 1 10/1007 11—
01 =210 10| r942r3 = |0 100 1 2 —
00 1/001 001/00 1
1001 -1 =2
— 10 10/0 1 2
001/0 0 1
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Odtud
1 -1 =2 1 -1 —2
T'=]10 1 2 |,es=|0],e=|1|,e=1] 2
0 0 1 0 0 1

E = (e, ey, €3) je tedy hledand baze v niz ma kvadratickd forma @) diagonalni
matici.

Snadno to miuZzeme ovérit sestavenim matice ) pro bazi . Budeme tedy dosa-
zovat do symetrické bilinearni formy

Bs(X,y) = x1y1 + x1y2 + Tay1 + 222ys — 222y3 — 2x3Ys + HT3Y3,

ktera prislusi kvadratické formé Q).

Bs(ej,e;)=1-1+1-0+0-1+2-0-0-2-0-0—2-0-0+5-0-0=1

Bg(ej,e9) =1-(-1)4+1-1+0-(-1)+2-0-1-2-0-0-2-0-145-0-0=
=0 = Bg(es, €1)

Bg(ej,e3) =1-(-2)4+1-2+0-(-2)+2:0-2—-2-0-1-2-0-245-0-1=
=0 = Bg(es, e;)

Bs(ez,er) = (=1)- (=) +(=1)-1+1-(-1)+2-1-1—-2-1-0—2-0-1+
+5-0-0=1

Bs(eg,e3) = (=1)-(=2)+(-1)-2+1-(-2)+2-1-2—-2-1-1-2-0-2+
+5'0'1:0:Bs(83,62)

Bs(es,e3) = (=2) - (=2)+(—-2)-2+2-(-2)+2-2-2—-2-2-1—-2-1-2+
+5-1-1=1

Odtud sestavime matici kvadratické formy vzhledem k bazi E ve tvaru

S = O
— o O

1
[BS]E = [Q]E =10
0

Béaze FE je tedy opravdu bazi ve které ma matice kvadratické formy diagonalni tvar.
A

Piiklad 17.9. Urcete béazi, ve které ma kvadratickd forma @ na R?® definovani
predpisem
Q(z) = 23 + 27175 + 205 — 4973 + 573

diagonalni tvar a formu klasifikujte.

Reseni. Nejprve nalezneme matici kvadratické formy vzhledem ke standardni bazi.
Tedy budeme dosazovat postupné vektory standardni baze do symetrické casti pri-
slusné bilinearni formy

Bs(x,y) = x1y1 + T1y2 + Toy1 + 2X2y2 — 222Y3 — 223y + DT3Y3
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Bs(sl,sl)=1-14+1-04+0:-1+2-0:0-2-0-0-2-0-0+5-0-0=1
Bs(sl,s))=1-041-1+0-0+2-0-1-2-0-0—-2-0-1+5-0-0=1
= Bs(s,s1)
Bs(sl,sl)=1-04+1-0+0-0+2-0-0-2-0-1-2-0-0+5-0-1=0=
= Bs(sj, s{)
Bs(sh,s))=0-0+0-1+1-0+2-1-1-2-1-0-2-0-14+5-0-0=2
Bs(sl,s)=0-04+0-0+1-0+2-1-0—-2-1-1-2-0-0+5-0-1=—-2=
= Bs(si, s3)
Bs(st sl)=0-0+0-0+0-0+2-0-0—-2-0-1—2-1-0+5-1-1=5

Matice kvadratické formy vzhledem ke standardni bazi ma tedy tvar:

1 1 0
Qlg=11 2 =2
0 -2 5

Pomoci elementarnich kongruenci nalezneme matici R a diagonalni tvar kvadratické
formy.

1 1 01100 1 1 0|1 00
1 2 =2]0 10 r,—17 — [0 1 —=-2|-1 10 —>
0 -2 5|0 01 0 -2 5|0 0 1| r3+2r
11 01 00 1 00
—l01 -2/-110| =R=|-110]|,
00 1]-2 21 -2 21
1 1 0 1 -1 -2 1 00
D=RAR ' =[0 1 -2 01 2 |=]010]|=[Q
00 1 0 0 1 001
Bézi E uréime ze sloupcti matice T~! = R', t.j.
1 -1 -2
ege=101],e= 1 , €3 = 2
0 0 1
Vzhledem k bézi E = (e1, es, e3) mé kvadratickd forma @) diagondlni matici
100
Ql,=1010
0 01
a jelikoz jsou vSechny diagonalni prvku kladné je forma pozitivné definitni. A
Piiklad 17.10. Naleznéte LDLT rozklad matice
4 1 0

A=|1 4 -1
0 -1 2
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Reseni. Pomoci elementdrnich fddkovych tprav nalezneme matici (L™*A) a L™}

4 1 0l1 00 4 1 01]1 00
1 4 —1]0 1 0] 4r9 — |4 16 =40 4 0| r9—1; —
0 -1 210 0 1 0 -1 210 0 1
(4 1 0] 1 00
— 10 15 —4|—-1 4 0 >
0 -1 2|0 0 1] 1513
4 1 0|1 0 O 4 1 0|1 0 0
— 10 15 —4|—-1 4 0 — |0 15 —4|—1 4 0
|0 =15 30| 0 0 15| r3+r 0 0 26|—1 4 15

Odtud dostavame

1 0 0
L't'=|-14 0
| -1 4 15
4 1 0 1 -1 -1 4 0 0
D=L'AL "=]0 15 —4 0 4 4 |=]060 0
|0 0 26| [0 0 15 0 0 390
Urcéime jesté L
1 0 0100 10 0|1 00O
14 00 10| o4y —» |04 0]1 10 >
—1 4 15(0 0 1| 13+713 04 15(1 0 1| r3—ry
[1 0 0|1 0 0 10 01 0 0
=104 01 1 0| o= |04 01 1 0
(00 15]0 —1 1| 173 00 15/0 -1 1
1 00/1 0 0
=10 103 1 0
(00 1|0 —% 1
Resenim je tedy, ze A = LDLT, kde
1 0 0 4 0 0
0 —% 1= 0 0 390

Priklad 17.11. LDLT rozkladem feSte soustavu

41‘1 + T2 =1
Ty + 4.732 - XT3
— To + 21’3 = 0
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Reseni. Matice soustavy a vektor pravych stran ma tvar:

4 1 0 1
A=|1 4 —1|,b=]0
0 -1 2 0

Ihned jde vidét, ze matice A je totozna s matici v zadani predchoziho prikladu
a proto vyuzijeme feSeni predchoziho prikladu kde jsme urcili Choleského rozklad

1 0 0 4.0 0
0 —% 1= 0 0 390

Hledéni Choleského rozkladu bychom vsak mohli zkratit o vypocet matice L nebof
k Teseni soustavy nam plné postaci i jeji inverze tedy

1 00
L'=|-14 0
-1 4 15

Nyni vlastni feseni:

1. Dopfedné substituce Lz = b. JelikoZ méme k dispozici L=! miizeme ji vytesit

1 0 0 1 1
souéinemz=L'b=| -1 4 0 0=1] -1
-1 4 15 0 —1
2. Dy = z. Jelikoz D je diagondlni matice mizeme feseni urcit trividlné:
4y, = 1 N = i i
60y = -1 & y = g—ol odtud y = g—ol
300y, = —1 o= g o

3. Zpétna substituce LTx = y. Se znalosti L™! fe&fme opét jako souéin

1 -1 -1 : =
x=L"Ty=10 4 4 == 7
-1 =1
0 0 15 350 %%
Resenim soustavu tedy je 1 = 2—76, To = I—?}, xr3 = ;—é. A
Priklady k procviceni
17.1. Pomoci elementarnich kongruenci prevedte matici
2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2

na diagondlni tvar.
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17.2. Klasifikujte nasledujici kvadratické formy:

a) Q: R? 5 R, Q(z) = 323 — 2179,

b) Q: R® = R, Q(z) = —3z% — 423 — 223 + 67172 + 23173 — 47073,
c) Q: R¥ =R, Q(z) = 2% + 23 + 23 — dw129 — da073,

d) Q: R® =R, Q(z) = 2% + 423 + 823 — 4x1 30 + 61173 — 127973,
e) Q: R3 =R, Q(z) = 2% + 2% + 423 — 2129 — 7073,

17.3. Je dana kvadratickd forma . Urcete bazi, ve které méa tato kvadraticka forma dia-
gonalni matici a formu klasifikujte.

a) Q: R? - R, Q(r) = 322 + 2179,

b) Q: R? = R, Q(z) = —22% + 27129 — 373,

c) Q: R? = R, Q(z) = —22% — 2x129 — %m%,

d) Q: R® = R, Q(z) = 222 + 422 + 29$§ + 4x1x9 — 120123 — 42973,

Kli¢ k prikladdm k procviceni

2 0 0
17.1. Napiiklad D= | 0 6 0
0 0 12

17.2. a) indefinitni,
b
c
d

(§

negativné definitni,
indefinitni,

indefinitni,

~ — — —

pozitivné definitni.

17.3. a) indefinitni, baze D = ([1,0],[1, =3]), [Qlp = [ g _03 ]

b) negativné definitni, baze D = ([1,0],[1,2]), [Q]p = [ _02 —20 }

¢) negativné semidefinitni, baze D = ([1,0], [1, —-2]), [Q]p = [ _02 8 }

d) pozitivné definitni, baze D = ([1,0,0],[-1,1,0]), [Q]p =

O O N
o N O
w o O



148

Kapitola 18

Skalarni soucin a ortogonalita

A7z doposud jsme se v souvislosti s vektorovymi prostory nezabyvali velikosti vektoru
ani hly mezi vektory. Napravime to v této kapitole, kde si zavedeme kosinus thlu
i délku vektori pomoci bilinedrni formy a naznac¢ime moznosti jejich vyuziti.

A

X2

V2

U

Y

X1

Obr. 18.1: Uhel vektorii.

18.1 Definice skalarniho soucinu

Jak rozsitit pojem thlu (¢i spise kosinu thlu) vektort a délky vektoru na obecny
vektorovy prostor nam napovi obr. 18.1. Pro kosinus thlu « vektortt u a v plati
cos a = cos(ay — () = COS (¥1 COS (xg + Sin a Sin vy =
Uy U1 U2 U2

— . _|_ .
Vul+us ol +oi Jul+ud Jud+ vl
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zatimco pro délky [[u]|, ||v|| vektori u a v plati

Jul| = \Juf +ui a |[lv]| =y v+ 03

Prohlédneme-li si oba vzorce, mizeme si vSimnout, ze obé veli¢iny, které chceme
zobecnit, tedy délka vektoru i kosinus thlu vektori, miizeme vyjadrit pomoci jediné
symetrické pozitivné definitni bilinearni formy

(u,v) = ugvy + ugve,

které budeme dale fikat euklidovsky skaldrni soucin. S jeho pomoci mizeme
vyjadiit jak kosinus tthlu o vektori u, v v R? tak délku |ju|| pomoci vzorci

(u,v)

(w,u)+/(v, V)7

Vzorce (18.1) maji po zadani bilinedrni formy smysl pro vektory libovolného vekto-
rového prostoru. To vede k nasledujici definici.

Cos . =

[ull = +/(a, u). (18.1)

Definice 18.1. Skaldrni soucin na realném vektorovém prostoru V je bilinearni
symetrickd pozitivné definitni forma na V. Oznac¢ime-li si (u,v) skaldrni souéin
vektort u, v, plati tedy pro jakékoliv vektory u,v,w a a € R:

(u+v,w) =(u,w)+ (v,w)
(au,v) = a(u,v)
v) =
u) >

(u, ( u)
(u,

pro u#o

Priklady skalarnich sou¢inti na rtznych vektorovych prostorech jsou v ¢lanku
16.6.

18.2 Norma vektoru

Pokud pouzijeme vzorec (18.1) pro zavedeni délky vektoru pomoci skaldarniho sou-
¢inu, bude podle axiomu (5S4) ziejmé, Ze délka vyjde kladnd pro nenulovy vektor,
avsak nebude hned jasné, zda je takova definice v souladu s dalsimi vlastnostmi,
které obvykle pripisujeme délce vektoru. Ukazuje se, ze pro aplikace jsou hlavni
vlastnosti, které si zformulujeme v nasledujici definici normy vektoru, kterou mii-
Zeme povaZovat za rozsifeni délky vektoru z R? na obecny vektorovy prostor. Normu
muzeme povazovat také za zobecnéni absolutni hodnoty realného nebo komplexniho
cisla.
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Definice 18.2. Necht V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdému vektoru
v € V pritazuje nezéaporné realné ¢islo ||v||, se nazyva norma, jestlize pro kazdé
u,v € V a libovolny skalar o plati:

[u+ v < Juf + v (NT)
lou]| = |af [[ul] (N2)
|lul| =0, pravé kdyz u=o (N3)

Priklad 18.3. Predpis
[ulloo = max{|us], [ua|}

definuje normu na R2 MnoZina vektort s normou mensi nebo rovnou 1 je na obr.
18.2.

X2

Y

Obr. 18.2: Mnozina vektori ||v]|» < 1.

18.3 Norma indukovana skalarnim soudinem

V tomto ¢lanku si ukazeme, ze predpis (18.1) definuje normu ve smyslu odstavce
18.2. Pouzijeme pri tom nésledujici nerovnost.

Véta 18.4 (Schwarzova nerovnost). Necht V je redlny vektorovy prostor se
skaldrnim soucinem. Pak pro kazZdé dva vektory u,v € V plati

(w,v)? < (w,u)(v,v). (18.2)

Rovnost nastane, prave kdyz jsou u, v zdvislé.
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Diikaz. Tvrzeni je ziejmé, je-li néktery z vektorti nulovy. Predpokladejme proto, ze
v # 0, a vSimnéme si, ze pro kazdé dva vektory u, v plati

0< (u+av,u+av)=(u,u)+2a(u,v)+a*(v,v).

Zvolime-li si

)
(v,v)
dostaneme po uprave
2
0< (11, 11) - (u’ V)

~—~

v,v)

odkud po vynésobeni obou stran nerovnosti (v, v) a jednoduché tipravé dostaneme
(18.2). Rovnost nastane, jen kdyz (u + av,u+av) =0, t.j. 1 -u+av =o. O

Z (18.2) plyne, ze ani ve vektorovém prostoru neprevysi absolutni hodnota kosinu
uhlu hodnotu 1.

Disledek 18.5. NechtV je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a necht je pro
kazdy vektor v € V definovano ||v|| = \/(v, V). Pak pro kazdé dva vektory u,v € V
plati

Ju+ v < fluff +[]v] (18.3)

a zobrazeni v — ||v|| je norma na V.
Diikaz. S pouzitim axiomu skaldarniho soucinu s Schwarzovy nerovnosti dostaneme
Jlu4v|> = (u+v,u+v)=(u,u)+2u,v)+ (v,v) <
< [alf* + 2ullfivl + IvI* = (lall + vI)®,

takze plati (18.3). Platnost zbyvajicich dvou axiomi normy je bezprostfednim di-
sledkem axiomi skalarniho soucinu. m

Norma definovanda predpisem ||v|| = 1/(v, V) se nazyva eukleidovskd norma.

18.4 Ortogonalni mnoziny vektori

Definice ortogonality vektorii je motivovana znadmou skutecnosti, ze dva polohové
vektory v roviné ¢i prostoru jsou ortogonalni, pravé kdyz je kosinus jejich tthlu roven
nule.

Definice 18.6. Nechf V je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Mnozina
vektort € = {ey,...,e;} je ortogondlni, pravé kdyz (e;,e;) = 0 pro i # j.
Jestlize navic (e;,e;) = 1 pro vsechna ¢ = 1,... k, pak je & ortonormdlni.
Mnozina vsech vektort x € V, které jsou ortogonalni k dané mnoziné vektora U,
se nazyva ortogondlni doplnék U (vzhledem k mnoziné V) a znadf se U=,
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Je-li & = {ey,...,e;} ortogonalni mnozina nenulovych vektori, pak je £ neza-
visla, nebot po skaldrnim vynasobeni rovnosti

rie;+...+xrer =0
vektorem e; € £ dostaneme
(e, m1€1 + ...+ zer) = (€4,0),
odkud pomoci axiomii skalarniho soucinu ziskame

l’i(euei) =0,

tedy z; = 0.
Obdobnym zptisobem miizeme vypocitat souradnice libovolného vektoru x da-
ného vektorového prostoru V v ortogonélni bazi £ = (e, ..., e,), nebot z rovnosti

X =I1€e + ...+ Tre
dostaneme po skaldrnim vynasobeni obou stran vektorem e; € £ a tupravé, ze

(eia X)
(ei7 ei)'

€T; =

(18.4)

Nemusime tedy resit zadnou soustavu rovnic.
Neméné snadné je vypocitat eukleidovskou normu x ze souradnic [x]., nebot

T4+ .+l

(x,x) = (161 + ... + Tp€p, 1161 + ...+ T€,) =T

Ortogonalni soustavy vektorti maji rozsahlé uplatnéni napriklad pti analyze sig-

nall, pri ekonomickém uchovavani rozsahlych dat i v matematice. Nasledujici véta
popisuje doplnék oboru hodnot matice.

Véta 18.7. Necht A je libovolnd matice. Pak N'(A") je ortogondini doplnék H(A).

Diikaz. Necht x € H(A) ay € N(A"). Pak A’y = o a x Ize vyjadfit ve tvaru
x = Az. Plati tedy
x'y=(Az)'y=2"A"y =0,

takze mnoziny N (A") a H(A) jsou ortogonalni. Pro matici A typu (m,n) odtud
snadno plyne h(A) + d(A") < m, takZe podle (13.1) plati h(A) < h(A"). Posledn{
nerovnost vsak plati i kdyz nahradime matici A matici k ni transponovanou, takze
h(A) = h(A") a h(A) + d(AT) = h(A") + d(A") = m, takze N'(A") je ortogondlni
doplnék H(A). O
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Priklad 18.8. Nechf e;(x) = x a ez(z) = 1 —x jsou dvé linearni funkce vektorového
prostoru P, vsech linedrnich funkei se skalarnim souc¢inem definovanym rovnosti

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1). (18.5)

Snadno se ovéri, ze predpis (18.5) skutecné definuje skaldrni soucin na P, a Ze
& = (ey, ez) tvori ortonormélni bazi P, nebot

(61,62) :0(1—0)+1(1— 1) :0, (61,61) = 1, (62762) = 1.
Pak libovolnou linearni funkci e(z) = a + br muzeme vyjadrit ve tvaru
€ = (1e1 + (pea,

kde

Snadno si ovérime, ze skutecné plati
a+br=(a+bzr+a(l—uzx).

Priklad 18.9. Nechf V je vektorovy prostor vsech po ¢astech konstantnich funkei
na intervalu (0, 8], které maji skoky v celych ¢islech, v nichz jsou spojité zleva. Na
tomto prostoru definujeme skalarni soucin predpisem

(f.9) = /0 f()g(x)de = f(1)g(1) + f(2)9(2) + ... + f(8)g(8).

Snadno se ukaze, ze vektory Haarovy baze ‘H = (hq, ..., hs), viz obr. 18.3, jsou or-
togonalni. Vektory jsou usporadany podle délky intervalu, na kterém jsou nenulové.
Takto zvolend baze nam umoznuje analyzovat frekvenci zmén funkce. Napiiklad

podle (18.4) je
(hs, ) _ f(8) = f(7)
Uhds= et =2

odkud 1ze usoudit, ze velké posledni souradnice charakterizuji ¢astou zménu funkce.

18.5 Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

Kde vzit ortogonalni bazi? V tomto ¢lanku si ukdzeme, ze z kazdé béze F =
= (f1,...,f,) prostoru V lze sestavit ortogondlni bazi £ = (ey,...,e,), kterd ma
tu vlastnost, ze kazdy vektor e; je linearni kombinaci vektoru fi, ..., f;.
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Obr. 18.3: Haarova baze.

Na zacatku si vSimneme, ze f; # o, a polozime

e = fl-
Predpokladejme, ze méame ortogonalni vektory ey, ..., e takové, ze pro kazdé i €
€ {1,...,k} je vektor e; linearni kombinaci vektoru fi, ..., f;. Najdeme koeficienty
ai, ..., q tak, aby
epr1 = f1 — e — ... — ageg

byl ortogondlni k ey, ..., e. Jelikoz pro i € {1,...,k} by mélo platit

0= (ers1,€) = (fry1 — 1€; — ... — ey, e;) = (Fi1,e) — ailles]|?,
staci polozit a; = (fi11,€;)/]|e;|*. Vektor e,y je zfejmé nenulovy, nebot jej miizeme
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort fy, ..., fi1 s koeficientem 1 u fy ;. Prave
popsany algoritmus se nazyva Schmidtiv ortogonalizacéni proces. Normalizaci
vektoru baze £ = (ey, ..., e,) dostaneme ortonormélni bazi G = (gi,...,8,) s vek-
tory
€1 €n

1=y 0 B =
leal] lenll
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Priklad 18.10. Necht

2 -1 0
A=| -1 2 -1
0 -1 2

Najdéte ortogonalni bazi R? vzhledem ke skaldrnimu soucinu

(X,¥)p = XTAy.

Reseni. Bazi sestavime Schmidtovym ortonormalizacnim procesem ze standardni
/ O S O |
baze S = (si,s3,83).

e PoloZime e, = sl — ae; a uréime « aby platilo
T AL T
0= (e,e2), =€ As; — e, Ae; = —1 — 2q,

odkud o = —% a

€y =

O N

e Polozime e3 = sg — a1e] — apes a uréime aq, as aby platilo

TAI T
0= (ej,e3), =€ As; — e, Ae; = —20y,
3
T AT T
0= (e, €3), =€y3As; — e, Aey = —1 — 502
Resenim této soustavy dostaneme oy = 0, ap = —% a
1
3
_ |2
€3 = 3
1

18.6 Ortogonalni matice

Ctvercova matice U, kterd splituje UTU = I, se nazyvd ortogondlni matice.
Ortogonalni matice mé tedy ortonormélni sloupce a spliiuje U~! = UT. Nasledujici
véta nam tika, ze nasobeni ortogonalni matici zachovava délky i thly vektorii.
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Véta 18.11. Necht U je ctvercovd matice ridu n. Pak jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(i)
Uu'u=1

(ii) Pro vsechny sloupcové vektory x tadu n plati
(Ux)"(Ux) = x'x.

(iii) Pro vsechmy sloupcové vektory x,y rdadu n plati

(Ux)' (Uy) =x"y.

Diikaz. Z (i) plyne (ii). Z U'U =1 plyne
(Ux)"(Ux) =x'U'Ux = x'x.

Z (i) plyne (iii). Oveti se pouzitim (16.4) a predpokladu.
Z (iii) plyne (i). Z pfedpokladu dostaneme pro sloupce s;,s; jednotkové matice
[UTU] = ZTUTUsj = (Usi)TUsj = S—Z!—Sj =s;Is; = [I]ij.

]

Ortogonalni matice se uplatni v numerickych metodach, nebot jejich inverzni
matice lze ziskat transponovanim a jejich nasobenim se nezesiluji zaokrouhlovaci
chyby.

18.7 Piiklady

Priklad 18.12. Rozhodnéte, zda-li zobrazeni definované predpisem
[u, V] = 211,1"01 + 4U2U2 + 2U3U3

tvori skalarni souc¢in na R3.

[11 + v, W] = 2(U1 + vl)wl + 4(U2 + UQ)’LUQ + 2(’&3 + Ug)ﬂ)g =

= 2u1w1 + 4UQ’(U2 + 2u3w3 + 21}1w1 + 4’0271]2 + 2'0311}3 = [ll, W] + [V, W]
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9. (vu, ve R3> (\m c R) :
[au, v] = 2(auy)v; + 4(aug)vs + 2(auz)vs =
= a(2u1v; + dugvy + 2uzvs) = afu, v].
3. (vu,v c R3> :
[v,u] = 2viuy + dvgug + 2u3uz = 2uqvy + dugvs + 2uzvg = [u, vl

Body 1., 2., 3. jsme dokézali, ze zadané zobrazeni je symetricka bilinearni forma.
Nyni zbyva dokazat, ze jeji prislusna kvadratickd forma je pozitivné definitni.

[w,u] = 2uj +4us +2uj >0, Vu€R’ u#o.

Z posledniho vyplyva, ze [u, u] je pozitivné definitni a tedy predpis [u, v]je skaldarnim
souc¢inem na R3. A

Pfiklad 18.13. Rozhodnéte, zda-li zobrazeni R?* 3 v — ||[v||, = |v1] + |va| + |uvs] je
normou na R?. Pokud ano, vypoctéte ||x||,, kde x = [1, 3, —2].

Reseni. Musime ovéfit viechny tfi vlastnosti normy.
1. <Vu, v E V) :

lu+ v, = |ug + vi| + |uz + vo| + Jus + v3] <
< ug| + |oi| + |ug| + [vo] + [us| + |vs| =
= |u| + |ug| + |ug| + |v1] + |vo| + |vs| = [Jull, + |Iv]]; -

2. <Vu € V) (m € R) :

loully = Jau| + |aus| + aus| = |af [u] + |af [us| + o [us] =

= [ (Jur] + [ua] + [us]) = |af [lull; -

lally = |w] + Juz| + [us| = 0 & |ua| = Juz| = Jus| = 0.
<:>U1:U2:U3:0<:>11:O.

Zobrazeni ||v|, tedy tvorf normu na R®. Pro x = [1, 3, —2] je

1[Iy = [1] +[3] + |-2] = 6.
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Priklady k procviceni

18.1. Urcete pomoci Schmidtova ortogonalizaéniho procesu ortonormélni béazi (e, es, e3)
linedrniho obalu vektoru vi = [1,1,1,1], vo = [0,1,1,1], v3 = [1,0,1,1] a najdéte
soutadnice vektori vy, vo, v3 v béazi (e1, ez, es).

18.2. Ovérte, Ze matice

cos(a)  sin(«)

Ula) = —sin(a) cos(a)

je ortogonélni. Popiste geometricky u¢inek nédsobeni matici U(«).

18.3. Vyuzijte baze (e1, e, es3) z prikladu 18.10 k feseni soustavy

21‘1 — X9 =1
—r1 + 229 — x3 =1
— 9 + 223 =1

Reseni hledejte ve tvaru linearni kombinace vektoru e, e2, es.

18.4. Je dan skaldrni soucin [u,v] = 2ujv; + 4ugvs + 2uzvs na vektorovém prostoru R3.
Urcete normu vektoru x = [1, 3, —2] vzhledem k tomuto skaldrnimu soucinu.

18.5. Je dan vektorovy prostor R? se skaldrnim sou¢inem (u,v) = uivy + ugvy + usvs.
Vypoctéte souradnice vektoru x = [3,4,5]" vzhledem k ortogonalni bézi

1

1 1 -3

5 — —]. 5 ]_ 5 b)
1 0 1

K vypoctu vyuzijte ortogonality baze.

Kli¢ k prikladéim k procviceni
18.4. \/46.

185. x =[5, 2, 4T.
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Kapitola 19

Variacni metody a metoda
nejmensich ctverci

V této kapitole se seznamime s vysledky, které davaji do souvislosti teorii linearnich
zobrazeni a bilinearnich a kvadratickych forem. Zobecnéni téchto vysledkt je zakla-
dem modernich metod Teseni rovnic, které popisuji elektromagnetické, silové nebo
deformacni pole. Zde je pouzijeme k analyze soustav rovnic, které nemaji reseni,
s cilem naznacit zvidavému ¢tenari uzitecnost zavedenych pojmi.

19.1 Variacni princip

Véta 19.1. Necht A je symetrickad pozitivné definitni matice rddu n, takze predpis

(x,¥)a = x'Ay (19.1)

definuje skaldrni soucin na R™ Necht b,x € R" a necht b znaci linearni funkci
definovanou predpisem

b(x) =b'x.
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) Ax =b.
(ii) (x,y)a = b(y) pro vsechna 'y € R™
(iii) x je jedinyg vektor R™ takovy, Ze pro libovolné x € R™ plati
q(x) < q(x), (19.2)
kde
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Diikaz. 7 (i) plyne (ii). Jestlize x splnuje rovnost (i), pak ji spliuje i po pFendsobeni
y' zleva, takze plat{ (ii).
Z (ii) plyne (iii). Oznacime-li si h = x — X, pak

4) — (%) = 5 (% + X+ 1)y — b(x +h) — o (%,%), +b(x) =

[\

_ % (hh) , + (%, h) , — b(h).

Jestlize tedy (x,y), = b(y) pro libovolné y € R" plyne z pravé odvozené rovnosti,
ze

Q(X) - Q(i) = % (hah)A >0,

nebot skalarni soucin je nezaporny. Jelikoz z (h,h), = 0 plyne h = o, je tim
dokéazano i tvrzeni o jednoznacnosti.
Z (iii) plyne (i). Necht plati (19.2) a Ay = b. Jiz jsme si dokazali, Zze pro vsechna
x € R™ plati
q(y) < q(x).

7 jednoznacnosti minima pak dostaneme x =y, tedy Ax = b. O

19.2 Metoda nejmensich ctverca

Necht A je matice typu (m,n) a necht b € R™ Budeme se zabyvat otazkou, jak
najit x tak, aby rovnice Ax = b byla co nejlépe splnéna, a to i v pripadé, ze jeji
presné Teseni neexistuje.

Takova tiloha mutze vzniknout napriklad pti opakovaném méteni nékteré fyzikalni
veli¢iny z. Jestlize napriklad namérime xy = 20, zo = 20,23 = 17, dostaneme pro x

rovnice
r = 20
r = 20 (19.3)
r = 17

které nemaji feseni, prestoze jsme presvédceni, ze velicina x realné existuje. Nasi
snahou bude urc¢it x tak, aby vyhovovalo rovnicim (19.3) v ur¢itém smyslu co nejlépe.
Zavedeme si oznaceni

r(x)=Ax—b

pro reziduum rovnice Ax = b, jejiz TeSeni je ekvivalentni nalezeni x, pro které
r(x) = o. Snaze najit x, které splituje co nejlépe rovnici Ax = b, tedy odpovida
pozadavek, aby reziduum r(x) bylo malé, tedy aby minimalizovalo vhodnou normu
r(x). Z vypocetniho hlediska se ukazuje nejjednodussi minimalizovat eukleidovskou
normu ||r|| = Vr'r.

Podminku pro minimum v pripadé matice A s nezavislymi sloupci si odvodime
pomoci véty 19.1.
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Véta 19.2. Necht A je obdélnikovd matice typu (m,n) s hodnosti n. Necht m > n
a b € R™ Pak minimum ||Ax —bl| na R" je dosaZeno v reseni normalni rovnice

A'Ax = A'b. (19.4)

Diikaz. Pro Eukleidovskou normu rezidua r(x) = Ax — b plati
Ir(x)||> = (Ax — b) (Ax —b) = x" (ATA)x — 2 (ATb) ' x +b'b.
Jelikoz matice A ma nezavislé sloupce, plyne z x # 0, ze AX #0 a
x"(ATA)x = ||Ax]|]* > 0,
takze ATA je symetricka pozitivné definitni matice. K dokonceni diikazu sta¢i oznadit
b(x) = (A'b)x, (x,x)ara =x (A'A)x
a pouzit vétu (19.1) k nalezeni rovnice pro minimum
1) = (3, X)ara — 26(x) + BT,
[

Poznamka. Reseni x normélni rovnice splituje AT(Ax — b) = o, tedy r(x) je
ortogonélni ke sloupcovému prostoru S(A). Zapiseme-li si vektor b ve tvaru

b = Ax —r(x),

snadno zjistime, ze Ax je ze vSech bodi S(A) nejblize k b a r(x) je chyba ortogo-
nalni k S(A). Metoda soucasné minimalizuje mocninu normy chyby, ktera je urc¢ena
souctem ¢tvercu slozek r(x). Odtud pochazi ndzev metoda nejmensich cétvercii.
Geometricky vyznam metody nejmensich ¢tverct ilustruje obr. 19.1.

Priklad 19.3. Najdéte x1, x5 tak, aby byly rovnice

Ty + To = 0
2y + w1y = 4 (19.5)
31’1 + X9 = 4

splnény co nejlépe ve smyslu eukleidovské normy rezidua.

Reseni. Oznacime-li A matici soustavy (19.5) a b jeji pravou stranu, vypocteme, Ze

1
. [1 23 (14 6
a2

W DN
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A

b
_r(b)__,
>

/

Obr. 19.1 Geometricky vyznam metody nejmensich étverct.

0
(123 [ 20
Ab_[111 3_8’

takze x je fesenim soustavy:

142y + 625 = 20
6$1 + 3I2 = 8

Odtud vypocteme z; = 2, x5 = —%.

Reseni definuje pifmku o rovnici y = 2t — %, kterd minimalizuje soucet ¢tverct
odchylek r; predepsanych hodnot, jak je to vyznaceno na obr. 19.2. A

19.3 Aproximace a projektory

V aplikacich se ¢asto vyskytuje tiloha najit k danému vektoru v vektorového prostoru
V vektor u, ktery patii do podprostoru U C V a ktery je k v nejblizsi v dané normé.
Pro V = R” podprostor U zadany bazi tvorenou sloupci matice A € R™™
a eukleidovskou normu je reseni této tlohy snadnym dusledkem véty 19.2, nebof
soufadnice x = [u] , v bazi A = (sf,...,s”) spliuji normélovou rovnici (19.4),
odkud
x=(ATA) " ATv, u=A(ATA) ATV,

Nésobeni matici .
P=A(AA) A
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4
Y 3

2 2 2 .
n tr, tr, —min

Obr. 19.2 Metoda nejmensich ¢tverct.

tedy kazdému vektoru prifadi nejblizsi vektor u € S(A). Matice P se nazyva orto-
gondlni projektor na S(A), nebot zobrazeni v — Pv ma podobné vlastnosti jako
ortogonalni projekce na osu soutradnic z obr. 19.3. Naptiklad pro libovolny vektor v
plati

P2v = (A (ATA) A7) (A (A7A) A7) v = A (A’A) ATu =Py,

(v—Pv)'Pv=v'Pv—-v Pv=v'Pv—v Pv=o.

Vektor Pv je nejlepsi aproxrimaci (priblizenim) k vektoru v z podprostoru U
ve smyslu Eukleidovské normy.

Priklad 19.4. Necht

Najdéte pomoci projektoru nasobek v = av vektoru v, ktery je nejblizsi vektoru u.

Reseni. Pro nasi tlohu

1 1 1 2
v=Pu=|1|[[[1 1 1]]1 (11 1]]2]=]2
1 1 3 2
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u

y = Px = P(Px) X
<

x-Px

Obr. 19.3 Projekce.

Priklady k procviceni
19.1. Najdéte Feseni soustavy (19.3) metodou nejmensich ¢tverci.

19.2. Zjednoduste vzorec pro feseni soustavy Ux = b metodou nejmensich ¢tverct v pii-
padé, ze U je ortogondalni matice.
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Cast IV

Determinanty
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Kapitola 20

Induktivni definice determinantu

Snaha o nalezeni vzorce pro feseni soustav linearnich rovnic vedla k zavedeni funkce
jejich koeficientt, kterd se nazyva determinant. Determinant ma mnoho vlastnosti,
které se uplatni v teorii a pfi ¢iselném feseni nékterych problémii formulovanych
pomoci malych matic. Pomoci determinantt 1ze napiiklad zformulovat kritéria pro
testovani pozitivni definitnosti nebo reguldrnosti matic. S pouzitim determinant se
budeme seznamovat postupné. Mnoho problém1, jejichz feseni lze explicitné popsat
pomoci determinantti, vsak lze tesit efektivnéji bez jejich pouziti.

20.1 Explicitni reseni malych soustav

Abychom ziskali predstavu o struktufe vzorci pro feseni soustavy n linearnich rovnic
o n neznamych, odvodime si tyto vzorce pro n =1, 2, 3.
Pro n = 1 dostaneme pro a;; # 0 elementarné
b1

a111 = bl, Ty = a B (201)
11

Pro n = 2 budeme resit soustavu

anr, + appry = b (20.2)

(211 + A99T9 = b2.

Upravami, které nepouzivaji déleni, dostaneme

ay ape | b N a1 Q12 by
a1 Qg | by | agery — ajars ap1age — a12a21 0 | biage — ai2be
ayp aiz | b a1 Q12 by
b
a1 Qoo | by | ayry — agiry 0  anag — apaz | annby — biag
odkud pro ajjass — ajsas; # 0 dostaneme
biags — a2 a11by — brag
T = Lo = (203)

, .
11022 — Q12021 a11A22 — G12021
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Obdobné, avsak pracnéji, bychom mohli odvodit feseni soustavy

anzy + a12T2 + ai3rz = by
a21T1 + Q22T + A93x3 = b2 . (204)

a3171 + aseTy + assrz = by

Dostali bychom naptiklad vzorec

= (CL22G33 - a23a32)bl + (a13a32 - CL12G33)b2 + (G12Clz3 - a13a22)b3
1=
a11(a22a33 - a23a32) + a12(a23a31 - CL216L33) + CL13(G21G32 - C1316122)’

ktery ma také smysl pouze pro nenulovy jmenovatel.

Nyni si v§imnéme, ze ve vsech trech pripadech lze ¢itatele i jmenovatele vyjadrit
pomoci jedné funkce matice. Nejjednodussi je to pro n = 1, kdy staci oznacit si
formélné

det[a]:’a|:a, (20.5)
takze Feseni (20.1) lze zapsat ve tvaru
Ty = —} bl ‘ .
| au |
Pro n = 2 si ozna¢me
a b a b
det[c d}: o g|=ad—bc=ald][-blc]. (20.6)

Reseni soustavy (20.3) lze zapsat za pomoci tohoto oznaceni ve tvaru

b ai ap; by
Ty = b /d7 Lo = b /d7
2 22 Q21 02
kde
d=ana Q12091 = @1 =a a
= a11022 — A12021 = =an — a2
21 Q22 ap1 Q22 ag1 Ap2

Konecné pro n = 3 si zavedme oznaceni

ailr @12 ais a11 12 a3
det | ag1 ag2 a3 | = | a1 ax as | =
azy aszz as3 a31 A3z Aa33

= a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - 61236131) + a13(a21a32 - CL22CL31) =

(20.7)

Qo Qo3 | + a13| Q21 Q22 Gp3 | =
a2 A33 31 Gz2 A3
Q22 A23 Q21 Q23 a21 A22
= a1 — Q12 + a3

a32 Aa33 a31 433 asz1 asz
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Reseni z; 1ze pak zapsat ve tvaru

by ai a13 ail a2 as
r1=| by ax as /d, d=| axn ax» azs
bs asy ass azyp azz as3

Vzorce (20.5), (20.6) a (20.7) ndm tedy definuji funkce matic, s jejichz pomoci
muzeme napsat vzorce pro reseni soustav (20.1), (20.2) a (20.4). Tyto vzorce nam
davaji i urcité voditko k obecné definici determinantu, ktery zde chapeme jako funkci
matice, s jejiz pomoci mizeme zapsat vzorec pro reSeni soustavy linearnich rovnic.

20.2 Induktivni definice determinantu

Pro kazdou c¢tvercovou matici A = [ i }, necht M% znaci matici, kterd vznikne
vyskrtnutim jejiho ¢-tého radku a j-tého sloupce. Matice M% se nazyva minor
matice A prislusny k dvojici indexu (7, j). Napriklad

123
A=|456|, M= |4 6:{46}.
789 789

Definice 20.1. Nechf A = [ j } je ¢tvercova matice fadu n s realnymi nebo

komplexnimi prvky. Determinant matice A je cislo, které znac¢ime det A nebo

| A ’ a vypocteme jej podle nasledujicich pravidel:

(D1) Je-li n =1, pak det A = det [ a1 } = aq.

(D2) Predpokléddejme, ze n > 1 a ze umime ur¢it determinant libovolné ¢tvercové
matice Tadu n — 1. Pak

detA:a11| Mﬁ ‘—au‘ M‘lAQ |—i—a13| M‘f}) ‘—"'+(—1)n+1(l1n| Mf;l ‘
(20.8)

Determinant matice je tedy funkce prvku matice, ktera je definovama explicitné
pron = 1 a pron > 1 je definovana pomoci pravidla, které definuje determinant
matice fadu n pomoci determinantii fadu n — 1. Vypocet determinantu matice n-
-tého fadu se tedy pomoci pravidla (D2) redukuje napred na vypocty determinanti
matice radu n — 1, pak se vypocet determinantu kazdé matice radu n — 1 redukuje
pomoci téhoz pravidla na vypocty determinanti matic fadu n — 2, az se problém
redukuje na vypocty determinantii matic prvniho radu, které se urci podle pravidla
(D1). Napriiklad

1
1 —
—1

N — DN
— N W
I
—



20.3 Vypocetni narocnost 169

Pro obecnou dolni trojuhelnikovou matici L = [ li; } si mizeme odvodit, ze
determinant L je roven souc¢inu diagonélnich prvka matice L, nebof

Iy 0 ... 0 ly 0 ... O
[ [ ... 0 l [ ... 0
2 2 = lll ?jz %3 . . == lll cee lnn- (209)
lnl ln2 lnn ln2 ln3 lnn

Odtud speciélné plyne
detI =1.

Pro mirné zprehlednéni zapisu vzorce (20.8) si definujme algebraicky doplnék
matice A prislusny k dvojici indexu (i, j) predpisem
Ay = (=1 M)

Vzorec (20.8) 1ze pak pfepsat ve tvaru
det A = a;; Ay + - + a1 Agp.

20.3 Vypocetni narocnost

Determinant matice n-tého faddu pocitany podle pravidla (D2) vyzaduje vycisleni
souctu n soucinu ¢isel a determinanti matic fadu n — 1. Pouzijeme-li pravidlo (D2)
na determinanty fadu n — 1, dostaneme, ze vycisleni determinantu matice n-tého
radu vyzaduje vy¢isleni souc¢tu n(n—1) souéini dvou ¢isel a determinanti fadu n—2.
Opakovanim tohoto postupu zjistime, ze vycisleni determinantu matice n-tého radu
vyzaduje n! s¢itanci tvorenych souciny n ¢éisel, tj. celkem (n — 1)n! soucint. To je
¢islo tak obrovské, ze vycisleni determinantt fadu 30 podle induktivni definice by
na pocitaci s bilionem (10'?) operaci za sekundu trvalo biliony let! Nastésti se sotva
vyskytne potfeba pocitat determinanty tak velkych matic (na rozdil od feseni sou-
stav). Navic existuji efektivnéjsi postupy vypoctu determinantii, s nimiz se postupné
seznamime.

Priklady k procviceni
20.1. Podle definice (20.8) vypoctéte determinant matic

sinx —cosx
aB= [ }

1
A=1|14 )
7 cosr sinzx

co Ot N
© O W

Kli¢ k prikladéim k procviceni

20.1. det A =0,detB=1
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Kapitola 21

Determinant a antisymetrické
formy

V této kapitole se seznamime s vlastnostmi determinantu, které ndm umozni pocho-
pit souvislosti s nékterymi znamymi pojmy, zejména s linearnimi funkcionaly a bili-
nearnimi formami. Budou nés pfitom zajimat zejména ty vlastnosti determinantu,
které se objevi, kdyz se na determinant budeme divat jako na funkci celych radku
matice. Abychom se vyhnuli nepfehlednym zapisim manipulaci s fadky matice A,
budeme oznacovat hvézdickou * submatice A, které se manipulaci nezticastni.

21.1 Linearita v prvnim radku

Lemma 21.1. Necht A = [a;;] a B = [b;] jsou ctvercové matice, které se lisi
nanejvys v pronim radku, a o je libovolny skaldr. Pak

A
arj

=adetA a = det A + det B.

A B
ry + ry
*

Diikaz. Podle definice determinantu plati

adir ... Ay

ag1 ... Q9p

WOl T T = aanAn + .+ aaieAL, = adet A

Ap1 ... QApp
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a
a1 +b11 ... arn + b1,
ri 1_ ry = 21 o fon = (@11 + b11)Aqr + ...+ (a1n + b1p) Ay, =
Anl oor g

(CLHAH + ...+ CblnAln) + (bHAH + ...+ blnAln) =det A + det B.

]

21.2 Antisymetrie v prvnich dvou radcich

Lemma 21.2. Necht A=[a;j] je ctvercovd matice rddu n > 2. Pak

A A
I Iy
det A= |1 |=—|rd
* *
Dikaz. Pro n = 2 plati
A A
ry . ai; a2 . o _ Iy
A | = = 11022 — Q12021 = —(CL21@12 - Cl22a11) = - A
I'2 921 Q929 I‘l

Diikaz pro obecnéjsi piipad se provede rozepsanim determinant minoru v (20.8)
a vhodnou upravou. Uplny dtkaz je vSak komplikovany. O]

21.3 Antisymetrie v libovolné dvojici radkt

Véta 21.3. Necht A = [a;4] je c¢tvercovd matice 7adu n > 2, necht i < j a necht

B = [bi;] je matice, kterd vznikla z matice A vzdjemnou vyménou i-tého a j-tého
radku. Pak
* *
A | i
det A =| x =—| % = —det B. (21.1)
i |j i |j
* *
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Diikaz. Dtikaz provedeme indukci. Pro n = 2 tvrzeni plati podle lemmatu 21.2.
Abychom tvrzeni dokézali pro n > 2, predpokldadejme, ze (21.1) plati pro matice
radu 2,...,n—1aze 1 <i<j <n.Rozepisme si det A podle definice na tvar

det A = a11|Mﬁ| — 6L12|M‘£A2| + ...+ (—1)"+1a1n|Mﬁl .

Budeme rozliSovat dva pripady:

1. Pro 1 < i tvrzeni plati, nebot kazda submatice MB, vznikne podle predpokladu
z M4 vyménou pifslugnych fadk, takZze pomoci indukéntho predpokladu a aj; =
= b11,...,a1, = by, dostaneme

det B = by [MB| — by MB| + ...+ (=1)""by,,|MB | =
= a11 (—|M1A1 ) — a12 (—|M‘1A2 ) + ...+ (—1)n+1(l1n (—|:’.\/I‘ﬁ1 ) = —det A

2. Jestlize ¢ = 1, pak pomoci dokdzaného tvrzeni a lemmatu 21.2 dostaneme po-

stupné
rf‘ 1 rj.‘ 1 r |1 |1
ry |2 ri |2 |2 2 |2
detB =] =* =—| % = x =—| % = —det A.
e |j v ) || i |j
* * *

21.4 Linearita v libovolném radku

Véta 21.4. Necht A a B jsou ctvercové matice, které maji stejné radky s vyjimkou
k-tého. Pak pro libovolné o plati

* *
k| arg |=adetA a k| re+rP | =detA + detB.
* k

Dikaz. Pro k =1 jsme tvrzeni dokéazali lemmatem 21.1.
Pro k& > 1 dostaneme postupnym pouzitim véty 21.3 a lemmatu 21.1

A A A A
ri |1 ary |1 r; |1 rit |1
* * * *
= — = —« =« = adet A
art |k it |k it |k i |k

* *
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a
ri 1 e+ 1B |1 i |1 rp |1
* * * *
I‘kA—f—rE k’ I'{X k‘ = — I‘? ]{} — I']13 k’ —detA+detB
* *

]

Véty 21.3 a 21.4 muzeme shrnout tvrzenim, ze determinant je antisymet-
rickd bilinedrni forma libovolné dvojice radki matice.

Disledek 21.5. Necht A je libovolnd ctvercova matice:
(i) Md-li A dva stejné radky, pak det A = 0.

(ii) Ma-li A nulovy radek, pak det A = 0.

(iii) Je-li B c¢tvercovd matice, kterd md stejné radky jako A s vgjimkou k-tého, a
P =r2 4 ar®, k#I,

pak det A = det B.
(iv) Jsou-li radky A linedrné zdvislé, pak det A = 0.
Diikaz.

(i) Jestlize v matici A vyménime dva stejné fadky, matice se nezméni, avsak podle
véty 21.4 dostaneme
det A = —det A.

Odtud det A = 0.

(ii) Necht r® = o. Pak s pouZitim véty 21.3 dostaneme

* * *
detA=|o|i =|0-0|i =0|0 |=0.
* * *
(ifi) Podle v&t 21.3 a 21.4 plati
* * * * *
ri l i |1 i |1 i |1 i |1
det B = * =] * + | * =| + « =
2 +art |k re |k art |k re |k i |k
* * * X* *
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(iv) Jsou-li Tadky matice A linearné zavislé, pak podle véty 10.5 existuje index i

a koeficienty aq, ..., ;1 tak, ze
A A A
r, =ory + ..o+ o
Odtud
A A A

takze podle (iii) a (ii) plati

* *
det A= |12 |i =|rA—ard |i =...=
* *
* *
A A A
= | —ary —...—a;ris; |1 =] o |1 =0
* *

21.5 Vypocet hodnoty determinantu

V clancich 21.3 a 21.4 jsme si ukézali, ze elementarni fadkové tpravy ovliviiuji velmi
jednoduse hodnotu determinantu. Pric¢teni nasobku nékterého fadku k jinému ji ne-
zméni viibec, vzajemna vyména dvou radkii zmeéni jeji znaménko a vynasobeni radku
skalarem ji vynéasobi timto skaldrem. Elementarni radkové tipravy matice proto mi-
zeme vyuzit k prevodu matice na specidlni tvar vhodny pro vypocet determinantu.
Pro nés je to prozatim dolni trojihelnikova matice, jejiz determinant je podle (20.9)
roven sou¢inu diagonalnich prvki. Brzy uvidime, Ze stejné se vypocte i determinant
horni trojihelnikové matice.

Priklad 21.6.

32 1 |r 41 63 0 6 3 0]r —3n 60 0

2 0 2|42 =82 0]=2/41 0 =2| 41 0|=
31 -1 31 -1 31 —1 31 -1

=2.(=6)-1-(=1)=12

Piiklad 21.7.

011 01 1|m—13 11 0|1t —12 —200

10 1jrs =—|110 =—| 110 =—| 110|=
11 0|r 10 1 10 1 101
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21.6 Determinant souc¢inu matic

Véta 21.8. Necht A a B jsou ctvercové matice radu n. Pak

det(AB) = det A - det B.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze A je diagonalni, tedy

d 0 ... 0
0 dy ... O
0 0 - d,
Pak
d11'113
det(AB) = : =dy---d,det B =det A - det B.
d,rB
Je-li A libovolna regularni matice, pak existuje posloupnost Ty, ..., T, sesta-

vajici z [ elementdrnich permutacnich matic (6.1) a k& — [ Gaussovych transformaci
(6.2), kterd spliuje

d 0 ... 0
0 dy ... O
0 0 ... d,

Jelikoz nédsobeni Gaussovou transformaci realizuje pricteni nékterého radku k jinému
a nasobeni permutaci realizuje vyménu radki, plati

det(AB) = (—1) det(Ty--- T;AB) = (—1) det(DB) = (—1)'det D - det B =
= (=1)'det(Ty---T1A) -det B = (=1)"(=1)'det A - det B =
= det A - det B.
Je-li konecné A singularni, pak A ma zavislé tadky a existuje posloupnost
Ty, ..., Tr Gaussovych transformaci tak, ze matice Ty ---T;A méa nulovy tadek.
Pak mé vSak nulovy fadek i matice Ty - - - T{AB a podle dusledku (ii) z ¢lanku 21.4

plati
det(AB) = det(Ty--- T1AB) = 0.
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Priklady k procviceni
21.1. Dokazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A fadu n a skalar o plati

det(aA) = o' det A.

21.2. Vypoctéte:

01 2 01 2
a) 1 0 2 b) 1 0 3
1 2 0 1 2 0
21.3. Ovérte, ze
r1 T2 I3
B(x,y)=| v v2 us
1 2 3

je antisymetricka bilinedrni forma definovana pro realné aritmetické vektory
x = [71, 79, 23] 2y = [y1,Y2,¥3]-

Kli¢ k prikladim k procviceni

21.2.a) 6, b) 7
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Kapitola 22

Determinant a inverzni matice

Spojenim induktivni definice determinantu s vysledky predchozi kapitoly dostaneme
vztahy, jejichz maticova interpretace vede ke vzorciim pro inverzni matici a reseni
soustav. Snadno odvodime i nékteré dalsi vlastnosti determinantii. Budeme pritom
pouzivat stejné konvence jako v kapitole 21.

22.1 Rozvoj determinantu podle prvkua libovol-
ného radku

Véta 22.1. Jestlize A = [a;;] je c¢tvercovd matice 7ddu n > 1, pak pro libovolns

index k plati
det A = aklAkl + ...+ aknAkn. (221)

Diikaz. Pro libovolné k dostaneme postupnou vyménou pivodné k-tého radku s rad-
kem bezprostredné nad nim

i |1 rit |1 |1
3 |9 rs (2 (2
detA=| S — = (] =
r%l k—1 %x k—1 ra_Q k—1
Iy k g k 1 k
k k *

= (=D (ap M| — are|Mps| + ... + (=1)" T Mp|) =
= (=1 ag MR |+ ..+ (=) MR | =
= aklAkl + ...+ a;mA;m.
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Disledek 22.2. Necht A = [a;;] je ctvercovd matice radu n > 1.
(i) Jsou-li k,l dva rizné indexy radki matice A, pak
ap A+ ..+ agp Ay, = 0. (22.2)
(ii) Je-li A trojuhelnikovd matice, pak
det A =ay; - apy. (22.3)

Dukaz.

(i) Povsimnéme si, ze hodnota Aj; vibec nezavisi na [-tém fadku matice A. Plati
tedy

*

rd |k
apApn + ...+ ap A, = | % = 0.

re |1

*

(ii) Je-li A dolni trojihelnikova matice, plati (22.3) podle (20.8). Je-li A horni troj-
thelnikova matice, pak opakovanym pouzitim (22.1) dostaneme postupné

11 Q12 * - QAin a1l a2 *°° Qinp-1
0 ag - azy 0 ag -+ azn—1

det A = . .. . = Upn . .. . = ... = 0114022 " Qpp.
0 0 - Qnn 0 0 --- Apn—1n—1

22.2 Adjungovana a inverzni matice

Abychom si mohli zapsat rovnosti (22.1) a (22.2) maticové, zavedeme si nejprve
novy pojem.

Definice 22.3. Necht A je libovolnd ¢tvercovd matice fddu n > 1. Pak adjungo-
vand matice A k matici A je ¢tvercova matice stejného radu definovana predpi-
sem

AH Ce Anl

A — . . .

Ay, o0 A




22.2 Adjungovana a inverzni matice 179

Priklad 22.4. Pro matici

3 2 1
A=|20 2 (22.4)
3 1 -1
plati
0 2 2 2
A11: 1 -1 ‘:_27 A12__ 3 —1 ‘:_(_2_6):87
20 2 1
Az = 3 1‘:2, Ay = — 1 _1‘:_(_2_1):37
3 1 3 2
A= _1’:—3—3:—6, Ay =—| 1‘:3,
2 1 3 1
A31_ 0 2‘:47 A32__ 2 2’:_47
3 2
A33_ 2 0‘2_47
takze
o [-2 3 4
A=| 8 -6 —4|. (22.5)
2 3 —4

Véta 22.5. Necht A je ctvercovd reguldrni matice riadu n > 1. Pak det A # 0 a

1 ~
= A.
det A

-1

(22.6)

Diikaz. Je-li A ¢tvercova regularni matice, pak existuje posloupnost elementarnich
radkovych operaci, kterd prevede A na jednotkovou matici I. Jelikoz determinant
matice upravené elementarni transformace se muze od determinantu ptivodni matice
lisit jen nenulovym nasobkem a detI = 1, plati det A # 0.

Nyni si povsimnéme, ze (22.1) a (22.2) muzeme zapsat maticové pomoci adjun-
gované matice ve tvaru

AA = (detA)-I.

1 ~
A A)=1L
(detA >

Odtud
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Priklad 22.6. Pro matici A definovanou rovnosti (22.4) dostaneme s vyuzitim
(22.5)

-1

1 1 1

3 2 (28 L1
— — 2 1 1

2 0 =5 | 8 6 —4|=| 3 -4
11 1

31 —1 2 3 —4 IO

Spravnost vysledku si miizeme ovérit vynasobenim.
Disledek 22.7. Matice A je reguldrni, prave kdyz det A # 0.

Diikaz. Je-li A singuldrni, pak mé zavislé sloupce, takze podle dusledku (iv) éasti
21.4 plati det A = 0. Obracené tvrzeni plyne z pravé dokazané véty. O

22.3 Determinant transponované matice

Véta 22.8. Necht A je ctvercovd matice. Pak

det A" = det A. (22.7)

Diikaz. Podle ¢lanku 7.1 1ze kazdou permutacni matici P vyjadrit ve tvaru
P=P, P
soucinu elementarnich permutacnich matic P;, které jsou symetrické, takze

P =P,---P

detP" = |Py| - - |Py| = det P.

Jelikoz transponovani neméni diagonalu matice a determinant trojuhelnikové matice
je podle dusledku (ii) ¢lanku 22.1 roven soucinu jejich diagonalnich prvku, plati
(22.7) také pro kazdou trojuhelnikovou matici.

Jestlize je A obecna ctvercova matice, pak podle véty 7.2 o LUP rozkladu existuji
dolni trojuhelnikova matice L, horni trojihelnikova matice U a permutacni matice
P tak, ze

A =LUP.

S pouzitim véty o souc¢inu determinant 21.8 odtud plyne

det A" = det(P'U'L") = |P"||U"||L'| = |L||U||P| = det(LUP) = det A.
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22.4 Determinant jako funkce sloupci

Ze vztahu (22.7) vyplyvé, Ze determinant povazovany za funkci sloupci ma stejné
vlastnosti jako determinant povazovany za funkci radkt. Napiiklad determinant
je antisymetrickd bilinedrni forma libovolné dvojice sloupci matice.

Zpusob odvozeni si budeme ilustrovat na dikazu nasledujici véty o rozvoji de-
terminantu podle sloupci, kterou upotiebime v ¢lanku 22.5.

Véta 22.9. Necht A je ctvercovd matice radu n > 1. Pak proi=1,...,n plati

det A = a; Ay + ...+ aniAy

Dikaz. S pouzitim véty 22.8 dostaneme

a1 . Qp1
detA=detA" =| ay; ... G | =
QA1n ce Apn

(=D auMy| + ..+ (1) ay M| =
= (—1)i+1a1i|M11” + ...+ (—1)”"am|1\/[m] =
= a1 Ay + ..+ apiAg.

22.5 Cramerovy vzorce pro reseni soustav
Pouzijeme-li vzorec (22.6) pro inverzni matici k feseni soustavy
Ax =D

s regularni ¢tvercovou matici A fadu n > 1, dostaneme pro slozky z; feseni x vzorce

1
z;=[A7'b]. = ——(Ayby + ...+ Ayby). 22.8
[ L det A( 11 ) ( )
Pov§imneme-li si, obdobné jako pti odvozeni (22.2), Ze minory piislusné k prvkam i-
-tého sloupce neobsahuji prvky i-tého sloupce, mizeme vyraz v kulaté zévorce (22.8)
povazovat za rozvoj determinantu matice
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ktera vznikne z A zaménou i-tého sloupce za b podle i-tého sloupce. Vyrazy

. det AP
" detA’

se nazyvaji Cramerovy vzorce. Jejich specialni pripady jsme si odvodili elemen-
tarnimi vypocty v kapitole 20.

Priklad 22.10. Najdéte feseni soustavy

3(]31 + 21’2 + x3 = 6
2&31 + 2$3

3ZE1 — X9 — X3 = 0
pomoci Cramerovych vzorci.

Reseni. Postupné vypocteme determinant matice soustavy

3 2 1
Al=2 0 2|=12
3 -1 -1
a Citatele Cramerovych vzorci
6 2 1 36 1 3 26
AP =10 0 2|=12, |A5=]20 2|=48, |AB|=|2 00|=—12
0—-1-1 30 -1 3-10
Odtud
A% A3 A%
T et A © 2T qet A © BT Qet A

22.6 Pouziti Cramerovych vzorci

Cramerovy vzorce, které jsme si odvodili v kapitole 22.5, 1ze povazovat za tplné
reSeni soustavy linearnich rovnic v tom smyslu, ze ho redukuji na vycisleni souctu
a soucinu, prakticky dosazeni do vzorecku. To je uzitecné zejména v pripadech,
kdy potrebujeme vyjadrit feseni malé soustavy s proménnymi koeficienty. Jelikoz se
k efektivnimu vypoctu determinantu ¢iselné matice obvykle vyplati upravit matici
na trojuhelnikovy tvar, ktery lze pfimo pouzit k feseni soustavy, lze si jen tézko pred-
stavit efektivni vyuziti Cramerovych vzorci k feseni rovnic s ¢iselnymi koeficienty.
Obdobné uvahy plati i pro vzorce pro vypocet inverzni matice.
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Priklady k procviceni

22.1. Vypoctéte:

1 2 3 4
10 2 -1
012 0
1 01 2

a) rozvojem podle tretiho Fadku,

b) rozvojem podle druhého sloupce.

22.2. Vyjadrete TeSeni soustavy

v zavislosti na parametru p > 0. K TeSeni pouzijte:

a) vzorce pro inverzni matici,

b) Crammerovy vzorce.

22.3. Najdéte nenulové feseni soustavy
201 + 320 — 23 = 0
Ty — X2 + 23 =0

s vyuzitim véty 22.1 a vzorce (22.2).
NAPOVEDA: PovSimnéte si, Zze kdyz opiSete kteroukoliv rovnici jesté jednou, ziskate
soustavu, jejiz determinant je roven nule.

22.4. Rozhodnéte pomoci determinantu, zda mé soustava

xl—(L'Q—l'g:l
—x1 + 2 — x3 = 0

—x1 — T9 + x3 = 1
jediné Teseni.

22.5. Pomoci Crammerovych vzorci naleznéte inverzni matici k matici

1 2 2
A=| -1 0 2
1 11

22.6. Pomoci Cramerova pravidla vyTeste soustavu
T1 + 229 + 223 = 1
-1 + 2x3 = —1

1 + a2+ xz3 = 0
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Kli¢ k prikladim k procviceni

3 1
225. | 3 -1 -2
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Cast V

Uvod do spektralni teorie
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Kapitola 23

Vlastni c¢isla a vektory

Linearni transformace A obvykle nezobrazi dany vektor e na jeho nasobek, takze e
a Ae jsou typicky nezavislé vektory. Vyjimecné se vSak muze stat, ze existuje ¢islo A
tak, ze Ae = \e. Ukazuje se, ze takové dvojice A a e jsou velmi dilezité pro pochopeni
linearnich transformaci a matic. V aplikacich se s nimi setkame napriklad pti studiu
stability systémi, pii analyze kmitani a pfi numerickém teSeni rovnic rovnovahy c¢i
elektrického pole.

23.1 Vldastni cisla a vektory

Definice 23.1. Necht A € £(V) je linearni transformace definovana na vektorovém
prostoru V. Jestlize existuje nenulovy vektor e € V a skalar \ tak, ze

Ae = )e, (23.1)

pak se A nazyva wvlastni cislo transformace A, e se nazyva vlastni vektor pii-
slusny k A a (A, e) se nazyva vlastni dvojice transformace A.

Rovnost (23.1) si mizeme zapsat pomoci identity ve tvaru
(A—A)e = o,

takze A\ je vlastnim cislem A, prdvé kdyzZ A — A\l neni prosté zobrazent,
a vlastni vektory A prislusné k \ jsou prvky jadra A — \I.

Mnozina vsech vlastnich ¢isel A € L£(V) je podmnozinou mnoziny o(A) vsech
skalart A\, pro které neexistuje (A — AI)~L Mnozina o(A) se nazyvi spektrum
transformace A a pro transformace prostoru konecné dimenze je totozna s mnozinou
vsech vlastnich ¢isel A. Slovo ,spektrum® znamena ,duch® a vystihuje skutecnost,
ze spektrum na matici neni vidét, avsak s jeho pomoci se mnohé vlastnosti matic
snadno vylozi, obdobné jako hybani stolu na spiritistické seanci pomoci néjakého
ducha. Je tu ovSem i rozdil — pokud se néco dovime o spektru matice, pomtze nam
to Tesit konkretni tlohy.
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222
222
222

Obr. 23.1: Matice a jeji spektrum.

10
A= )
Pak vektory standardni baze si, s, jsou vlastni vektory matice A odpovidajici po
radé vlastnim ¢islim 1 a 2, nebot

el L] = lo] w Loe] Y] =2lY]

Vyjadiime-li si vektor x ve tvaru

Priklad 23.2. Necht

X = I1S1 + X289,
muzeme si Ax vyjadrit ve tvaru
Ax=1- r1S1 + 2 - T92S9.

Priklad 23.3. Necht F je prostor vsech redlnych funkei, které maji vsechny derivace
spojité. Oznac¢ime-li si D zobrazeni, které kazdé funkci f prirazuje jeji derivaci f/,
pak exponencidln{ funkce f(z) = *® spliluje

Df(z) = f'(z) = ™ = Af(x).
Kazdé realné cislo je tedy vlastnim ¢islem D. Oznacime-li si g(z) = sin(\x), pak
—D?g(z) = —g"(x) = Msin(\z) = Ng(z),
takze kazdé nezaporné &islo je vlastnim éislem —D?

Priklad 23.4. Necht V je libovolny vektorovy prostor a [ je identické zobrazeni
definované na V. Pak pro kazdy vektor v € V plati

Iv=1-v,

takze kazdy nenulovy vektor je vlastnim vektorem identity odpovidajici vlastnimu
¢islu 1 a o(I) = {1}.
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23.2 Charakteristicky mnohoclen a spektrum

Je-li A ¢tvercova matice, tak nasobeni matici A — AI neni podle ¢lanku 13.4 prosté
zobrazeni, pravé kdyz A —\I je singularni. Podle disledku 22.7 tedy skalar A € o(A),
pravé kdyz det(A — AI) = 0.

Vyraz det(A — AI) se nazyva charakteristicky mnohoclen matice A a kazdé
vlastni ¢islo A € 0(A) je kofenem charakteristické rovnice

|A — \I| = 0. (23.2)

Nésobnost vlastniho ¢isla A jako kofene rovnice (23.2) se nazyva algebraickd nd-
sobnost.

Podle takzvané zéakladni véty algebry ma kazdé algebraickd rovnice s komplex-
nimi koeficienty alespon jeden komplexni koren. Odtud vyplyva, ze kazZdd ctver-
covd matice povazovana za transformaci komplexniho prostoru md neprdzdné
spektrum.

Ukazuje se, ze komplexni kofeny charakteristické rovnice mohou mit vyznam pro
pochopeni vlastnosti realnych matic, které obvykle vznikaji pti formulaci technic-
kych problému. V dalsim vykladu proto budeme uvazovat pouze komplexni vekto-
rové prostory a komplexni matice. Pfipomenme, Ze realnou matici povazujeme za
zvlastni pripad komplexni matice.

Resenim charakteristické rovnice mizeme vypoéitat vlastni ¢sla a k nim pii-
slusné vlastni vektory malych matic. Napriklad vlastni ¢isla matice

2 1
A= i)
vypocteme fesenim rovnice
1 2=A 1 2 B

det(A—)\I)—‘ 1 2_)\‘—)\—4/\—1—3—0,
odkud Ay = 3,y = 1. Vlastni vektory matice A vypocCteme postupné resenim
soustav

)\12—.1’1 +.T2:0 )\22$1+$2:O

T —1‘220 1‘1+I2:O,

odkud

11 - 1
e = 1 a €y = 1 |-
Snadno si ovérime, ze

I 15 Sl R O e R G g
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23.3 Neprazdnost spektra transformace

Véta 23.5. Necht A € L(V) je linedarni transformace komplexniho prostoru V
konecné dimenze. Pak o(A) # ().

Diikaz. Necht F = (fi,...,f,) je baze V. Jelikoz matice A = [A], ma neprazdné
spektrum, podle ¢lanku 23.2; existuje A € C a sloupcovy vektor x = [z;] tak, ze

Ax = \x.

Oznacme si
e=uxf1 +... 4+ x,f,,

takze [e] » = x. Pak
[Aelz = [A]z [e]r = Ax = Ax = Alfe] = [de],

takze Ae = le a A € o(A). O

23.4 Invariantnost vzhledem k podobnosti

Vzhledem k tomu, ze podobné matice lze povazovat za matice téhoz zobrazeni v riiz-
nych bazich, da se oc¢ekavat, ze podstatné charakteristiky podobnych matic budou
stejné.

Necht A je libovolna ¢tvercova matice a nechf

Ae = )e. (23.3)
Po prenédsobeni (23.3) libovolnou reguldrni matici T dostaneme
TAe = \Te,

odtud
TAT *(Te) = A(Te).

Odtud plyne, ze podobné matice maji stejnd vlastni cisla.

Podobnost zachovava nejen spektrum, ale i charakteristicky mnohoclen. Sku-
tecné, pouzitim véty 21.8 o soucinu determinanti a jednoduchymi ipravami dosta-
neme

det(TAT "= AI) = [TAT '— ATIT !| = |T(A — ADT!| = |T||A — M||T!| =
= det(A — AI),

takze podobné matice maji stejny charakteristicky mnohoclen.
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23.5 Soucet a soucin vlastnich cisel

I kdyz jsme si Tekli, Ze spektrum neni na matici obvykle vidét, neznamena to, ze na
matici neni vidét zadna informace o spektru. Ukazeme si to podrobnéjsim rozborem
charakteristické rovnice.

Pomoci matematické indukce a induktivni definice determinantu lze dokazat, ze
pro ¢tvercovou matici A = [a;;] n-tého fadu plati

det(A — AI) = (a11 — A) -+ - (@ — A) + Pr2(A), (23.4)

kde p,_» je mnohoclen fadu nejvyse n — 2. Charakteristicky mnohoc¢len (23.4) miu-
zeme dale upravit na tvar

det(A — AI) = (=A)" + (a11 + - . + @) (=) + gu_a(N), (23.5)

s mnohoclenem ¢,,_5 stupné nejvyse n— 2. Jelikoz charakteristicky mnohoclen (23.4)
je mnohoclen n-tého stupné, mizeme ho také vyjadrit pomoci zakladni véty algebry
ve tvaru souc¢inu kotrenovych c¢initeli

det(A = M) =N\ = XA)--- (N, = \) =
= (=N)"F A FN)ENT A A (23.6)

Po dosazeni A = 0 do (23.6) dostaneme

det A =X -\, (23.7)
a porovnanim koeficientt u (—=\)""1 v (23.5) a (23.6)

At ...t Gy = A+ .+ A

Soucet diagonalnich prvkia matice se nazyva stopa matice.
Priklad 23.6. Urcete soucet a soucin vlastnich ¢isel matice

a-[21]
Reseni. Necht \i, Ay jsou vlastni ¢fsla matice A. Pak

M+ =2+2=4
)\1)\2 :4—1:3
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23.6 Lokalizace vlastnich c¢isel

P1i teseni nékterych tloh neni nutné mit dplnou informaci o spektru, ale staci jen
urcit cast komplexni roviny, kde se spektrum nachézi. Napiiklad najdeme-li ¢ast
komplexni roviny, ktera obsahuje spektrum dané matice A a neobsahuje nulu, bu-
deme mit, podle (23.7), zaruceno, 7e A je regularni. Z tohoto duvodu je uzitecnd
nasledujici véta.

Véta 23.7 (Gersgorin). Necht A = [a;j] je ctvercovd komplexni matice radu n
a necht

ri=laa|+ ...+ lag| + ...+ lam| a Si={reC:lzr—ayl <r},
kde striska nad symbolem znaci jeho vynechani. Pak

oc(A)Cc S U...US,.

Diikaz. Necht Ax = Ax, x = [z;] a x # 0. Pak

a1+ ...+ aux; ..+ apT, = )\l’z
odkud prevedenim ¢lenu a;;x; na pravou stranu dostaneme
Pomoci vlastnosti absolutni hodnoty tak snadno ovéiime, ze plati
Necht i je takové, ze |z;| = max |z;|. Jelikoz |z;| > 0, plati

J
|/ ]ei| <1 (23.9)

Vydélime-li rovnost (23.8) |x;|, dostaneme s pouzitim (23.9)
tedy A€ Sl ]

Priklad 23.8. Pomoci Gersgorinovy véty najdéte co nejmensi ¢ast komplexni ro-
viny, ktera obsahuje spektrum matice

2
A=|1
1

<0 W S
I )

Reseni. 11 = |i| +[0] = 1,ro = 1+ 1 =273 =1+ [i| = 2. Odtud S; = {x €
€C:ilr -2/ <1}, S ={2eC:|xr -3 <2}, S3={xr e C: |z —4 <2}, takze
o(A) C 8§ US, US;. Cést komplexni roviny obsahujici o(A) je na obrazku 23.2,
kde je vysrafovana oblast obsahujici o(A). Z obrazku 23.2 plyne, ze 0 € o(A), takze
matice A je regularni. A
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Im

Obr. 23.2: Spektrum matice.

Priklady k procviceni

23.1. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vlastni vektory matic:

310 210 010
a) A=|0 2 1 b) B=]0 1 1 c) C=]10 01
0 01 0 01 0 00
23.2. Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice
100
A= 5 4
0 45
23.3. Necht
5 4
=115

Vypoctéte vlastni ¢isla matic A, A% A~L

23.4. Necht A je libovolnd regularni matice s vlastnim ¢islem \. Dokazte:
a) A2 € o(A?).
b) A7l € o(A7Y).
c) X2 +2X+1€0(A>+2A +1).

23.5. Necht
2. 1 0
A= -1 4i 1
1 1 4

a) Vypoctéte soucet a soucin vlastnich ¢isel matice A.

b) Znazornéte ¢ast komplexni roviny, kterda podle GerSgorinovy véty obsahuje o(A).
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Kapitola 24

Spektralni rozklad symetrické
matice

V kapitole 23 jsme vidéli, ze obrazy vlastnich vektorti jsou urceny vlastnimi ¢isly,
které splnuji nékteré podivuhodné relace. Nyni si ukazeme, ze z vlastnich vektoru
symetrické matice mizeme sestavit ortonormalni bazi. Toto tvrzeni je snad to nej-

Vv

24.1 Spektrum symetrické matice

Véta 24.1. Necht A je redlnd symetrickd matice. Pak o(A) C R.

Diikaz. Predpokladejme, ze A\ je komplexni vlastni ¢islo realné symetrické matice
A = [a;] Tadu n, jemuz prislusi vlastni vektor e = [¢;], takze

Ae = )e. (24.1)

Pak pro A komplexnd sdruzené s A\ a vektor @ = [¢;] se slozkami & komplexnd
sdruzenymi s e; plati, podle pravidla o souc¢inu komplexné sdruzenych ¢isel, Ze

[Aé]z = aﬁél + ..+ amén =ap€e1+ ...+ ape, = )\_6Z = Xe_l = [XEL
pro kazdy index i, takze _
A% = )6, (24.2)

T a rovnici (24.2) zleva e', dostaneme

Prendsobime-li nyni rovnici (24.1) zleva €
ETAG = )\éTe =\ (‘€1|2 + ...+ \en\z) s
eTAé = XeTE = X (’61’2 + ..+ ]enP) s

odkud s pomoci
€e'Ae = (éTAe)T: e'Ae

snadno odvodime \ = \. O
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24.2 Vlastni vektory realné symetrické matice

Véta 24.2. Viastni vektory redlné symetrické matice A odpovidajici ruznym vlast-
nim cislum jsou ortogondlni.

Diikaz. Predpokladejme, ze A # u jsou vlastni ¢isla matice A, kterym odpovidaji
vlastni vektory e a f, takze

Ae= )X e a Af=uf (24.3)
Pienasobime-li rovnice (24.3) postupné zleva f' a e', dostaneme
fTAe = M'e a e'Af = pe'f,
odkud s pomoci
f'fAe = (f'Ae) =e'Af a fle=(fle) =e'f

plyne
M'e = uf'e.
Pro A # p tedy musi platit f'e = 0. O

Poznamka. Vlastni vektory libovolné blizkych matic se mohou vyrazné lisit. Na-
priklad matice

1+e¢ 0 0
A, = 0 1—¢ 0
0 0 2

ma, az na skalarni nasobky, pouze tti nezavislé vlastni vektory tvorené sloupci ma-
tice I3, avSak jakykoli sloupcovy vektor, ktery je linearni kombinaci prvnich dvou
sloupctli jednotkové matice I3, je vlastnim vektorem matice Ay. Vypocet vlastnich
vektorti odpovidajicich blizkym vlastnim ¢islim proto mize byt vyznamné ovlivnén
zaokrouhlovacimi chybami. Je vSak mozné dokézat, ze vlastni ¢isla blizkych matic
jsou si také blizka.

24.3 Invariantni podprostory

Definice 24.3. Necht U/ je podprostorem vektorového prostoru V a necht A €
€ L(V). Jestlize

AlU) C U,
pak se U nazyva invariantni podprostor A a ziZeni A|lU transformace A
na U definované predpisem

AU Usu— Auecl

je také linearni transformace U.
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Priklad 24.4. Necht

I

|
O = Ot
|
S O
_ o O

Pak
U={xeR*: [xj3=0} a V={xecR: [x]; =[x],=0}
jsou invariantni podprostory A.
Priklad 24.5. Necht A je ¢tvercova matice, A € o(A) a Ny = N (A — AI). Pak pro
kazdy vektor u € Ny plati
(A —M)Au = (A’ — ) A)u=A(A - \)u= Ao = o,

takze N, je invariantni podprostor A. Jelikoz u € N'(A — AI), pravé kdyz Au = Au,

plati
AN, = M|V,

Véta 24.6. NechtU je invariantni podprostor redlné symetrické matice A dimenze

n. Pak
Ut ={veR":viu=0 pro viechna u € U}

je inwvariantni podprostor U.

Drikaz. Necht U je invariantni podprostor matice A, u € U av € U+, takze viu = 0.

Pak
(Av)'u=v'(Au) = Av'u=0.

Dokézat, ze Ut je vektorovy prostor, ponechdvame jako cviceni. O

V dalsim vykladu budeme potiebovat jesté jedno snadné pozorovani.

Lemma 24.7. Necht U a W jsou invariantni podprostory A € L(V). PakU + W
a U NW jsou invariantni podprostory A.

Diikaz. Jestlize U a VW jsou invariantni podprostory A, v=u+w,uclf aw € W,
pak Aue U, Aw e W a

Av=Alu+w)=Au+Aw e U + W.

Obdobné se dokaze i druhé tvrzeni. n
Disledek 24.8. Necht eq, ..., e jsou vlastni vektory matice A. Pak
U= ey,...,e

i Ut jsou invariantni podprostory A.

Poznamka. I kdyz vlastni vektory mohou byt velmi citlivé na drobné zmény matice,
snadno se oveéri, ze obdobné tvrzeni neplati pro invariantni podprostory tvorené
obalem vlastnich vektorti izolovaného shluku vlastnich ¢isel symetrické matice.
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24.4 Spektralni rozklad realné symetrické matice

Véta 24.9. Necht A je redlnd symetrickd matice. Pak existuje ortogondlni matice
U a diagondlni matice D tak, Ze

A =U'DU. (24.4)

Rddky r° matice U jsou transponované ortonormdlni vlastni vektory matice A
prislusné vlastnim cislim \; = [D];;.

Diikaz. Necht e; je vlastn{ vektor matice A fadu n. Pak & = (e;)~ je podle véty 24.6
invariantni podprostor A, takze podle véty 23.5 existuje vlastni vektor ey transfor-
mace A&, ktery je ovsem také vlastni vektor A ortogonélnik e;. Z e; a e; vytvorime

invariantni podprostory (e, e;) a & = (e1, e}t = (e;) N (ey)®. Opakovanim po-
stupu pro & = (e, ex)*, ..., &, = (e},...,e, 1) dostaneme postupné ortogonalni
vlastni vektory es, ..., e,. Sestavime-li z normalizovanych vlastnich vektor matici
U' = [ey,...,e,], dostaneme
. MO 0
€
- 0 X ... O
UAU' =UlAey,...,Ae,|=|  |[Men,...; el =1 . . . s
o oo T
" 0O 0 ... A\,

odkud po piendsobeni U zleva a U zprava dostaneme s pouzitim UT = U~! rovnost
(24.4). 0

A:[ig]

Pak A ma vlastni ¢isla A\; = 9, Ay = 1, kterym odpovidaji vlastni vektory

(1] el

el = eIel = \/5

Priklad 24.10. Necht

Jelikoz

lesl| = 1/eber = V2,

muzeme sestavit z normalizovanych vlastnich vektort matici

o_lemen | _[& &H]_1[1v 1]
el |~ | G 5| VL1 -
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Snadno si ovérime, ze

b alletah ol

24.5 Geometrie spektralniho rozkladu

Jelikoz z vlastnich vektori symetrické matice A lze sestavit ortonormalni bazi pro-
storu sloupcovych vektort stejné dimeze jako A, lze si icinek A predstavit tak, ze
roztahuje, zkracuje a pripadné preklapi slozku kazdého vektoru rovnobéznou s vlast-
nim vektorem e; v zavislosti na jeho vlastnim ¢isle \;, tak jako na obrazku 24.1.
Odtud plyne, ze pro obsah P’ obrazu libovolného obrazce o puvodnim obsahu P pri
zobrazeni x — Ax bude platit

P = |det A|P.

Kruznice se pfitom zobrazi na elipsu s hlavnimi osami ||, |A2| tak jako na obrazku
24.2.
Obdobné tuvahy plati i pro prostorové utvary a lze jim dat smysl i v prostorech

vyssi dimenze.
Ax
X
7\,161
€
€
}\«262
0

Obr. 24.1: Ué¢inek zobrazeni x — Ax.

24.6 Extremalni vlastnosti vlastnich cisel

JelikoZ pro jednotkové vektory plati x'x = 1, lze z predchozich tivah, zejména
z obrazku 24.2, o¢ekdvat, Ze extrémni hodnoty vyrazu x'Ax pro x'x = 1 bude
v pripadé symetrické matice dosazeno v prislusnych vlastnich vektorech. Dokazeme
si toto tvrzeni konkrétnéji.
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Are

Obr. 24.2: Obsah obrazu kruhu pfi zobrazeni x — Ax.

Véta 24.11. Necht Ay < ... <\, jsou vzestupné uspordadand vlastni cisla symet-
rické matice A. Pak

A = min x Ax a )\, = max X AX.
x'x=1 x'x=1

Diikaz. Necht A = U'DU je spektralni rozklad matice A. Pak plati
(Ux)'Ux =x'U'Ux = x'x,
takze

max x'Ax = max x' U'DUx = max{(Ux) DUx : (Ux) Ux =1} =

x'x=1 xTx=1

= max y' Dy = max My 4+ A2 < max Y'Y = A
yly=1 yly=1 yly=1
Primym vypoctem si lze ovérit, ze maxima je dosazeno ve vlastnim vektoru prislus-
ném k \,.

Obdobné se dokéaze i tvrzeni o minimu. O
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Priklady k procviceni

24.1. a) Necht A,U,V znaci matici z prikladu 24.4 a jeji invariantni podprostory. Najdéte
matici zizenl AU v béazi € = (s1,s2),

1 0
S1 = 0 y So = 1
0 0

b) Najdéte o(A|U) a o(A|V).
c¢) Najdéte spektralni rozklad matice A.

24.2. Tenzor

o011 012
T =
021 022
lze povazovat za zobrazeni, které kazdému vektoru n prirazuje vektor Tn, ktery urcuje
silu ptisobici na tse¢ku délky d = vn'n uréenou normélou n. Najdéte vzorec pro
maximalni a minimdalni silu ptsobici na jednotkovou usecku.
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Kapitola 25

Dusledky spektralniho rozkladu

25.1 Lokalizace spektra pomoci kongruence

Véta o spektralnim rozkladu 24.9 1ika, ze kazZdd symetrickd matice A je sou-
casné podobnd a kongruentni s diagondlni matici D majici na diagondle
spektrum o(A) matice A. Jelikoz podobnost zachovava spektrum matice, kon-
gruence zachovava znaménka diagonalnich prvkl a pozitivni definitnost ¢i semidefi-
nitnost diagonalni matice pozname podle diagonalnich prvki, plati, Zze symetrickad
matice A je pozitivné definitni (semidefinitni), prdvé kdyzZ md kladné
(nezdporné) spektrum o(A).

Vétu o spektralnim rozkladu mizeme pouzit téz jako zakladni teoreticky néstroj
k odvozeni postupu pro urceni poctu vlastnich ¢isel symetrické matice v daném
intervalu nebo na poloptimce. Postupem uvedenym v ¢lanku 17.3 totiz miizeme najit
pomérné snadno diagonalni matici E, ktera je kongruentni s matici D ze spektralniho
rozkladu. Podle zédkona setrvacnosti kvadratickych forem 17.7 vSak maji matice D
a E stejny pocet kladnych, zapornych a nulovych diagonalnich prvki, takze podle
diagondly E muzeme urc¢it pocet kladnych, zépornych a nulovych prvka o(A).

Jelikoz z Ae = )e plyne (A — cI)e = (A — ¢)e, miZeme pouzitim téhoZ postupu
na matici A — cI zjistit pocet vlastnich ¢isel A, ktera jsou vétsi nez ¢, mensi nez
¢, nebo se rovnaji c¢. Jednoduchou modifikaci tohoto postupu muzeme urcit, kolik
vlastnich ¢isel je v daném intervalu.

Priklad 25.1. Urcete, zda ma matice

A_:

O = O
— = =
O = O

néjaké vlastni cislo vetsi nez 2.

Reseni. Matice A mé vlastni ¢islo vétsi nez 2 pravé tehdy, kdyz ma matice A — 21
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néjaké kladné vlastni cislo. Postupnou tipravou dostaneme

-2 1 0 -2 1 0
A-2I=| 1 -1 1|rp+sn—| 0 —3 1|~
0 1 -2 0 1 =2
So + 581
-2 0 0 -2 0 0 -2 00
= 0-1 1 =1 0-1 1 = 0-10
0 1 =2 |r3+ 21 0 0 0 0 00
s3 + 2s9
Jelikoz 0 € o(A — 2I), plati 2 € o(A), avSak zadné vlastni ¢islo A neni vétsi nez

2. A

25.2 Sylvesterovo kritérium pozitivni definitnosti

Spojime-li pozorovani predchozich odstavci s nasimi znalostmi determinantti a kon-
gruence, muzeme dokazat podminku pro pozitivni definitnost matice pomoci deter-

minantu.

Véta 25.2 (Sylvester). Necht A = [a;;] je ctvercovd matice a necht

Pak matice A je pozitivne definitni, praveé kdyz

detA; >0, i=1,...,n.

Diikaz. Je-li matice A pozitivné definitni, pak je pozitivné definitni i kazda jeji
submatice A;, nebot pro libovolny nenulovy vektor y fadu ¢ a

lt

plati 0 < x'Ax = y'A,y. Pozitivné definitni matice v8ak maji podle odstavce 25.1
kladna vlastni ¢isla, takze i jejich soucin, rovnajici se det A;, je kladny.

Necht obréacené det A; > 0 pro ¢« = 1,...,n. Pak specidlné ay; = det Ay > 0,
takze stejné jako v dikazu véty 17.1 najdeme matici L; tak, ze plati

any o}

T— —
L,AL, —[ o A,
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Nyni si pripomenime, ze L; lze zapsat obdobnym pfedpisem jako (7.3) pomoci sou-
¢inu matic, jejichz nasobenim se realizuje pri¢teni nasobku prvniho rfaddku nebo
sloupce nasobené matice k jinému radku nebo sloupci téze matice. To vSak znamena,
7e nasobeni matici L; zleva ani ndsobeni matici L' zprava neméni determinanty
matic A;. Specielné odtud vyplyvd, %e pro prvek al, v levém hornim rohu matice
A, plati

det AQ = CLHCL%Z > 0,

takZe al, je kladny. Opakovanim tohoto postupu nakonec lze ukazat, Ze matice A je
kongruentni s diagondlni matici s kladnymi ¢isly na diagonale, tedy ze A je pozitivné
definitni. O]

Poznamka. Pro Sylvesterovo kritérium plati to, co bylo feceno o determinantech
obecné. Pro rozhodnuti o pozitivni definitnosti vétsi matice je vhodnéjsi pouzit
LDL" rozkladu (viz ¢lanek 17.2).

25.3 Skalarni funkce symetrické matice

V clanku 13.7 jsme si ukazali, ze do jakéhokoliv mnohoclenu mizeme ,dosadit*
linearni transformace tak, ze vysledek nezédlezi na konkrétnim zapisu mnohoclenu,
takze mnohocleny linearni transformace muzeme upravovat obdobné jako skaldrni
mnohocleny. Pro mnohé aplikace je vSsak dilezité umét dosazovat alespon symetrické
matice do funkci, které jsou obecnéjsi nez mnohoclen, ovsem tak, aby byla splnéna
pravidla, kterd jsou nezbytnd k pocitani s maticovymi funkcemi.

Definice 25.3. Necht A je symetricka matice fadu n a necht F5 je mnozina vsech
realnych funkei definovanych na jejim spektru o(A). Zobrazeni, které kazdé funkci
[ € JFa pritazuje symetrickou matici f(A) tadu n, definuje skaldrni funkce
matice A, jestlize pro libovolné funkce f, g € Fa a identitu idg plati:

(F1) idg(A) = A.

(F2) (f +9)(A) = f(A) +g(A).

(F3) (f - 9)(A) = f(A) - g(A).
(F4)

F4) Jestlize f(z) > x pro x € o(A), pak f(A) je pozitivné semidefinitni.

Snadno se ovéri, ze skalarni funkce diagonalni matice
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muzeme definovat predpisem

fa) 0 0
foy=| 0T 0
00 ... fOu)
ktery ma smysl pro libovolnou redlnou funkei f definovanou na o(D) = {\{, ..., A\, }

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A se spektrdlnim rozkladem A = U'DU pak
predpis
f(A)=U"f(D)U (25.1)

definuje skaldrni funkci matice A pro kazdou redlnou funkci definovanou na o(A).
Napriklad pro funkce f a g definované na o(A) plati

(f-9)(A)=U'(f-9)(D)U =U'f(D)g(D)U = U'f(D)UUg(D)U = f(A)g(A).

Porovname-li (25.1) s vétou o spektralnim rozkladu 24.9, snadno zjistime, Ze
A € o(A), pravé kdyz f(N) € o(f(A)), coz se d& vyjadrit struéné ve tvaru

o (F(A)) = £(o(A). (25.2)

SN

Priklad 25.4. Pro matici

vypoctéte vA.
Resend. Podle pifkladu 24.10 plati
A =U'"DU,

kde
9 0 1 1 1

o-[22) w51 ]

s[1alll )=

Odtud
\/K:UT\/BU:%[l 1“3 0“1 1]:

1 1|0 1|1 —1
21
12|

Primym vypocétem si mizeme ovérit, ze

e [Te)=l0)
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25.4 Polarni rozklad

I kdyz spektralni rozklad plati jen pro symetrické matice, miizeme s jeho pomoci
lépe pochopit i obecnéjsi matice.

Véta 25.5. Necht A je libovolnd ctvercovd matice. Pak existuje symetrickd pozi-
tivné semidefinitni matice B = vV ATA a ortogondini matice U tak, Ze

A = UB. (25.3)

Rozklad (25.3) se nazyvd polarni rozklad.

Diikaz. Omezime se pro jednoduchost jen na ptipad regularni matice A. Kdyby
rozklad (25.3) existoval, pak by platilo

A'A =BU'UB = B?

Matice B2 = ATA je pozitivné definitni, nebotf pomoci regularity A dostaneme pro
X # 0, 7€
x' B*x = x'ATAx = (Ax)'Ax = ||Ax|* > 0.

Podle tvahy v élanku 25.1 mé tedy A'A kladné spektrum, takze existuje odmocnina

z ATA a
B =VATA.
Z (25.3) dostaneme

U=AB}
odkud
UU =AB'B'A'=AAA)'A=AA'A AT =T,
takze U je ortogondlni. Z (25.2) také plyne, ze B je pozitivné definitni. O

Poznamka. M4-li matice A tak malé prvky, Ze prvky A? jsou zanedbatelné ve
srovnani s A, pak muizeme najit pribliZny poldrni rozklad matice I + A pomoci

I+A= (I+%(A+AT)) (I+%(A—AT)).

Matice B = I+ (A + AT) je zfejmé symetrickd, pozitivné definitni, zatimco U =
=1+ (A — AT) je, az na zanedbatelnou chybu, ortogonalni, nebot

U'U= (I - %(AT — A)) (I + %(A — AT)> =1- i(AT —A? =1

Priblizny polarni rozklad se pouziva naptiklad v linearni pruznosti k definici
tenzoru deformace. Vyuzivé se pfitom toho, Ze matice D = (A + A"), kterd cha-
rakterizuje deformaci télesa vzhledem k referencni konfiguraci, zavisi linearné na

A.
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25.5 Geometricky vyznam determinantu

Porovnanim véty o polarnim rozkladu 25.5 s ¢lankem 25.3 vyplyva, Ze zobrazeni
x +— Ax definované libovolnou c¢tvercovou matici zméni libovolnou plochu P na

plochu
P'=|det VATA| P. (25.4)

Pomoci véty o soucinu determinant 21.8 a o determinantu transponované matice
22.8 dostaneme

| det VATA|? = | det VATA det VATA| = | det VATAVATA| =
= |det ATA| = |det A" det A| = | det A|?

odkud po dosazeni do (25.4) vychézi
P'=|detA| P.

Priklad 25.6. Najdéte vzorec pro plochu P rovnobéznika urceného vektory

S1

Obr. 25.1: Plocha rovnobéznika.

Reseni. Povsimnéme si napted, Ze

Rovnobéznik urcéeny vektory u, v je tedy mozno povazovat za obraz jednotkového
¢tverce urceného vektory standardni baze

SN
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pri zobrazeni x — Ax s matici
A = [ u, v } .
Plati tedy

Uz V2

P:|detA|-1:‘det{u1 ”1”
A

Priklad 25.7. Urcete objem V' ¢tyrsténu s vrcholy uréenymi polohovymi vektory
oa

Uy U1 w1
u= Ug ; vV = V2 ) W = w2 )
us U3 w3

tak jako na obrazku 25.2.

Obr. 25.2: Objem ¢étyrsténu.

Resend. Objem ¢tyfsténu uréeného nulovym vektorem a jednotkovymi vektory stan-
dardni baze je roven 1/6. Ctyfstén s vrcholy o, u, v, w miiZeme povaZzovat za obraz
¢tyTsténu uréeného vrcholem a jednotkovymi vektory standardni baze pri zobrazeni
x — Ax s matici

A = [ u, v, w } ,
takze
1 Uy vV Wy
V= 6 det Ug Vo Wo
us V3 Ws
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25.6 Singularni rozklad a podminénost matice

Dalsi dilezity rozklad je jednoduchym dtsledkem vét o polarnim a spektralnim
rozkladu.

Véta 25.8. Necht A € R™*" je libovolnd redlna matice. Pak existuji ortogondlni
matice U € R™*™ 'V € R™" a diagondlni matice S, na jejiz diagondle jsou vlastni

¢isla matice VATA (pro m > n) nebo VAAT (pron > m) tak, Ze
A=U'SV. (25.5)

Diagondlni matici zde chapeme ve zobecneéném smyslu, takze predpoklddame, Ze S
ma jeden z nasledujicich tvari:

o e e
: "Tor 0 01 )
o 0 0 0 o9 0 o 0 0 0
0 o9 0 : 0 o9 0 0
: : SR ’ 0 0 on | : : I
0 0o - o, 0 o -+ o, -+ 0
| 0 O 0 |

Rozklad (25.5) se nazgvd singuldrni rozklad a vlastni cisla matice vV ATA (re-
spektive VAAT pron < m) se nazgvaji singularni ¢isla matice A.

Diikaz. Pro m = m: Podle véty o polarnim rozkladu 25.5 existuje ortogonalni matice

W a porzitivné definitni matice B = vV ATA tak, ze
A = WB. (25.6)

Podle véty o spektralnim rozkladu 24.9 existuje ortogonalni matice V tak, ze pro
matici S se singularnimi ¢isly matice A na diagonale plati

B=V'SV.
Nahradime-li timto vyrazem B v (25.6) a oznac¢ime-li si U = VW', dostaneme

A=WV'SV = (VW')'sv=U'sv

U'U=WV' VW' =1.

Prom > n: Oznaéme A = [A O} € R™*™_ Pak dle predchoziho dikazu existuje
singularni rozklad
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matice A, kde matice S ma na diagondle vlastni ¢isla matice

B-vaR- |V O]

Je zfejmé, Ze matice B ma alespon m —n vlastnich ¢isel nulovych a miizeme oznacdit
bloky matic

~ vV V,

_ Q N\ _ mxn nxn
U=U,§=s 0],V_[Vb VC],kdeSER . VeR™™

Konecné
[A 0]=A=U'SV=[U'SV 0].

Pro m < n je matice AT € R™™ n > m a existuje tedy jeji singuldrni rozklad

Je ziejmé, 7e A=UTSV, kde U=V, V=UaS=S". O

U § Vv A U s Vv

Obr. 25.3: Redukovany singuldrni rozklad (m > n).

Poznamka. V pravé ¢asti obrazku 25.3 je znédzornén vyse vyse zminény singularni
rozklad matice A € R™™ pro m > n. Je patrné, ze pii ndsobeni U'S je zbytecné
znat poslednich m — n sloupcii matice U, které by zbyte¢né zabiraly pamét. Proto
se pouziva pojem redukovany singuldrni rozklad

A=TUTSV,

kde matice U, (respektive matice V v pripadé m < n) neni ¢tvercova, viz leva
¢ast obrazku 25.3. Matici A mizeme casto aproximovat sou¢inem mnohem mensich
matic, kdyz pouzijeme jen ¢asti matic singularniho rozkladu, které prislusi relativne
velkym diagonalnim prvkim matice S. Je to jedno z pozorovani, které umoznilo
uspéch vyhledavace Google.

Véta o singularnim rozkladu tikd, Ze linearni zobrazeni

x — Ax = U'SVx
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s libovolnou ¢tvercovu matici A € R™*" si miizeme predstavit jako slozeni t¥i zobra-
zeni. Prvni a posledni zobrazeni je ndsobeni ortonormélni matici V, respektive UT.
Pro matici UT to znamen4, Ze

n n
X = E as; — Ulx = E a;u;
i=1 i=1

kde S = (s1,...,s,) je standartni baze v R™, a; jsou souradnice vektoru z ve stan-
dartni bazi a vektory u; jsou radky matice U, které si 1ze predstavit jako nové bazové
vektory. Analogicky geometricky vyznam maé zobrazeni x — Vx. Geometricky lze
toto zobrazeni chapat jako otoceni a zménu sméru nékterych bazovych vektori za
opac¢ny (zrcadleni). Zobrazeni x — Sx znamena roztazeni/zkraceni ve sméru soutrad-
nicovych os. Uvédomme si, Ze zobrazeni dané ortonormalni matici (V,U") zobrazi
jednotkovou sféru ||x|| = 1 na sebe sama a ndsobeni matici S zobrazi jednotkovou
sféru na n—dimenziondlni elipsu. Jelikoz SVD rozklad existuje ke kazdé matici A, tak
jakékoli linedrni zobrazeni z R™ do R™ zobrazi jednotkovou sféru na n—dimenzionalni
elipsu, viz obrazek 25.4.

0282

(-

—
\ v Vo
CUQ\

0181

XY

o1

Ax
Obr. 25.4: Geometricka interpretace SVD rozkladu v R2.

Pravé singularni ¢isla tedy definuji zménu délky vektort. Z toho vyplyva, ze
matice je singularni, pravé kdyz nejmensi singularni ¢islo oy, je nulové. Z téchto
uvah je také patrné, Ze nenulova matice je blizka singularni matici, pravé kdyz
je Omin mnohem mensi nez nejveétsi singularni ¢islo o.«. Pro regularni matici A
charakterizuje ¢islo

H<A) = Umax/amin >1

miru regularity matice A a nazyva se ¢islo podminénosti matice A. Cislo pod-
minénosti lze vypocitat pomoci numerickych metod.
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Poznamka. Jelikoz matice je singularni, pravé kdyz je jeji determinant nulovy,
mohlo by se zdat, ze kvantitativni mirou regularity matice by mohl byt jeji deter-
minant. Priklad matice

A =0.1 1100,

kterd mé inverzi A=! = 101,99 a det A = 1071 viak ukazuje, Ze determinant
neni vhodnd kvantitativni mira regularity matice!
25.7 Pseudoinverzni matice

I kdyz k singularni ¢tvercové matici A neexistuje inverzni matice, miizeme pomoci
singularniho rozkladu 25.8

01 0 0
0 o9 -+ 0
A=U'SV, S= .
0 0 o
0 0 On
definovat matici
AT =V'STU,

kde ST je diagonalni matice s diagondlnimi prvky o} spliujicimi o7 = o; ! pro

0; #0a o] =0 pro o; = 0, kterd v nékterém smyslu nahrazuje neexistujici inverznf
matici. Snadno se ovéri, ze takto definovana matice spliuje Moore—Penroseovy
podminky:
(MP1) AATA = A
(MP2) ATAAT = AT
(MP3) (AA*)" = AA*
(MP4) (A*A)' = A*A
Je-li A ¢tvercova matice, pak
XLs — A+b

splnuje normalovou rovnici

A'Ax; 3 =V'SUU'SVV'STUb = V'SUb = A'b,
takze pro libovolny vektor h plati

|A(xzs +h) — b||* = |[Axrs — b||* + 2h" (A'Ax;5 — A"b) + ||Ah|]* =
= |[Axrs — b||* + [[Ah[* > [|Ax.s — b|.

Vektor x5 tedy minimalizuje ||Ay — b||, ¢ili fesi rovnici

Ax=b (25.7)
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ve smyslu nejmensich ¢tverci. Jelikoz posledni nerovnost prejde v rovnost jen kdyz
je splnéno Ah = o, lze libovolné feSeni rovnice (25.7) ve smyslu nejmensich ¢tverct
zapsat ve tvaru X = x.g + n,n € N(A). Z (MP2) a (MP3) déle dostaneme

xps = ATb = ATAA*b = (ATA)'A*b = ATA*A™b,

tedy x5 patif do oboru hodnot H(A") matice A'. Libovolny vektor n z nulového
prostoru N (A) matice A je vSak podle véty 18.7 ortogonalni k H(A") a tedy i k xg.
Pro vektor x = x5+ n,n € N(A) tedy plati

<l* = llxzs + nl*= [xcs)* + Inf* > fxzs]”,

takze vektor xpg nejen fesi rovnici (25.7) ve smyslu nejmensich ¢tverct, ale md ze
vSech TesSeni nejmensi normu.
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Kapitola 26

Jordanova forma matice

Jak vime ze 14. kapitoly, matici miizeme povazovat za reprezentaci linearni transfor-
mace prostoru konecné dimenze v dané bazi a matice téze transformace v rtznych
bazich jsou si podobné. Vznika tak otazka, na jaky tvar lze vhodnym vybérem
baze redukovat matici linedrni transformace. Odpovéd je jednoducha v pripadé, ze
existuje baze prostoru sestavajici z vlastnich vektort, takze dostaneme diagonalni
matici. V této kapitole se budeme zabyvat obecnym pripadem. Vzhledem k tomu, ze
vlastni ¢isla realné matice mohou byt komplexni, budeme do konce kapitoly uvazovat
vyhradné komplexni matice a vektorové prostory.

26.1 Jordanova forma matice s jednim vlastnim
vektorem

V ¢lanku 23.3 jsme si dokéazali, Ze kazdd matice ma alespon jeden vlastni vektor.
Vic jich mit nemusi. Napriklad matice

A:

S O N

11
2 1
0 2

ma jediné vlastni ¢islo A = 2, avsak soustava

011 T
(A-—XD)x=1|0 0 1 T2 | =0
000 x3
ma, az na skalarni nasobek, jediné feseni
1
e = 0
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Ukazuje se, ze vektor e; lze doplnit vektory es, e3 do baze, v niz ma linearni
zobrazeni A : x — Ax specialni tvar. K jejich nalezeni si povSimneme, Ze existuje
ey tak, ze

e = (A — 21)82.

V nasem pripadé najdeme e, feSenim

ZL’Q+$3:1

I3 = 0,
odkud
0
€y = 1
0
Podobné najdeme vektor
0
€3 = -1 ,
ktery splnuje
€y = (A — 21)83.
Plati tedy
A61 = 281
Aeg = e + 282
Ae3 = e, -+ 263,

takze matice zobrazeni A : x — Ax v bazi £ = (e, eq, €3) je ddna predpisem

[A]g =

O O N
O N =
N = O

Podobnym zptisobem lze dokazat, ze je-li A libovolna ¢tvercova matice s jedinym
vlastnim vektorem e; odpovidajicim vlastnimu ¢islu A, pak e; lze doplnit do baze
tak, ze zobrazeni A : x — Ax ma v £ matici

A1 0 ... 0]

00X 1 ...0
I, =

00 0 1

00 0 A

Matice Jy se nazyva Jordanuv blok prislusny k vlastnimu ¢islu A\. Pripomenme,
ze za Jordaniv blok fadu jedna povazujeme matici fadu jedna s vlastnim ¢islem na
diagonale.
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26.2 Jordanova forma obecné matice

Je-1i A libovolna ¢tvercova matice, pak 1ze dokazat, i kdyz to neni snadné, zZe existuji
nezavislé vlastni vektory ey, ..., e, prislusné k vlastnim cislim Ay, ..., A, které lze
v piipadé potieby doplnit do baze £ vektory e; spliujicimi e; = (A — \;I)'e;, a to
tak, ze zobrazeni A : x — Ax mé v £ blokové diagondlni matici s Jordanovymi
bloky J,, na diagonale. Plati tedy nasledujici véta.

Véta 26.1. Necht A je libovolnd ctvercovd matice, kterd md k nezavislych vlastnich
vektoru prislusnych k vlastnim cislim Ay, ..., \. Pak existuje requldrni matice T
tak, Ze

A=T1T,
kde

J, O ... O

O J, ... O

O O ... J,,

Pocet Jordanovych blokt J, matice A prislusnych A je roven poctu nezévislych
vlastnich vektort prislusnych k A\ a nazyva se geometrickd ndsobnost vlastniho
¢isla \. Geometrickd nasobnost je také rovna defektu matice A — A\I. Z nasi definice
je zrejmé, ze algebraicka nasobnost jakéhokoliv vlastniho ¢isla neni mensi nez jeho
geometrickd nasobnost.

Struktura Jordanovy formy matice je uréena defekty dy = d(A — \I)! K po-
chopeni pravidla si pfipomenme, ze podobné matice maji stejny defekt a ze defekt
blokové diagonalni matice je roven souctu defektu jejich diagonalnich bloki. Staci
tedy sledovat defekty mocnin jednoho Jordanova bloku N = J,, — A\;I fadu m matice
A — N1, ktery ma tvar

001 0 ... 07

00 1 ...0
N —

00 0 " 1

(00 0 ... 0

Nésobeni matici N si mtizeme predstavit tak, ze se vynechd prvni radek, ostatni
radky se posunou nahoru a posledni fadek se vyplni nulami. Proto

N? = O

pro p > m a pro p < m plati, ze defekt matice N? je pravé o jednicku mensi nez
defekt matice NP*L Zavedeme-li tedy oznadeni w;; = dii, win = djo — dj, Wiz =
= d;3 — djo, ..., pak wy bude celkovy pocet Jordanovych blok fadu nejméné [
s vlastnim ¢islem );. Cisla w; se nazjvaji Weyrovy charakteristiky matice podle
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vynikajiciho profesora matematiky na ceské technice Eduarda Weyra (1852-1903).
Napriklad nenulové Weyrovy charakteristiky matice

2100
0200
00 21
000 2

odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = 2 jsou wy; = 2, w2 = 2, coz odpovida tomu, ze
matice ma dva Jordanovy bloky fadu nejméné jedna a dva Jordanovy bloky fadu
nejméneé 2.

26.3 Mocnina matice

Jako priklad pouziti Jordanovy formy se budeme zabyvat studiem mocnin matice.
Zacneme Jordanovym blokem

Jy=M+N

radu m, kde N = J — M je, jako v odstavci 26.2, matice s nulovymi prvky kromé
jednicek nad diagondlou. Pak

(A2 20 1 0 0

0 A 2xn 1 0
32 = (AL+N)? = \T+2\N + N? =

0 0 1

00 0 0 2)

L0 0 0 0 e

Podobné
Ji = (AL + N)3 = AT+ 3\2N + 3AN? + N*

Obecnéji dostaneme s pouzitim binomické véty

Ji = AT+ N)» = M+ (’f) NN 4 (k> N*

coz muzeme pomoci N = O upravit pro £k > m na tvar
k k k k—1 k k—m4+1pngm—1
Jy =T+ NN+ A N
1 m—1
Déle si vSimnéme, ze plati

(0

_ k(k—l)(/C—Z+1)‘)\’kfl<kl’)\|k71
1.--4 - ’
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lim '\ =0,

k—o00
pravé kdyZ |\ < 1. Prvky matice J§ proto konverguji k nule pro k — oo, pravé
kdyz |[A| < 1. Je-li vSak A libovolna ¢tvercova matice, pak existuje regularni matice
T a blokové diagondlni matice J s Jordanovymi bloky na diagonale tak, ze

A =T"1JT.

Jelikoz
AF =T JTTJT.. - T JT =T J'T

J 0 .. 0
p_| @ o
O O .. J

dostdvame odtud tvrzeni, Ze prvky libovolné matice A* konverguji k nule pro k — oo,
pravé kdyz spektrdlni polomér

o(A) =max{|A\|: A€ g(A)}

je mensi nez 1. Toto tvrzeni je dilezité pro studium iterac¢nich procesu.

26.4 Vyznam Jordanovy formy

Jordanova forma mé velky vyznam pro teorii, nebot umoznuje redukovat tlohy
s obecnymi maticemi na ulohy s Jordanovymi bloky, jak jsme to vidéli v odstavci
26.3. Umoznuje ndm naptiklad definovat skalarni funkce libovolné matice. Pocetni
vyuziti Jordanovy formy je vSak velmi omezené, nebof je numericky nestabilni. Na-
priklad matice

2—c¢ 1 1
A = 0 2+4¢ 1
0 0 2

ma pro libovolné e # 0 tTi rizna vlastni ¢isla, takze jeji Jordantv tvar je

2—¢ 0 0
J. = 0 24¢ 0|,
0 0 2

zatimco
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Cast VI

Analyticka geometrie
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Kapitola 27
Primky, roviny a metrické ulohy

V zavéreénych kapitolach si ukazeme pouziti aparatu linearni algebry k formulaci
a feseni tuloh analytické geometrie, coz je oblast matematiky, ktera se zabyva studiem
geometrickych objekti charakterizovanych ¢iselnymi mnozinami. Budeme pfitom
vychéazet z vlastnosti trojrozmérného eukleidovského prostoru &;, jehoz zakladni
vlastnosti budeme povazovat za znamé.

27.1 Eukleidovsky prostor

P1i studiu geometrie 1ze vystacit s vektorovymi prostory, jak jsme se ostatné mohli
presvédéit pri odvozeni vzorcti pro objemy téles v 25. kapitole. Ukazuje se vsak,
ze pro teseni nékterych tloh je vhodnéjsi uvazovat algebraické struktury s vektory
i body.

Definice 27.1. Necht je dan vektorovy prostor V se skalarnim souc¢inem, mnozina

bodu £ a zobrazeni
—
ExES(A,B)— AB € V.

Mnozina £ se nazyva eukleidovsky bodovy prostor se zamérenim V), jestlize
plati:
(A1) Ke kazdému A € £ a v € V existuje jediny bod B € £ tak, ze

AB =v.

(A2) Pro libovolné body A, B, C € & plati

AC —AB +BC.

Slovo ,eukleidovsky“ pripomina feckého matematika Eukleida ze 4. stoleti pred
nasim letopoctem, ktery v trindcti dilech Zakladt rozpracoval deduktivni metodu
reSeni problému.
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7 axiému lze odvodit rovnosti, které odpovidaji nasi intuici. Napriklad
—
AA =o,
nebot pgiany bod A € & existuje podle (A1) k libovolnému v € V bod B € £ tak,
ze v = AB, a z komutativity operace s¢itani vektort a (A2) plyne, zZe
- — >
v+AA =AA +v=AA +AB =AB =v.
Obdobné lze dokézat, ze pro libovolné body A, B € & plati
— —
AB = —BA.

V nasledujicim vykladu budeme uvazovat trojrozmérny eukleidovsky bodovy pro-
stor &3, za jehoz zaméreni budeme povazovat mnozinu vsech volnych vektoru. Kazdé
usporadané dvojici bodu A, B € &; prifadime volny vektor, ktery je urcen oriento-
vanou useckou s poc¢atecnim bodem A a koncovym bodem B.

Zvolime-li si libovolny bod O € &; a ortonormalni bazi £ = (e, eq, €3) zaméreni
&3, pak zobrazeni

E3D A [O—A>L€]R3

bude kazdému bodu A pritazovat jednoznacné aritmeticky vektor. Bod O se na-
zyva pocdtek soustavy souradnic a Ctverice (O, ey, eq, €3) kartézskd soustava
souradnic &£;. S jeji pomoci muzeme &5 i jeho zaméreni ztotoznit s prostorem tii-
rozmeérnych aritmetickych vektoru se standardnim skaldarnim souc¢inem definovanym
predpisem

(u,v) = uvy + ugvy + ugvs.

Abychom mohli jednoznacné definovat nové operace v puvodnim eukleidovském
bodovém prostoru pomoci souradnic, musime specifikovat tzv. orientaci soustavy
soufadnic. V dalsim budeme pouzivat vyhradné pravotocivé soustavy sourad-
nic, jejichz bazové vektory lze umistit (bez vykloubeni prsti) po fadé ve sméru
palce, ukazovaku a prostredniku pravé ruky, jako na obr. 27.1.

27.2 Primky v &;

Necht A € &; je zadany bod a u € &; zadany nenulovy vektor. Pak primka p
prochéazejici bodem A se smérem u je mnozina

p={A+tu:teR}
Rozepiseme-li si tento zépis po slozkach, dostaneme pro body X = [X;, X, X3]
primky p prochézejici bodem A = [Ay, Ay, A3] ve sméru u = [ug, u, us] tzv. para-
metrické rovnice primky
X1 = Al + tu1
Xy = Ay + tu
X3 = A3 + t’LLg,
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€3

(N

€

€
Obr. 27.1: Pravotoc¢iva soustava souradnic.

kde t € R se nazyva parametr.

Piiklad 27.2. Piimka, kterd prochézi body A = [1,2,0] a B = [3,2,1], m& smér

u—AB —AO +OB —=OB —OA =B —A,

takze jeji parametrickd rovnice ma tvar:

X1 =1+ 2t
Xy =2
X3: t

Pro t = 0 dostaneme X = A, pro t = 1 dostaneme X = B.
Necht p a ¢ jsou primky zadané predpisy
p={A+tu:teR} a ¢g={B+sv:seR}

Budeme se zabyvat jejich vzdjemnou polohou.
Ptimky p a ¢ nemaji Zddny spolecny bod, pravé kdyz soustava

A+tu=B+sv
nema reseni, coz nastane, pravé kdyz
—
hlu,v] < hfu,v,AB . (27.1)

Plati-li (27.1) a
hlu,v] = 2,

pak jsou p a ¢ mimobézné. Kdyz plati (27.1) a

hlu,v] =1,
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pak jsou p a ¢ rovnobézZné.
Primky p a ¢ maji alespor jeden spolecny bod, pravé kdyz

hlu,v] = hlu, v, AB . (27.2)

Plati-li (27.2) a

hlu,v] =2,
pak p a ¢ lezi ve stejné roviné a maji spolecny jediny bod, takze jsou riznobézZné.
Kdyz plati (27.2) a

hlu,v] =1,

pak jsou p a g totozZné.

27.3 Roviny v &3

Necht A je zadany bod a n je zadany nenulovy vektor. Pak rowvina prochéazejici
bodem A s norméalovym vektorem n je mnozina

r={Xe&: (nAX) =0}

Rozepiseme-li si tuto definici po slozkéch, dostaneme pro body X = [X7, X3, X3] ro-
viny r prochdzejici bodem A = [A;, As, A3] s normélovym vektorem n = [nq, ng, ng
normdlovou rovnict roviny

ni(Xy — Aq) +na(Xo — Ag) +n3(X3 — A3) =0 (27.3)
nebo obecnou rovnict roviny
aX1+bXs+cX3+d=0,
kde
a=mny, b=ny, c=n3 a d=-—-nA; —nyAy —nsAs.

Koeficienty u neznamych v obou rovnicich jsou tedy slozky normalového vektoru
roviny, zatimco absolutni ¢len d neméa piimy geometricky vyznam.
Je-li ddan bod A a dva nezavislé vektory u, v, pak

r={A+tu+sv:tseR}

definuje rovinu prochazejici body A, A +u a A + v. Rozepiseme-li si tento zapis po
slozkach, dostaneme pro body X = [X;, X5, X3] roviny r parametrické rovnice
roviny

X1 = A1 —+ tu1 -+ SU1

XQ = A2 —+ tUQ + SU9

X3 = A3 + tu;), + svs,
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v nichz muzeme snadno identiﬁ_k>ovat souradnice bodu A i vektort u,v. Bod X je
bodem roviny r, pravé kdyz AX je linearni kombinaci u a v, coz nastane, prave
kdyz
X1 — A Xo— Ay X3— Az
det Uy U2 us =0
U1 V2 U3

Rozvojem determinantu podle prvniho fadku dostaneme norméalovou rovnici roviny
(273) Sn = [nl,ng, 713], kde

Uz U3
V2 U3

Uy us
U1 U3

Uy U2

ny =
U1 U2

9 Ng = — ) ng =

Abychom mohli vysetrit vzajemnou polohu dvou rovin, ozna¢me si r a s roviny
r={Xe&: (AX,n)=0} a s={Xe&:(BX,m)=0}.
Roviny r a s nemaji Zdadny spolecny bod, pravé kdyz soustava
(n,A—X>) =0 a (m,ﬁ) =0
nema zadné Teseni. RozepiSeme-li si rovnice soustavy na tvar
X1 +n9eXe+n3Xs = niA; + noAy + ngAs
m1 X1+ meXe +m3Xs = miBy + maBy + m3Bs,
lze ovérit, Ze to mlze nastat, jen kdyz
hlm,nj=1 a (m,A—B>) # 0.
V tomto ptipadé jsou roviny rovnobézZné, ale rizné. Jestlize
hlm,n| =2,

pak roviny r a s jsou ruznobézZné a maji spolecnou primku, jejiz smérovy vektor
je ortogonalni k m a n. Jestlize

hilm,n]=1 a (m,A?):O,

pak jsou roviny r a s totozZné.

Podobné mizeme podat vycet moznosti vzajemné polohy primky p prochazejici
bodem A se smérem u a roviny r prochézejici bodem B s normélovym vektorem n.
Snadno se ovéri, ze primka p ma jedingy spoleény bod s r, prave kdyz

(n,u) # 0. (27.4)

Jestlize neplati (27.4), pak lze rozlisit dva pripady. Bud je pfimka p rovnobézZnd
s r, ale nelezi v r, coz nastane kdyz

(mu)=0 a (n,AB)#0,

nebo p lezi v r, coz nastane, kdyz

(n,u)=0 a (n,ﬁ) =0.
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27.4 Vektorovy soucin

Necht u = [ug, us, us3] a v = [v1,v2,v3] jsou dva vektory. Pak jakykoliv vektor w,
ktery je ortogonalni k u i v spliuje rovnice:

ULW1 + UoWs + UgW3 =

(27.5)
viwy + vaws + vswsz = 0
Soustava (27.5) mé vsak stejné feseni jako soustava
UTW1 + UgWe + U3W3 =
ULW + UsWoy + UsW3 = 0
V1W1 + VaWo + V3W3z = 0,
jejiz determinant splnuje
Uy Uz U3
Uz U3 Uy us Uy Uz
det | g us us | =y — Usy + us =0,
Vg Vs U1 U3 U1 U2
V1 Uy Us
i jako soustava
VW1 + VoWg + V3W3 =
UTWL + UsWo + U3Ws = 0
viwy + vawy + vzwz = 0,
jejiz determinant splnuje
U1tz U3 U U U U U U
2 U3 1 Us 1 U2
det | uy us wug | = vy ) + vs = 0.
Vg Vs U1 U3 U1 Vg
V1 Uy Us
Vzorce
Uz U3 Uy ug Uy Uz
w1 = Wo = y Wo = y (276)
V2 Vs U1 U3 U1 U2

tedy definuji slozky vektoru w = [wy, ws, w3], ktery je kolmy k u i v. Budeme ho
znacit
W=uxv

a nazyvat vektorovy soucin vektori u a v. Vzorce (27.6) si muzeme zapamatovat
pomoci mnemotechnického zapisu

€1 €y €3
uxXv=|u us us|. (27.7)
V1 Vg Us
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Jelikoz
Up U2 U
Uz U3 Uy us Uy Uz 2 2 2
U1 VU2 VU3 | =uwq — Wo + ws = wi +w; + w3,
Vg Vs V1 Vs V1 Uy
w1 Wy W3

ma rovnobézZnostén na obr. 27.2 objem

U U1 wq Uy Uz U3

2 2 2 2

Vi=|luy v wy|=|v1 vy v3 |=wi+w;+w;=]|w|"
Uz V3 w3 w; W2 w3

Ponévadz ma uvazovany rovnobéznostén vysku ||w|| a plochu zdkladny
P = |Juf}v] - sina. (27.9)

kde « je odchylka primek prochazejicich pocatkem O se smérovymi vektory u, v,
plati

P=|wl. (27.9)

wW=uxv

0]

Obr. 27.2: Vektorovy soucin.
Lze ukdzat, ze vektory (u,v,w) tvoii kladné orientovanou bézi zaméfeni Es.
Z (27.8) a (27.9) plynou ihned vzorce pro plochu rovnobézZnika ¢&i trojihelnika
v &;. Napriklad plocha P trojihelnika uré¢eného body A, B, C € &3 je ddana vzorcem
1l —= —
P= §||AB x AC |.
Je-li a nenulovy vektor, pak mizeme definovat zobrazeni

A:x—=axx.
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Jsou-li e; = [1,0,0],e5 = [0,1,0] a e3 = [0, 0, 1], pak podle (27.7) plati:

€] €9 €3
Aey = axe = |a; as a3 | = azey — ag€3
1 00
€] €y €3
Ae; = axey = |a; ay a3 | = — ase; + aes
010
€] €y €3
Aes = axes = |a; ay ag| = a2e; — Q1€
0 0 1

Pro matici A v bazi € = (eq, e, e3) tedy plati

0 —das a9
Al = as 0 —ay
—as aq 0

Matice [A], je antisymetrickd matice, takze matice U = I 4 [A], spliuje
UU" = (I1+[A],)(I—[A];) =T—[A][A]L.

Zobrazeni x — x + a X x proto pro malé ||a|| zachovava, az na veli¢iny srovnatelné
s [|a]|? dhly i délky vektort, takZe ho lze povaZovat za otodeni okolo a o hel
|la||, a zobrazeni x — a X x pro libovolny vektor a piifazuje kazdému x vektor,
ktery mizeme povazovat podle obr. 27.3 za vektor rychlosti otdceni x kolem
a s thlovou rychlosti ||a||, a to ve sméru, ktery je v souladu s kladnou orientaci
trojice (a,x,a X x).

27.5 Urceni nékterych uhla

Jsou-li u, v dva nenulové vektory, pak odchylka ¢ vektord u,v je thel ¢ € [0, 7],
ktery splnuje vztah
u,v
[[ufl[[v]
Odchylka primek p a ¢ se smérovymi vektory u a v se definuje jeko nejmensi
odchylka dvou vektort, které Ize umistit na p nebo ¢, takze splnuje

sy L]
Julllv]
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Obr. 27.3: Rychlost otaceni.

Obdobné se definuje odchylka ¢ primky p se smérovym vektorem u a ro-
viny r s normalovym vektorem n. Mizeme ji vypocitat pomoci odchylky primky p
a libovolné jiné primky se smérovym vektorem n ze vztahu

[l

i = con (7 - ) = L)
sinp = cos {5 — ¢ —_—

Odchylka dvou rovin, coz je nejmensi thel dvou pfimek, z nichz kazda lezi
v jedné z rovin, vyjadiime snadno pomoci jejich normélovych vektort ny, ny a vztahu

|(n1,n2)\

COS = .
Y]

27.6 Neékteré metrické ulohy
K urceni vzddlenosti d bodu M od roviny
T
r={Xeé&:(AX,n) =0}
e o V4 o . .
staci najit praumeét vektoru AM do normalového sméru n. Plati tedy

[(AM, n)|

d =
]

Vzddlenost d bodu M od primky p prochazejici bodem A se smérem u urcime
s pomoci obr. 27.5. Z

e
P=|uxAM| a P=|u| d
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dostaneme snadno

Obdobné urc¢ime i nejkratsi vzddlenost dvou mimobézZek p a q, kde
p={A+tu:teR} a g={B+tv:teR}.
, . s . . D

Podle obr. 27.6 plati pro objem V' rovnobéznosténu ur¢eného hranami AB,u, v

—

V= ‘det [AB,u,v” =P-d,
zatimco pro plochu P jeho zakladny plati
P =uxv|.

Odtud

d:K: det [_A—g,u,v”

P |lu x v||

y M
v

—

AM

d

Obr. 27.4: Vzdalenost bodu od roviny.

27.7 Support Vector Machine

Jednim z procest, ktery je potieba Tesit v oborech pocitacové védy a umélé in-
teligence, je automatizované uceni, specidlné pak metody SVM (Support Vector
Machine). Poéitac si na tzv. tréninkovém vzorku dat vybuduje model, ktery témto
dattim “co nejvice” vyhovuje a tento model pak dédle pouziva pri rozhodovacich pro-
cesech. Pro jednoduchou predstavu o co v automatizovaném uceni jde, si predstavme
v R? mnozinu bodil a ke kaZdému z nich pifslusici ohodnoceni 1, nebo —1. Poéita¢
se na tréninkovém vzorku pokusi rozdélit R? na oblast obsahujici body s ohod-
nocenim 1 a na zbytek, obsahujici body s ohodnocenim —1. Pro jednoduchost se
budeme zabyvat pripadem, kdy jako matematicky model zvolime primku a navic
predpokladejme, Ze body tréninkové mnoziny dat lze primkou oddélit.
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A

Obr. 27.5: Vzdalenost bodu od primky.

Obr. 27.6: Vzdalenost (pricka) dvou mimobézek.
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Realné tlohy automatizovaného uceni se samozrejmé zabyvaji klasifikaci dat vice
nez dvou ({1, —1}) kategorii v prostorech vétsi dimenze (R™) a samoziejmé slozitéj-
sim modelem pro oddéleni bodt raznych kategorii. Na zvolené jednoduché tloze se
vsak pojmy probirané v této kapitole 1épe ukazuji a neni nasim cilem ucit ¢tenare
pocitacové védé. Pomoci pojmil jako vzdalenost bodt a primek, kolmost vektori
nastinime, na jakou matematickou formulaci tato tloha vede.

Pfedné potfebujeme matematicky vyjadiit pfimku p v R?, kterou popiseme rov-
nici, kterd je splnéna pouze pro vSechny body (x,z3) € p. Ze stredni skoly jisté
znate smérnicovy tvar primky x, = azr; + b, ktery vSak nebude vhodny, jelikoz ne-
umi popsat primku z; = ¢. Doufame, zZe ¢tenare prilis nepobourime tim, ze nepouzi-
jeme ani rovnici primky z kapitoly 27.2 ale jiny, pro tento ucel jesté vhodnéjsi tvar.
K jednozna¢nému popisu piimky p napiiklad stac¢i znat smér w € R?, ke kterému je
primka p kolmd a vzdalenost v od pocatku souradnic S = (0,0). Uvédomme si, ze
bod Z € p, ktery je nejblize pocatku je od bodu O ve sméru w, viz obrazek 27.7.

S

Obr. 27.7: Pfimka dand bodem a normélou.

Vezmeme-li v ivahu, Ze pro vSechny body X € p je smér X Z kolmy k vektoru w,
lze tedy vyjadrit primku p jako

p={X = (21,25) € R*|w" (X — kw) = w’' X — k||w|? = 0},
kde v = k||w]||. Navic w? (X — kw) je linedrni funkce R? > X +— R a p je jeji nulovou
vrstevnici. Vsimavy c¢tenar si jiz jisté vSiml, Ze primka p neni trojici parametri
(wy,ws, k) uréena jednoznacng, jelikoZ (cwi,cws,c k) , ¢ € R~ {0} urcuji tutéz
primku.
Méjme déle tréninkovou sadu dat

T = {Xi = (w15, 2) ER?, y; € {L—lH L= 17---,7”6}

¢itajici n bodu a jejich kategorii. Primka oddélujici body obou kategorii, je urcena
parametry (wy, ws, k) takovymi, ze y; (wT(XZ» — kw)) > 0 pro vSsechny ¢+ = 1,...,n.
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Obr. 27.8: Pfimka dand bodem a normélou.

Takovychto (rtiznych) primek je nekonecné mnoho a proto budeme hledat takovou,
kterda ma nejvetsi vzdalenost od obou kategorii, viz obrazek 27.8.

Jaka je vzdalenost bodii obou kategorii? Je to vzdalenost ptimek w’ (X, — (k +
+0)w) =0 a wh (X, — (k—6)w) = 0. Z obrazku je rovnéZ ziejmé, Ze body X, a X,
budou mit nejmensi vzdalenost, kdyz X, = X, + lw, tedy

w? (Xy +lw — (k+0)w) =w' (X — (k- Sw) = =26

a proto vzdalenost bodu obou kategorif je ||X, — X,|| = 26||w]||. Nyni je tfeba vzit
v uvahu nejednoznacnost parametri urcujici primku p. Zvolme je tedy (nyni jiz
jednoznacné) tak, aby d||wl||? = 1, tedy piimky p™ a p~ mély tvar

pF X —b=1
pwl X —b=—1

kde b = kd~t = k||w||?* a jejich vzdalenost je 2|w| .

Chceme-li maximalizovat vzdalenost bodi obou kategorii, je tfeba minimalizovat
|wl|. Upravme jesté podminku, kterou musi spliiovat piimka oddélujici body obou
kategorii, tj. y; (w” (X; — kw)) = y;(w"X; — b) > 0. JelikoZ mezi pfimkami p* a p~
nelezi zadny bod, lze tuto podminku zpiisnit na y;(w”X; — b) > 1. Ulohu nalézt
primku oddélujici body obou kategorii jsme prevedli na tlohu

Najdéte (wy,ws,b) € R? takové, Ze V'Hllin |lw]| .
i=1,...,n:
yz(wTXl—b)Zl
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Kapitola 28

Kvadratické plochy

V této kapitole se budeme zabyvat kvadratickymi plochami, ¢ili kvadrikams, které
jsou popsany rovnicemi s kvadratickymi formami. Tak jako v kapitole 27, omezime
se na kvadratické plochy v prostoru £. Budeme také predpokladat, ze v & je za-
déna soustava souradnic (O, e, eq, e3), s jejiz pomoci miuzeme body & ztotoznit
s tfirozmérnymi aritmetickymi vektory, stejné jako vektory zaméreni &s.

28.1 Kanonicky tvar kvadratické formy

Necht A je symetrickd Ctvercovd matice radu tfi, necht b = [b;] je tfirozmérny
sloupcovy vektor a necht ¢ je realné c¢islo. Kvadratickd plocha q je mnozina vsech
bodi, jejichz souradnice X spliuji rovnici

XTAX +2b'X + ¢ = 0. (28.1)

Kvadraticka forma Q(X) = X'AX se nazyva kvadraticky élen rovnice kvadratické
plochy, linearni forma £(X) = 2b' X se nazyva linedrni ¢&len a c se nazyva ab-
solutni élen rovnice kvadratické plochy. Tak, jak je rovnice (28.1) napsana, neni
vylouceno, ze ji nevyhovuje zadny bod &. V nékterych pripadech se proto uvazuji
i komplexni feseni. My se vSak omezime jen na realnd feseni (28.1), kterd mohou
byt ztotoznéna s body &;.

Podobné, jako nemé absolutni ¢len rovnice roviny bezprostiedni geometricky
vyznam, nemaji ani prvky matice A ¢i vektoru b obecné zadnou bezprostiedni
geometrickou interpretaci. Nasim prvnim krokem proto bude nalezeni takového tvaru
rovnice kvadratické plochy, jejiz koeficienty maji geometricky vyznam.

Jelikoz matice A je symetricka, existuje podle véty o spektralnim rozkladu 24.9
ortogonalni matice Q tak, ze A = Q'DQ, kde D je diagonalni matice s vlastnimi
¢isly A; matice A na diagonéle. Po dosazeni do (28.1) dostaneme

X'Q'DQX +2b'X + ¢ = 0. (28.2)

Povsimneme-li si, ze

2b' X = 2(Qb)" QX,
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muzeme pomoci substituce Y = QX prepsat (28.2) na tvar
Y'DY +2(Qb)"'Y + ¢ = 0. (28.3)

Podle tivah z ¢lanku 14.7 mizeme (28.3) povazovat za definici téze kvadratické plochy
jako (28.1) v jiné kartézské soustavé souradnic (O, i, f5, f3).
Polozme b = Qb a rozepisme si (28.3) na tvar

MYZ 4 AYE + \Y2 + 2b1Y) + 2byYs + 2bsY; + ¢ = 0.

Nyni si v§imnéme, ze pokud \; # 0, pak

~ b, b2\ b2 b; b?
V2 V. — )\, 2 vy, ) T — ) ; )2 %
Y2 4 2bY =\ (3@ + 23+ A%> =N <x+ Aé) v

Pomoci vhodné substituce tak muzeme zapsat kazdou kvadratickou plochu defi-
novanou kvadratickou formou hodnosti 3 ve tvaru

M7+ NZ5 + X375 =d (28.4)
a kazdou kvadratickou plochu definovanou kvadratickou formou hodnosti 2 ve tvaru
MZE 4+ NZ3 + cZy = d. (28.5)

Lze ukazat, ze kazdou kvadratickou plochu definovanou kvadratickou formou hod-
nosti 1 muzeme zapsat ve tvaru

MZE 4 cZy =d. (28.6)

Substituce typu
Zi=Yi+¢

lze interpretovat jako prechod od soustavy (O, fi, fs, f3) k soustavé (O', 1, f5, f3), kde
v puvodni soustaveé

—
OO/ = [61, Co, Cg].

28.2 Kvadratické plochy v kanonickém tvaru

Zatimco ve tvarech (28.4), (28.5) a (28.6) jsou zachovany vlastni ¢isla kvadratické
formy, ktera definuje kvadratickou plochu, pro znazornéni je vhodnéjsi prevést kva-
dratickou formu na kanonicky tvar, v némz lze pripsat vSem koeficientim ge-
ometricky vyznam souvisejici s fezy kvadratické plochy souradnicovymi rovinami.
Ctenéii doporuc¢ujeme doplnit vycéet obrazky. Soutadnice bodt kvadrik budeme zna-
¢it v analytické geometrii obvyklym z,y, 2.
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(i) Elipsoid

22y 2 )
¥+b—2+c—2:1, a>0,0>0,c>0.
Rezy elipsoidu soufadnicovymi rovinami predstavuji elipsy. Pokud a = b = ¢,

dostaneme kulovou plochu.
(ii) Jednodilny hyperboloid
22 g2 2
a2
Rezem rovinou z = 0 dostaneme elipsu s poloosami a, b, zatimco Tezy zbyva-
jicimi souradnicovymi rovinami dostaneme hyperboly.

=1, a>0,b>0¢c>0.

(iii) Dvojdilny hyperboloid

a>0,b>0,c>0.

Rovina z = 0 oddéluje oba dily dvojdilného hyperboloidu. Rezy zbyvajicimi
souradnicovymi rovinami jsou hyperboly.

(iv) Elipticky paraboloid

2?2
¥+b—2—2pz:o, a>0,b>0,p+#0.
V roviné z = 0 lezi jediny bod, fezy zbyvajicimi souradnicovymi rovinami jsou

paraboly.

(v) Hyperbolicky paraboloid

— == —=2pz=0, a>0,b>0,p#0.

Rezem v roviné z = 0 dostaneme dvé primky, fezy zbyvajicimi soutadnicovymi
rovinami jsou paraboly.

(vi) Elipticka kuZelova plocha

1'2 2 22
_2+?Z_2_—2:0, a>0b>0c>0,
a C

Rez rovinou z = 0 je bod, fezy zbyvajicimi souradnicovymi rovinami tvori
raznobézky:.

(vii) Elipticka valcova plocha

2 2
x—2+z—2:1, a>00b>0.
a
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Rez libovolnou rovinou z = ¢ je elipsa s vyse uvedenou rovnici.

(viii) Parabolicka valcova plocha

z® =2py, p#0.

Rez libovolnou rovinou z = ¢ je parabola s vyse uvedenou rovnici.

(ix) Hyperbolicka valcova plocha
2 P
@

Rez libovolnou rovinou z = ¢ je hyperbola s vyse uvedenou rovnici.

=1, a>0,b>0.
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